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INTRODUCTION

Model Theory and Algebra 2024

The 16th International Summer School-Conference \Problems Allied to
Model Theory and Universal Algebra" was held on 08{13 of July 2024 at
Sobolev Institute of Mathematics and Novosibirsk State Technical Univer-
sity NETI. The School was organized by Algebra and Mathematical Logic
Department of Novosibirsk State Technical University (NSTU NETI) and
Sobolev Institute of Mathematics of Siberian Branch of Russian Academy
of Sciences (IM SB RAS). The School was supported by Grant of Inter-
national Mathematical Center in Akademgorodok. The school-conference
included both online and in-person talks. At the school-conference, there
were participants from Russia, Kazakhstan, Uzbekistan, Algeria, Canada,
France, Hungary, Oman, Poland. They made 43 talks. Within the school-
conference, the discussions on actual problems on Model Theory, Algebra
and related subjects were held. Information about the conference is posted
on the conference website https://erlagol.ru.

The Organizing Committee

of the School-Conference
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4 School Programme

Programme

of 16th International Summer

School-Conference

\Problems Allied to Model Theory

and Universal Algebra"

July 8, Monday

Chairperson S.V. Sudoplatov

8:55 { 9:00 Opening Ceremony
9:00 { 9:50 A.E. Mironov (Novosibirsk, Russia), Birkho��s algebraic

conjecture on integrable billiards
10:00 { 10:50 M. Shahryari (Muscat, Oman), On conjugately separability

of nilpotent subgroups and equational domains
11:00 { 11:30 G. Cz�edli (Szeged, Hungary), From Maltsev conditions to

a duality theorem (online)
11:30 { 12:10 Co�ee break
12:10 { 13:00 N.Kh. Kasymov (Tashkent, Uzbekistan), Computably sep-

arable algorithmic representations of universal algebras with �niteness con-
ditions (online)

Chairperson B.Sh. Kulpeshov

15:00 { 15:50 B.P. Poizat (Lyon, France), Parameters in Algebraically
Closed Fields (online)

15:50 { 16:30 Co�ee break
16:30 { 17:00 A.A. Iwanow (Gliwice, Poland), Generic groups and the

weak amalgamation property (online)
17:00 { 17:30 M.I. Bekenov (Astana, Kazakhstan), On model companions

of some theories
17:30 { 18:00 N.D. Markhabatov (Astana, Kazakhstan), On approxima-

tions of pseudo�nite theories
18:00 { 18:30 D.V. Solomatin (Omsk, Russia), Structure of semigroups

admitting generalized outerplanar Cayley graphs (online)

July 9, Tuesday

Chairperson V.V. Verbovskiy

9:00 { 9:50 A.I. Stukachev (Novosibirsk, Russia), Structures on signatures
of structures



School Programme 5

10:00 { 10:50 N.L. Polyakov (Moscow, Russia), Ultra�lter extensions of
in�nitary functions: universal algebraic aspects

10:50 { 11:30 Co�ee break
11:30 { 12:20 I.B. Kozhukhov (Moscow, Russia), Finiteness conditions in

acts over semigroups
12:20 { 13:00 A.A. Stepanova, E.L. Efremov, S.G. Chekanov (Vladivos-

tok, Russia), Pseudo�nite polygons over Abelian groups

Chairperson M. Shahryari

15:00 { 15:40 E.V. Vassiliev (Corner Brook, Canada), Small closure in
pairs of geometric structures

15:40 { 16:10 V.V. Verbovskiy (Almaty, Kazakhstan), On pure linear
orderings of Morley o-rank 1 (joint with A. D. Yershigeshova)

16:10 { 16:30 Co�ee break
16:30 { 17:00 I.A. Sakharov (Vladivostok, Russia), On possible degrees

of semantic and syntactic rigidity of unars (online)
17:00 { 17:30 V.L. Usol�tsev (Volgograd, Russia), Semimodularity of the

class of all congruence Ries algebras of an arbitrary �xed signature
17:30 { 18:00 A.R. Yeshkeyev, I.O. Tungushbayeva (Karaganda, Kaza-

khstan), Properties of the Jonsson spectrum and its class of model (online)
18:00 { 18:30 A.R. Yeshkeyev, A.K. Koshekova (Karaganda, Kazakhstan),

Cosemanticity of Kaiser hulls of de�nable subsets of the semantic model of
a �xed Jonsson theory (online)

18:30 { 19:00 A.R. Yeshkeyev, A.R. Yarullina (Karaganda, Kazakhstan),
Jonsson existentially closed unars of expanded signature (online)

19:00 { 19:30 S.M. Amanbekov (Karaganda, Kazakhstan), On semantic
Jonsson quasivariety of undirected graphs (online)

July 10, Wednesday

Free day

July 11, Thursday

Chairperson P.S. Kolesnikov

9:00 { 9:50 B.S. Baizhanov (Almaty, Kazakhstan), Expansion of a model
of stable theory (online)

10:00 { 10:30 V.N. Zhelyabin (Novosibirsk, Russia), Simple and semisim-
ple �nite-dimensional Novikov algebras (online)



6 School Programme

10:40 { 11:30 A.S. Zakharov, V.N. Zhelyabin (Novosibirsk, Russia), Sim-
ple �nite-dimensional Novikov algebras over a �eld of prime characteristic

11:30 { 12:00 Co�ee break
12:00 { 12:40 A.S. Monastyreva (Barnaul, Russia), Zero divisor graphs

of a �nite ring

Chairperson N.L. Polyakov

15:00 { 15:30 A,V, Kartashova (Volgograd, Russia), On lattices of topolo-
gies of commutative unary algebras

15:30 { 16:00 N.A. Shchuchkin (Volgograd, Russia), Ternary quasigroups
and their applications in cryptography

16:00 { 16:30 Co�ee break
16:30 { 17:00 V.A. Molchanov, R.A. Farakhutdinov (Saratov, Russia),

Speci�c characterization of partially de�ned graph automata (online)
17:00 { 17:30 G.S. Suleymanova (Abakan, Russia), On centralizers of

graph automorphisms of Chevalley algebras and their faithful enveloping
algebras (online)

17:30 { 18:00 K. Tahri (Tlemcen, Algeria), Existence and Uniqueness
Solution for Biharmonic Kirchho� Equation with Singular Term (online)

July 12, Friday

Chairperson I.B. Kozhukhov

9:00 { 9:50 P.S. Kolesnikov (Novosibirsk, Russia), Dendriform splitting
of varieties and the Dong Lemma

10:00 { 10:50 A.P. Pozhidaev (Novosibirsk, Russia), Pre-Lie Witt doubles
10:50 { 11:30 Co�ee break
11:30 { 12:20 F.A. Dudkin (Novosibirsk, Russia), Universal equivalence

of generalized Baumslag-Solitaire groups
12:30 { 13:00 H. Alhussein, P.S. Kolesnikov (Novosibirsk, Russia), Hoch-

schild cohomology of the Weyl conformal algebra

Chairperson E.V. Vassiliev

15:00 { 15:30 A.V. Chekhonadskikh (Novosibirsk, Russia), Algebraic as-
pects of optimization in polynomial synthesis of automatic control systems

15:30 { 16:00 D.Yu. Emelyanov (Novosibirsk, Russia), Algebras of binary
formulas for products of graphs

16:00 { 16:30 Co�ee break
16:30 { 17:00 I.A. Emelyanenkov (Novosibirsk, Russia), A diagrammatic

approach to the study of countable models of complete theories
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17:00 { 17:30 S.B. Malyshev (Novosibirsk, Russia), Heritability of prege-
ometry types by composition relative to the original structures

17:30 { 18:00 A.V. Vaseneva (Novosibirsk, Russia), On ranks of equa-
tionality

18:00 { 18:30 A.S. Savin (Novosibirsk, Russia), Some spectra of spherical
orderability of �nite groups

July 13, Saturday

Chairperson A.A. Stepanova

9:00 { 9:50 B.Sh. Kulpeshov (Almaty, Kazakhstan), S.V. Sudoplatov
(Novosibirsk, Russia), Variations of rigidity for ordered and strongly minimal
theories

10:00 { 10:30 B.Sh. Kulpeshov (Almaty, Kazakhstan), In.I. Pavlyuk,
S.V. Sudoplatov (Novosibirsk, Russia), Pseudo-countably-categorical theo-
ries

10:30 { 11:00 Co�ee break
11:00 { 11:50 S.V. Sudoplatov (Novosibirsk, Russia), Forty years with

Model Theory
11:50 Closing Ceremony



HOCHSCHILD COHOMOLOGY
OF THE WEYL CONFORMAL

ALGEBRA

H. Alhussein1)2), P.S. Kolesnikov3)

1)Novosibirsk State Technical University,
K.Marx avenue 20, Novosibirsk, 630073, Russia;

2)Higher School of Economics,
Myasnitskaya street 20, Moscow, 101000, Russia;

3)Sobolev Institute of Mathematics,
Acad. Koptyug avenue 4, Novosibirsk, 630090, Russia

e-mail: hassanalhussein2014@gmail.com, pavelsk77@gmail.com

1 Introduction

The notion of a conformal algebra appeared as a formal language for
studying the singular part of the operator product expansion (OPE) in 2-
dimensional conformal field theory (CFT) in mathematical physics (see, e.g.,
[9]). From the algebraic point of view, associative (or Lie) conformal algebras
may be considered as morphisms from the corresponding operad As (or Lie)
into the multicategory of modules over the polynomial algebra H = C[∂]
[3]. This observation shows us certain similarity between “ordinary” and
conformal algebras: the first ones are morphisms form the same operads
into the “ordinary” multicategory of linear spaces.

Definition 1. A conformal algebra is a linear space C equipped with a linear
operator ∂ : C → C and a bilinear map (·λ·) from C × C to the space of
polynomials C[λ] in a formal variable λ such that

(∂uλv) = −λ(uλv), (uλ∂v) = (∂ + λ)(uλv)

for all u, v ∈ C.

For every conformal algebra C, there exists an ordinary algebra A =
A(C) such that C can be embedded into the space of formal distributions

8
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A[[z, z−1]] in such a way that ∂u corresponds to the formal derivative ∂zu
and

(uλv) = Res
w=0

u(w)v(z) exp{λ(w − z)}

for u, v ∈ C, see [10].
A natural universal property defines such an algebra A(C) in a unique

(up to isomorphism) way. A conformal algebra C is said to be associative (or
Lie) if so is its coefficient algebra A(C). An important role in the subsequent
exposition is played by a subalgebra A+(C) called annihilation algebra of C.

Example 1. Let C = C[∂, x] and

u(∂, x)λv(∂, x) = u(−λ, x)v(∂ + λ, x+ λ), u, v ∈ C.

Then C is an associative conformal algebra denoted Cend1, its coefficient
algebra A(C) is a localization of the first Weyl algebra:

A(Cend1) = C〈q, t, t−1 | qt− tq = 1〉.

Example 2. The subspace xC[∂, x] of Cend1 is obviously a conformal sub-
algebra denoted Cendx,1 in [5]. We will shortly denote it by U(2).

Example 3. An associative conformal algebra C with respect to the new
bilinear operation

[uλv] = (uλv)− (v−∂−λu), u, v ∈ C,

is a Lie conformal algebra denoted C(−), its coefficient algebra is just the
commutator Lie algebra of A(C).

In particular, if C = U(2) then the subspace V = C[∂]x ⊂ C is a
conformal subalgebra of C(−) since

[xλx] = x(x+ λ)− x(x− ∂ − λ) = ∂x+ 2λx.

This V is known as the Virasoro (Lie) conformal algebra, its coefficient al-
gebra coincides with the Lie algebra of derivations of C[t, t−1]. The Virasoro
conformal algebra V is the only exceptional simple finite Lie conformal al-
gebra according to the classification in [7].

Thus, V ⊂ U(2)(−) and, moreover, U(2) is generated by the elements
of V as an associative conformal algebra. Hence, U(2) is an associative
enveloping conformal algebra of the Virasoro conformal algebra.

For every Lie conformal algebra L one can construct a series of uni-
versal enveloping associative conformal algebras corresponding to different
associative locality functions on the generators [12].
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For example, consider the Virasoro conformal algebra V described above.
It is generated by a single element x. One may fix a natural number N and
construct the associative conformal algebra U(N) generated by the element
x such that deg(xλx) < N , and the commutation relations of V hold. Ob-
viously, U(1) = 0; the algebra U(2) is exactly the Weyl conformal algebra.

The next universal associative envelope U(3) plays a special role in the
representation theory of the Virasoro Lie conformal algebra V . Namely, let
M be a finite irreducible module over V (all such modules were described
in [6]). Then M is also a module over the associative conformal algebra
U(3). This is why U(2) and U(3) are emphasized among other universal
envelopes: U(2) is the minimal one which contains V , U(3) is the minimal
one with the universal property for finite irreducible representations. The
subject of this note is to describe conformal cohomologies of U(2) and U(3)
with coefficients in appropriate finite irreducible V -modules.

2 Conformal cohomologies

The starting point for studying cohomologies of conformal algebras is
the paper [4] where the notions of basic and reduced complexes for (Lie or
associative) conformal algebras with coefficients in a conformal (bi-)module
were stated.

As in the case of ordinary algebras, the first cohomology group of the
reduced conformal complex describes outer derivations of an algebra, the
second cohomology group is in one-to-one correspondence with classes of
equivalent extensions. In particular, the Virasoro Lie conformal algebra has
1-dimensional 2nd cohomology group with scalar coefficients which corre-
sponds to the well-known central extension of the Witt algebra known as
the (“ordinary”) Virasoro algebra.

It was shown in [11] that the second Hochschild cohomology groups de-
noted H2(U(2),M) are zero for every conformal (bi-)module M , but for
higher Hochschild cohomologies the direct computation becomes too com-
plicated. In contrast to the “ordinary” Hochschild cohomology, if C is an
infinite associative conformal algebra then one cannot reduce the computa-
tion of Hn(C,M) to Hn−1(C,Chom(C,M)) since the space Chom(C,M) of
conformal homomorphisms is not in general a conformal module over C.

A powerful technique for computing Hochschild cohomologies of associa-
tive algebras is the Morse matching method described, for example, in [8].
Given an associative algebra defined by generators and relations, one may
apply the Morse matching method to compute the differential map in Anick
resolution for this algebra. Since the Anick resolution is much smaller than,
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for example, the bar resolution, the computation of cohomologies becomes
easier.

It is discussed in [2] how to adjust this technique to conformal algebras
in order to calculate conformal Hochschild cohomologies with coefficients in
a trivial module. In [1] we applied the same Morse matching method for
calculation of conformal Hochschild cohomologies with coefficients in a non-
trivial module. In particular, Hn(U(2),M) = 0 for every n > 1 and for every
finite left U(2)-module M .

This result shows a difference between homological properties of Lie con-
formal algebras and their universal enveloping associative conformal alge-
bras. Indeed, there exist finite modules over the Virasoro conformal algebra
V with non-trivial higher cohomologies. However, these modules do not
correspond to representations of U(2) due to the locality restriction. This
is why we are interested in the next universal envelope in the series: every
finite irreducible module over V is also a module over U(3).

3 Main results

Let V = C[∂]x be the Virasoro conformal algebra as above. Then the
space C[∂]u can be considerded as a conformal module over V relative to
the operation

xλu = (∂ + α + ∆λ)u,

where α,∆ ∈ C are fixed scalars. Such a module is denoted Mα,∆. If ∆ 6= 0
then this is an irreducible V -module, and it was shown in [6] that all finite
irreducible Virasoro conformal modules are in the form of Mα,∆.

Every Mα,∆ is also a left module over U(3). The annihilation algebra of
U(3) is generated by infinite set {x(n) | n ∈ Z+} relative to the following
defining relations:

x(n)x(m)− 3x(n− 1)x(m+ 1) + 3x(n− 2)x(m+ 2)

− x(n− 3)x(m+ 3) = 0, n ≥ 3, m ≥ 0,

x(n)x(m)− x(m)x(n) = (n−m)x(n+m− 1), n > m ≥ 0.

The Gröbner–Shirshov basis of these relations includes rewriting rules with
principal parts x(1)x(0) and x(n)x(m), n ≥ 2. Hence, the Anick res-
olution is spanned by n-chains of the form [x(j1)| . . . |x(jn)|x(jn+1)] and
[x(j1)| . . . |x(jn)|1|0], where j1, . . . , jn ≥ 2. The Anick resolution allows us
to deduce the following statement.



12 H. Alhussein, P.S. Kolesnikov

Theorem 1. For the conformal module M(α,∆) with ∆ 6= 0, we have

dimk H1(U(3),M(α,∆)) =

{
2, ∆ = 1, α = 0

0, otherwise.

This statement is about the first cohomology group so it may be checked
independently by the definition. However, for higher cohomology groups the
straightforward computation is not possible so we need specific methods for
computing Hn(U(3),M(α,∆)). The same Anick resolution for U(3) computed
by means of the Morse matching method gives us

Theorem 2. For all α 6= 0, ∆ ∈ C we have Hn(U(3),M(α,∆) = 0 for
n ≥ 2.

It remains to consider the case α = 0. In this way, we obtain

Theorem 3. For the conformal module M(0,∆), ∆ 6= 0, over U(3), we
have

dimk H2(U(3),M(0,∆)) =

{
1, ∆ = 1

0, ∆ 6= 1.

The same methods may be applied for computing the remaining coho-
mologies with coefficients in finite irreducible (∆ 6= 0) modules.

Theorem 4. For n ≥ 3, the cohomology groups Hn(U(3),M(0,∆)), ∆ 6=
0, are trivial.

These results show that the difference between cohomologies of the Vi-
rasoro Lie conformal algebra V and its universal envelope U(3) still holds:
as it was shown in [4], for every n there exists ∆ 6= 0 such that Hn(V,M0,∆)
is nonzero.

In order to extend these results from irreducible to arbitrary finite module
over U(3), we need cohomologies with coefficients in M0,0.

Theorem 5. For the conformal module M(0,0), we have

dimk Hn(U(3),M(0,0)) =


1 n = 1;

2 n = 2;

1 n = 3;

0 n ≥ 4.

The standard reasoning coming from the long exact sequence leads us to
the following conclusion.

Corollary. Let M be a finite module over U(3). Then Hn(U(3),M) = 0
for all n ≥ 4.
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FOUR GENERATORS OF AN
EQUIVALENCE LATTICE WITH

CONSECUTIVE BLOCK COUNTS

Gábor Czédli∗

University of Szeged, Bolyai Institute. Szeged, Aradi vértanúk tere 1,
HUNGARY 6720, http://www.math.u-szeged.hu/˜czedli/

e-mail: czedli@math.u-szeged.hu

Dedicated to my esteemed coauthors, Honorary Professors
László Szabó on his seventy-fifth birthday and Lajos

Klukovits on his eightieth birthday.

This paper is probably self-contained for those who know the concept of
a lattice as an algebraic structure. Our goal is two-fold. First, we present
a historical remark on the connection between equivalence lattices and qua-
siorder lattices. Second, we prove a new theorem, which corresponds to the
title of the paper.

1 Introduction and a historical remark

We begin with some notations and well-known definitions. The set of
equivalences (in other words, equivalence relations, that is, reflexive, sym-
metric, and transitive relations) of a set A will be denoted by Equ(A). With
intersections and the transitive hulls of unions acting as meets and joins,
respectively, Equ(A) is a lattice, the equivalence lattice of (or over) A; the
notation Equ(A) will stand for this lattice, too. By the canonical bijective
correspondence between equivalences and partitions of a set, Equ(A) is iso-
morphic to the partition lattice Part(A) of A, which consists of all partitions
of A. We will often consider equivalences as partitions. For X ⊆ Y , we say
that X is a proper subset of Y if X 6= Y . A sublattice or a complete sub-
lattice of Equ(A) is a nonempty subset that is closed with respect to binary
joins and meets or to arbitrary joins and meets, respectively. A subset X of
Equ(A) is a generating set or a complete-generating set of Equ(A) if there is

∗This research was supported by the National Research, Development and Innovation
Fund of Hungary, under funding scheme K 138892.
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Four generators of an equivalence lattice 15

no proper sublattice Y or a proper complete sublattice Y of Equ(A), respec-
tively, such that X ⊆ Y . Quasiorders are reflexive and symmetric relations.
The quasiorders of a set A form a lattice, the quasiorder lattice Quo(A) of
A. Note that Equ(A) is a complete sublattice of Quo(A).

In the middle of the seventies, Henrik Strietz proved that for any fi-
nite set A with |A| ≥ 3, Equ(A) is four-generated, that is, it has a four-
element generating set; see Strietz [10]–[11]. Since Strietz’s work, more than
a dozen papers have been devoted to four-element (or small) generating sets
of equivalence lattices and quasiorder lattices; for details, see the ‘‘Refer-
ences’’ section here and the bibliographic sections and the survey parts of
the papers listed there. Hence, instead of giving another survey, we focus
only on the connection between the small generating sets of Equ(A) and
those of Quo(A). In one direction, we recall an important statement from
[9, page 61]; see also Lemma 2.1 of [7], where the original lemma is recalled.

Lemma 1.1 (Kulin’s Lemma). If A is an arbitrary set with at least three
elements and S is a complete sublattice of Quo(A) such that Equ(A) is a
proper subset of S, then S = Quo(A).

Figure 1: Zádori’s construction for |A| = 19

In other directions, neither any connection nor the forthcoming Claim
1.4 has been published before. To present such a connection of historical
value, let |A| = 19; the case of |A| = 2k + 1 ≥ 5 would be similar. The
construction visualized by Figure 1 is taken from Zádori [12].

Claim 1.2 ([12]; exemplifying the odd case of Zádori’s construction). If
|A| = 19, then Equ(A) has a four-element generating set.

For later reference, we present Zádori’s proof and his generating set.

Proof. For p, q ∈ A, the smallest equivalence collapsing p and q is an atom
in Equ(A); we denote it by at(p, q). So (x, y) ∈ at(p, q) if and only if x = y
or {x, y} = {p, q}. Denote the elements of A as follows: A = {a0, a1, . . . , a9,
b0, b1, . . . , b8}; see Figure 1. The figure defines a subset X := {α, β, γ, δ} of
the equivalence lattice Equ(A) as follows. Assume that the horizontal edges,
the vertical edges, and the slanted straight edges of the graph are labeled
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by α, β, and γ, respectively. To avoid a crowded figure, these labels are
not indicated in the figure, but the triangle on the right reminds us of this
convention. There are also two δ-labeled edges, which are drawn as curves.
For ε ∈ X, the figure defines ε as follows; walks of length zero are allowed.

ε := {(x, y) ∈ A2 : we can walk from x to y along ε-colored edges}. (1.1)

For example, {b1, a2} is a block of γ and {b0, . . . , b8} is a block of α. Let S be
the sublattice generated by X. In Figure 2, where A is drawn three times,
some equivalences are given by their non-singleton blocks. The meanings
of these blocks, with different geometric orientations, line styles, and colors,
are defined on the right of the figure. For example, ρ0 = at(a0, b0) and λ′1 =
at(a9, a8)∨ at(a8, a7)∨ at(b8, b7). We can easily show that, in this order, ρ0,
ρ′0, ρ

′′
0, ρ1, ρ

′
1, ρ

′′
1, ρ2, ρ

′
2, ρ

′′
2, ρ3, ρ

′
3, ρ

′′
3, ρ4, . . . belong to S, since each of them

is expressible from the generators and the earlier ones. Indeed, ρ0 = β ∧ δ
and, for i = 0, 1, 2, . . . , we have that ρ′i = (ρi ∨ γ)∧α, ρ′′i = (ρ′i ∨ β)∧ γ, and
ρi+1 =

(
((ρ′′i ∨ β) ∧ α) ∨ ρ′′i

)
∧ β. The increasing sequences (ρ0, ρ1, ρ2, . . . ),

(ρ′0, ρ
′
1, ρ
′
2, . . . ), and (ρ′′0, ρ

′′
1, ρ
′′
2, . . . ) are right-going in the sense that when the

subscript increases by 1, the subscripted equivalence obtains a new ‘‘edge’’ on
the right of the earlier edges. By interchanging the role of β and γ, we obtain
three increasing ‘‘left-going’’ sequences (λ0, λ1, λ2, . . . ), (λ′0, λ

′
1, λ
′
2, . . . ), and

(λ′′0, λ
′′
1, λ

′′
2, . . . ). Where a right-going sequence ‘‘reaches’’ the appropriate

left-going one, the meet of the two sequences yields an atom of Equ(A).
Namely, for i ∈ {0, 1, . . . , 8}, at(ai, bi) = ρi ∧ λ′′8−i ∈ S, at(ai+1, bi) = ρ′′i ∧
λ8−i ∈ S, and at(ai, ai+1) = ρ′i ∧ λ′8−i ∈ S. Furthermore, for i ∈ {0, . . . , 7},
at(bi, bi+1) =

(
at(ai+1, bi) ∨ at(ai+1, bi+1)

)
∧ α ∈ S. Hence, for every edge

(x, y) of the graph, at(x, y) ∈ S. Therefore, the following lemma implies
easily that X generates Equ(A).

Lemma 1.3. If 3 ≤ n ∈ N+ = {1, 2, 3, . . . }, A = {a0, a1, . . . , an−1}, and
|A| = n, then {at(ai−1, ai) : i ∈ {1, . . . , n − 1}} ∪ {at(an−1, a0)} generates
Equ(A).

In some form, this easy lemma occurs in several papers; see, e.g., [3,
Lemma 2.2] and [8, Lemma 2.5].

In 1995, the author visited Ivan Chajda at Palacký University in Olo-
mouc. The research plan looked easy: by orienting the edges of the graph
in Figure 1 in some way, we should find a small generating set of Quo(A).
Our first construction was soon developed into a more sophisticated one,
and so the first construction does not occur [1]. However, we need the first
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Figure 2: Right-going and left-going sequences

construction1 here even though [1] contains a stronger result and we have
an even stronger one nowadays.

Figure 3: Generating a quasiorder lattice

Let A = {a0, a1, . . . , a9, b0, b1, . . . , b8} be the 19-element set drawn in
Figure 3, which is quite similar to Figure 1. Some edges are directed by
arrowheads, some others are not. The figure defines a set Y0 = {α, β, γ, δ}
of quasiorders of A by (1.1) with the only modification that we cannot
walk along a directed edge in the opposite direction. Along an undirected
edge, we can walk in both directions. At present, it makes no difference
whether an edge is red and thick or not. For example, (a3, a2), (a3, a4) ∈ α,
(a3, b2), (b2, a3) ∈ γ, but (b4, a4) /∈ β and (a2, a3), (a3, a7) /∈ α. For ε ∈ Y0,

1Its exact details have been lost but the idea of Claim 1.4 is the same.
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denote ε−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ ε} ∈ Quo(A) the inverse of ε. Note that γ
and δ are equivalences, and so γ−1 = γ and δ−1 = δ. Let Y := Y0 ∪ {ε−1 :
ε ∈ Y0} = {α, α−1, β, β−1, γ, δ}.

Claim 1.4. The six-element set Y generates Quo(A).

Outline of the proof. For x, y ∈ A, qu(x, y) denotes the smallest quasiorder
containing (x, y). Let S stand for the sublattice generated by Y . Since
f : Quo(A) → Quo(A) defined by µ 7→ µ−1 is an automorphism of Quo(A)
and Y is f -closed, S is also closed with respect to forming inverses. In
particular, whenever qu(x, y) is in S, then so is qu(y, x); this fact will be
used without further explanation. Let us compute; each containment ‘‘∈ S’’
below follows from the earlier ones and Y ⊆ S:

qu(a0, b0) = β ∧ δ ∈ S, (1.2)

qu(a1, b0) = (α ∨ qu(a0, b0)) ∧ γ ∈ S, by (1.2), (1.3)

qu(a1, a0) = α ∧ (qu(a1, b0) ∨ qu(b0, a0)) ∈ S by (1.3) and (1.2), (1.4)

qu(b1, a1) = (α ∨ qu(b0, a1)) ∧ β ∈ S by (1.3), (1.5)

qu(b1, b0) = α ∧ (qu(b1, a1) ∨ qu(a1, b0)) ∈ S by (1.5) and (1.3), (1.6)

qu(b1, a2) = γ ∧ (qu(b1, a1) ∨ α) ∈ S by (1.5), (1.7)

qu(a1, a2) = α ∧ (qu(a1, b1) ∨ qu(b1, a2)) ∈ S by (1.5) and (1.7), (1.8)

qu(a2, b2) = β ∧ (qu(a2, b1) ∨ α) ∈ S by (1.7), (1.9)

qu(b1, b2) = α ∧ (qu(b1, a2) ∨ qu(a2, b2)) ∈ S by (1.7) and (1.9), (1.10)

qu(a3, b2) = γ ∧ (α ∨ qu(a2, b2)) ∈ S by (1.9), (1.11)

qu(a3, a2) = α ∧ (qu(a3, b2) ∨ qu(b2, a2)) ∈ S by (1.11) and (1.9), (1.12)

qu(b3, a3) = β ∧ (α ∨ qu(b2, a3)) ∈ S by (1.11), (1.13)

qu(b3, b2) = α ∧ (qu(b3, a3) ∨ qu(a3, b2)) ∈ S by (1.13) and (1.11), (1.14)

and so on. Computations (1.2)–(1.14) and the fact that S is closed with
respect to forming inverses show that for each thick and red edge (x, y) of the
graph, qu(x, y) and qu(y, x) are in S. The figure and (1.2)–(1.14) also show
how we can proceed further to the right. Hence, qu(x, y) and qu(y, x) are in
S for every edge (x, y) of the graph. Thus, the straightforward counterpart
of Lemma 1.3 for quasiorder lattices completes the proof of Claim 1.4.

In the proof above, δ was needed only in the first step, (1.2). This step
and the whole proof still work if we omit the dashed curve in Figure 3 and
replace δ by the equivalence at(a0, b0). Now we do not need a left-going
sequence of quasiorders. Hence, and this was a surprise in 1995, we do not
need the figure to end on the right. So A can be {ai : i ∈ N0}∪{bi : i ∈ N0},
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where N0 = {0, 1, 2, . . . }; this was the moment when an infinite base set
came into the picture.

Infinite base sets required new techniques, first for quasiorder lattices, see
[1]. The new techniques were soon adapted to infinite equivalence lattices;
see, e.g., [2]. Later, it appeared that these techniques are useful for finite
equivalence lattices; see [3] and [8]. Due to the results of these two papers, a
connection with cryptography has been discovered; see [3] and, mainly, [4].
This connection and many earlier results on four-element generating sets
motivate Section 2, where a new four-element generating set is constructed.
To summarize our historical remark: In some sense, most papers mentioned
so far and the present one grew from the unpublished proof of Claim 1.4.

Finally, to conclude this section, note that we can obtain a four-element
generating set of Quo(A) for |A| = 19, that is, a stronger result, as follows.
(However, this argument does not show how to step from the class of finite
equivalence and quasiorder lattices to that of the infinite ones.) Going after
[7] and using Figure 1, add a new δ-curve, a directed one, from a1 to a2.
That is, we change δ to δ ∨ qu(a1, a2). By the proof of Claim 1.2; we obtain
all members of Equ(A) from X := {α, β, γ, δ}. Thus, X generates Quo(A)
by (Kulin’s) Lemma 1.1.

2 A new four-element generating set with a

special property

The block count of an equivalence µ ∈ Equ(A) is the number blnum(µ) of
blocks of (the partition corresponding to) µ. We say thatX = {µ1, µ2, µ3, µ4}
is a four-element generating set of Equ(A) with consecutive block counts if
X generates Equ(A) and blnum(µ1+i) = blnum(µ1) + i for i ∈ {1, 2, 3}. We
are going to prove the following theorem.

Theorem 2.1. If the number of elements of a finite set A is six or it is at
least eight, then Equ(A) has a four-element generating set with consecutive
block counts.

Similar properties (namely, ‘‘same block counts’’ and ‘‘the difference be-
tween the block counts ≤ 2’’) have been studied in [5] and [6]; the property
we consider in this section is more difficult to fulfill. Despite some similarities
with [5] and [6] in the approach, the present paper remains self-contained.

Remark 2.2. We know that if |A| < 6, then Equ(A) has no four-element
generating set with consecutive block counts; we guess the same for |A| = 7.
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A pair (µ, ν) of elements of Equ(A) is complementary if µ ∨ ν = 1A, the
top element of Equ(A), and µ ∧ ν = 0A, the bottom element of Equ(A).

Definition 2.3 ([5]). A 7-tuple A = (A;α, β, γ, δ;u, v) is called an eligible
system if A is a nonempty set, {α, β, γ, δ} is a generating set of Equ(A), and
the pairs (α, δ),

(
β, γ ∨ at(u, v)

)
, and

(
β ∨ at(u, v), γ

)
are complementary.

For ρ ⊆ (A′)2, eq ′(ρ) will denote the smallest equivalence of A′ that
includes ρ. For distinct elements x, y ∈ A′, let at′(x, y) := eq ′({(x, y)}).
The lattice operations in Equ(A′) will be denoted by ∨′ and ∧′.

Lemma 2.4. Let A be an eligible system with components denoted as in
Definition 2.3. Assume that u′, v′ /∈ A and u′ 6= v′. Let A′ := A ∪ {u′, v′},
α′ := eq ′(α) ∨′ at′(u, u′), β′ := eq ′(β) ∨′ at′(u, v′), γ′ := eq ′(γ) ∨′ at′(v, v′),
δ′ := eq ′(δ) ∨′ at′(u′, v′). Then A′ := (A′;α′, β′, γ′, δ′;u′, v′) is an eligible
system, too. Furthermore, if Φ := {α, β, γ, δ} is of consecutive block counts,
then so is Φ′ := {α′, β′, γ′, δ′}.

Proof. The situation is visualized in Figure 4, where the blocks of some
elements, all important elements from our perspective, are drawn. The three
blocks drawn by solid lines are blocks of some members of Φ ⊆ Equ(A).
The seven blocks drawn in non-solid line styles (dotted and various kinds
of dashed) are blocks of the equivalences belonging to Φ′ ⊆ Equ(A′). The
figure uses different line styles or distinct colors for the blocks of different
equivalences, but we use the same color for ε ∈ Φ and ε′. Note that the
geometrically large blocks on the left could be singletons and, on the other
hand, u/α := {x : (x, u) ∈ α} and v/γ can be but need not be disjoint. Not
all blocks of all ε and ε′ are drawn for ε ∈ Φ. However, for any x ∈ A and
ε ∈ Φ, if the block x/ε is not drawn, then x/ε = x/ε′. The last sentence of
Lemma 2.4 follows from the trivial fact that blnum(ε′) = 1 + blnum(ε) holds
for every ε ∈ Φ. Applying a lemma from [5] twice (in a ‘‘twisted way’’ and
in a ‘‘straight way’’), we could derive the rest of Lemma 2.4 from [5]. To
keep the paper self-contained, we give a different and direct proof.

The existence of an x ∈ u/β ∧ v/γ would violate the conjunction of
β ∧ (γ ∨ at(u, v)) = 0A and γ ∧ (β ∨ at(u, v)) = 0A —call them the meet
conditions for β and γ— and u 6= v. Thus, u/β and v/γ are disjoint.

By the two paragraphs above, Figure 4 faithfully represents the situa-
tion and contains all the details the proof needs. Hence, it is straightforward
to verify that the three pairs in Definition 2.3 for Equ(A′) are complemen-
tary. Let S and E denote the sublattice generated by Φ′ in Equ(A′) and
the sublattice {µ ∈ Equ(A′) : both u′/µ and v′/µ are singletons}. Then
f : Equ(A)→ E defined by µ 7→ eq ′(µ) is a lattice isomorphism.
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Figure 4: Illustrating the proof of Lemma 2.4

Observe that {u′} is a singleton block of β′ ∨′ γ′. Furthermore, {v′} is a
singleton block of both α′ and δ′ ∧′ (β′ ∨′ γ′). Thus {v′} is a singleton block
of α′ ∨′

(
δ′ ∧′ (β′ ∨′ γ′)

)
. Therefore, with

κ := (β′ ∨′ γ′) ∧′
(
α′ ∨′

(
δ′ ∧′ (β′ ∨′ γ′)

))
,

|u′/κ| = |v′/κ| = 1. Using the fact that ε ⊆ ε′ for all ε ∈ X, the join
condition β ∨ at(u, v) ∨ γ = 1A for β and γ, and (u, v) ∈ β′ ∨′ γ′, we obtain
that A2 ⊆ β′ ∨′ γ′. By the previous two ‘‘⊆’’ inclusions, δ ⊆ δ′ ∧′ (β′ ∨′ γ′).
Using this fact, α ⊆ α′, and the join condition for the complementary pair
(α, δ), we obtain that A2 ⊆ κ. Combining this with |u′/κ| = |v′/κ| = 1,
we have that f(1A) = κ ∈ S. Thus, for all ε ∈ Φ, f(ε) = f(1A) ∧ ε′ ∈ S,
whereby f(Φ) ⊆ S. Since Φ generates Equ(A) and f : Equ(A) → E is an
isomorphism, we obtain that E ⊆ S. In particular, at′(u, v) = f(at(u, v)) ∈
S. As the following equalities are clear by the figure, we obtain further
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elements of S as follows:

at′(v, v′) = (at′(u, v) ∨′ β′) ∧′ γ′ ∈ S, (2.1)

at′(v′, u) = (at′(u, v) ∨ at′(v, v′)) ∧′ β′ ∈ S,
at′(v′, u′) = (at′(v′, u) ∨′ α′) ∧′ δ′ ∈ S, and (2.2)

at′(u′, u) = α′ ∧′ (at′(u′, v′) ∨′ at′(v′, u)) ∈ S. (2.3)

Finally, since E ⊆ S and we have (2.1), (2.2), and (2.3), Lemma 1.3 implies
that S = Equ(A′). This completes the proof of Lemma 2.4.

Lemma 2.5. With A = {1, 2, . . . , 6},

α := eq(12; 3; 45; 6), (2.4)

β := eq(1; 2; 34; 5; 6), (2.5)

γ := eq(13; 24; 56), and (2.6)

δ := eq(146; 235), (2.7)

A = (A;α, β, γ, δ; 4, 6) is an eligible system with consecutive block counts.

Proof. Let Φ := {α, β, γ, δ}, and let S stand for the sublattice generated by
S. The labels above the equality signs will indicate which members of S
imply that the equivalences on the left of these equality signs belong to S.

eq(12; 345; 6)
(2.4,2.5)

= eq(12; 3; 45; 6) ∨ eq(1; 2; 34; 5; 6), (2.8)

eq(1234; 56)
(2.5,2.6)

= eq(1; 2; 34; 5; 6) ∨ eq(13; 24; 56), (2.9)

eq(12; 3; 4; 5; 6)
(2.4,2.9)

= eq(12; 3; 45; 6) ∧ eq(1234; 56), (2.10)

eq(1; 2; 35; 4; 6)
(2.7,2.8)

= eq(146; 235) ∧ eq(12; 345; 6), (2.11)

eq(14; 23; 5; 6)
(2.7,2.9)

= eq(146; 235) ∧ eq(1234; 56), (2.12)

eq(1; 2; 345; 6)
(2.5,2.11)

= eq(1; 2; 34; 5; 6) ∨ eq(1; 2; 35; 4; 6), (2.13)

eq(1356; 24)
(2.6,2.11)

= eq(13; 24; 56) ∨ eq(1; 2; 35; 4; 6), (2.14)

eq(14; 235; 6)
(2.11,2.12)

= eq(1; 2; 35; 4; 6) ∨ eq(14; 23; 5; 6), (2.15)

eq(1; 2; 3; 45; 6)
(2.4,2.13)

= eq(12; 3; 45; 6) ∧ eq(1; 2; 345; 6), (2.16)

eq(16; 2; 35; 4)
(2.7,2.14)

= eq(146; 235) ∧ eq(1356; 24), (2.17)

eq(13; 2456)
(2.6,2.16)

= eq(13; 24; 56) ∨ eq(1; 2; 3; 45; 6), (2.18)

eq(126; 35; 4)
(2.10,2.17)

= eq(12; 3; 4; 5; 6) ∨ eq(16; 2; 35; 4), (2.19)
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eq(145; 23; 6)
(2.12,2.16)

= eq(14; 23; 5; 6) ∨ eq(1; 2; 3; 45; 6), (2.20)

eq(15; 2; 3; 4; 6)
(2.14,2.20)

= eq(1356; 24) ∧ eq(145; 23; 6), (2.21)

eq(1; 26; 3; 4; 5)
(2.18,2.19)

= eq(13; 2456) ∧ eq(126; 35; 4), (2.22)

eq(135; 2; 4; 6)
(2.11,2.21)

= eq(1; 2; 35; 4; 6) ∨ eq(15; 2; 3; 4; 6), (2.23)

eq(14; 2356)
(2.15,2.22)

= eq(14; 235; 6) ∨ eq(1; 26; 3; 4; 5), (2.24)

eq(13; 2; 4; 5; 6)
(2.6,2.23)

= eq(13; 24; 56) ∧ eq(135; 2; 4; 6), (2.25)

eq(1; 2; 3; 4; 56)
(2.6,2.24)

= eq(13; 24; 56) ∧ eq(14; 2356). (2.26)

In particular, at(1, 2) ∈ S by (2.10), at(2, 6) ∈ S by (2.22), at(6, 5) ∈ S
by (2.26), at(5, 4) ∈ S by (2.16), at(4, 3) ∈ S by (2.5), and at(3, 1) ∈ S
by (2.25). Hence, Φ is a generating set by Lemma 1.3. Clearly, Φ is of
consecutive block counts. It is easy to check that the pairs in Definition 2.3
are complementary. Thus, A is an eligible system, proving Lemma 2.5.

The author has created a program package called ‘‘equ2024p’’, available
from his website http://tinyurl.com/g-czedli/. This program package can
also ‘‘prove’’ that Φ generates Equ(A), but verifying the programs is much
more difficult than verifying the proofs of Lemmas 2.5 and (the next) 2.6.

Lemma 2.6. With A = {1, 2, . . . , 9},

α := eq(158; 2; 3; 47; 69), (2.27)

β := eq(1; 23; 4; 56; 78; 9), (2.28)

γ := eq(135; 268; 4; 79), and (2.29)

δ := eq(16; 257; 3489), (2.30)

A = (A;α, β, γ, δ; 1, 4) is an eligible system with consecutive block counts.

The proof of this lemma is similar to but more than three times longer
than the previous proof. As the reader would hardly enjoy such an amount
of technicalities, the proof goes into the Appendix of the extended ver-
sion of the paper; it is available at https://arxiv.org/abs/2410.15328 or
https://doi.org/10.48550/arXiv.2410.15328.

Now, we are in the position to prove our theorem.

Proof of Theorem 2.1. Combine Lemmas 2.4, 2.5, and 2.6.

http://tinyurl.com/g-czedli/
https://arxiv.org/abs/2410.15328
https://doi.org/10.48550/arXiv.2410.15328
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[11] H. Strietz, Über Erzeugendenmengen endlicher Partitionenverbände,
Studia Sci. Math. Hungar., 12 (1977), 1–17. (German)

[12] L. Zádori, Generation of finite partition lattices. In: Lectures in uni-
versal algebra. (Proc. Colloq. Szeged, 1983) Colloq. Math. Soc. János
Bolyai, Vol. 43. Amsterdam: North-Holland, 1986, pp. 573–586.

https://doi.org/10.5486/PMD.2021.9024
https://doi.org/10.30755/NSJOM.16637
https://dx.doi.org/10.14232/actasm-016-056-2
https://doi.org/10.14232/actasm-020-126-7
https://dx.doi.org/10.7151/dmgaa.1248


АЛГЕБРЫ БИНАРНЫХ
ИЗОЛИРУЮЩИХ ФОРМУЛ ДЛЯ
ДЕКАРТОВЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ

ГРАФОВ

Д.Ю. Емельянов∗

Новосибирский государственный технический университет,
просп. Карла Маркса, 20, Новосибирск, 630073;

ИМ СО РАН, проспект ак. Коптюга, 4, 630090, Новосибирск, Россия
e-mail: dima-pavlyk@mail.ru

В работе более обширно описаны алгебры для декартовых произве-
дений графов. Начало исследования и остальные произведения рассмот-
рены в монографии [1].

Определение 1. Декартово произведение или прямое произведение
G×H графов G и H — это граф, такой, что множество вершин графа
G×H — это прямое произведение V (G)× V (H), а любые две вершины
(u, u′) и (v, v′) смежны в G×H тогда и только тогда, когда либо u = v
и u′ смежна с v′ в H, либо u′ = v′ и u смежна с v в G.

В монографии [1] рассмотрены операции умножения графов на реб-
ро. В этой работе мы далее будем исследовать декартово произведение
правильных многоугольников между собой. Начнем с квадрата (четы-
рехугольника), поскольку умножение на симплекс приводит к алгебра-
ическому поглощению, характерному для симплексов [2].

Вспомним, как будут выглядеть алгебры для многоугольников.
Алгебра графа квадрата Q и алгебра для пятиугольника P с мно-

жеством меток ρν(p) = {0, 1, 2} задается следующей таблицей:

∗ 0 1 2
0 {0} {1} {2}
1 {1} {0, 2} {1}
2 {2} {1} {0, 2}

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, про-
ект № 24-21-00096.
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Алгебра графа шестиугольника и алгебра семиугольника будут иметь
множество меток ρν(p) = {0, 1, 2, 3} и задаваться следующей таблицей:

∗ 0 1 2 3
0 {0} {1} {2} {3}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2}
2 {2} {1, 3} {0, 2} {1, 3}
3 {3} {0, 2} {1, 3} {0, 2}

С каждым увеличением диаметра графа увеличивается и количество
меток алгебры. Интересно отметить, что диаметр графа одинаковый для
двух рядомстоящих графов с четным количеством вершин и нечетным.
Например, диаметр для квадрата и пятиугольника одинаковый, далее
для шестиугольника и семиугольника и так далее. Такая же зависимость
диаметра графа наблюдается и в производных от них структурах.

Начнем с умножения квадрата на квадрат, постепенно увеличивая
количество углов.

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф квад-
рата QQ с метками ρν(p) = {0, 1, 2, 3, 4} задается следующей таблицей:

∗ 0 1 2 3 4
0 {0} {1} {2} {3} {4}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3}
2 {2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3} {0, 2, 4}
3 {3} {0, 2, 4} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3}
4 {4} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3} {0, 2, 4}

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф пя-
тиугольника изоморфна QQ

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф ше-
стиугольникаQH с метками ρν(p) = {0, 1, 2, 3, 4, 5} задавается следующей
таблицей:

∗ 0 1 2 3 4 5
0 {0} {1} {2} {3} {4} {5}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4}
2 {2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5}
3 {3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4}
4 {4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5}
5 {5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4}

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф се-
миугольника равна QH.



Алгебры бинарных изолирующих формул 27

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф вось-
миугольника QO с метками ρν(p) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} задается следующей
таблицей:

∗ 0 1 2 3 4 5 6
0 {0} {1} {2} {3} {4} {5} {6}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
2 {2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4}
3 {3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5}
4 {4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4}
5 {5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5}
6 {6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4}

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф де-
вятиугольника равна QO.

Видно, что и тут алгебры идут парами. Это связано с диаметром
полученного графа: для данного умножения равные диаметры графов
дают равные алгебры. Далее буду описывать алгебры парами.

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф де-
сятиугольника и граф одиннадцатиугольника QD с метками ρν(p) =
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} задается следующей таблицей:

∗ 0 1 2 3 4 5 6 7
0 {0} {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6}
2 {2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
3 {3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6}
4 {4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
5 {5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6}
6 {6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
7 {7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6}

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф две-
надцатиугольника и граф тринадцатиугольникаQDod с метками ρν(p) =
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} задается следующей таблицей:
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∗ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 {0} {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8}

1 {1} {0, 2} {1, 3} { 0, 2,
4

} { 1, 3,
5

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6,
8

} { 1, 3,
5, 7

}

2 {2} {1, 3} { 0, 2,
4

} { 1, 3,
5

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6,
8

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

}

3 {3} { 0, 2,
4

} { 1, 3,
5

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6,
8

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

}

4 {4} { 1, 3,
5

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6,
8

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

}

5 {5} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6,
8

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

}

6 {6} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6,
8

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

}

7 {7} { 0, 2,
4, 6,
8

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

}

8 {8} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

} { 1, 3,
5, 7

} { 0, 2,
4, 6

}

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф че-
тырнадцатиугольника и граф пятнадцатиугольника QT с метками
ρν(p) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} задается следующей таблицей:

∗ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 {0} {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8} {9}

1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2,
4}

{1, 3,
5}

{0, 2,
4, 6}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7,
9}

{0, 2,
4, 6,
8}

2 {2} {1, 3} {0, 2,
4}

{1, 3,
5}

{0, 2,
4, 6}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7,
9}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

3 {3} {0, 2,
4}

{1, 3,
5}

{0, 2,
4, 6}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7,
9}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

4 {4} {1, 3,
5}

{0, 2,
4, 6}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7,
9}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

5 {5} {0, 2,
4, 6}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7,
9}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

6 {6} {1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7,
9}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

7 {7} {0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7,
9}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

8 {8} {1, 3,
5, 7,
9}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

9 {9} {0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

{1, 3,
5, 7}

{0, 2,
4, 6,
8}

Опишем полученные алгебры в общем виде. Алгебру для декартового
произведения квадрата на граф многоугольника с диаметром графа n
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обозначим черезQTn. Она будет иметь метки ρν(p) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . ,
n} и задаваться следующей таблицей Кэли:

· 0 1 2 3 4 . . . n

0 {0} {1} {2} {3} {4} {. . . } {n}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {. . . } {F (n)}
2 {2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {. . . } {F (n)}
3 {3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {F (4 + 3)} {. . . } {F (n)}
4 {4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {F (4 + 3)} {F (4 + 4)} {. . . } {F (n)}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n {m} {F (n)} {F (n)} {F (n)} {F (n)} . . . {F (n)}

где F (x) — функция, которая возвращает метки в зависимости от чет-
ности x: если x четная, то получаем все четные метки, начиная с нуля
до x, а если нечетная, то получаем все нечетные метки до x, где x ≤ n.

Далее приведем диаметры графов и метки для алгебр перемножения
квадрата. Используя их, можно получить таблицу, подставив значения
в предыдущую таблицу.

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф шест-
надцатиугольника и граф семнадцатиугольника будет иметь метки
ρν(p) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф во-
семнадцатиугольника и граф девятнадцатиугольника будет иметь метки
ρν(p) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}.

Алгебра для декартового произведения графа квадрата на граф два-
дцатиугольника и граф двадцатиодногоугольника будет иметь метки
ρν(p) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.

Алгебра для произведения графа квадрата на граф девяностоуголь-
ника будет иметь 48 меток.

Алгебра для декартового произведения графа пятиугольника на граф
четырехугольника и граф пятиугольникаPT с метками ρν(p) = {0, 1, 2, 3,
4} задается следующей таблицей:

∗ 0 1 2 3 4
0 {0} {1} {2} {3} {4}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3}
2 {2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3} {0, 2}
3 {3} {0, 2, 4} {1, 3} {0, 2} {1, 3}
4 {4} {1, 3} {0, 2} {1, 3} {0, 2}

Алгебра для декартового произведения графа пятиугольника на граф
шестиугольника и граф семиугольникаPH с метками ρν(p) = {0, 1, 2, 3, 4,
5} задается следующей таблицей:
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∗ 0 1 2 3 4 5
0 {0} {1} {2} {3} {4} {5}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4}
2 {2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3}
3 {3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3} {0, 2, 4}
4 {4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3}
5 {5} {0, 2, 4} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3} {0, 2, 4}

Алгебра для декартового произведения графа пятиугольника на граф
восьмиугольника и граф девятиугольника PO с метками ρν(p) = {0, 1, 2,
3, 4, 5, 6} задается следующей таблицей:

∗ 0 1 2 3 4 5 6
0 {0} {1} {2} {3} {4} {5} {6}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
2 {2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4}
3 {3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5}
4 {4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4}
5 {5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5}
6 {6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4}

Алгебра для декартового произведения графа пятиугольника на граф
десятиугольника и граф одиннадцатиугольника PD с метками ρν(p) =
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} задается следующей таблицей:

∗ 0 1 2 3 4 5 6 7
0 {0} {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6}
2 {2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
3 {3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6}
4 {4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
5 {5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6}
6 {6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
7 {7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6}

Алгебра для декартового произведения графа пятиугольника на граф
многоугольника Pn с диаметром n изоморфна алгебре QTn.

Как видно из таблиц, алгебры с одинаковыми диаметрами графов
будут изоморрфны, и они имеют одинаковые метки.

Лемма 2. Алгебры бинарных изолирующих формул для теории декар-
тового умножения графов многоугольников будут изоморфны, если име-
ют одинаковые метки.

Алгебра для декартового произведения графа шестиугольника на
граф шестиугольника и граф семиугольника HH с метками ρν(p) = {0, 1,
2, 3, 4, 5, 6} задается следующей таблицей:
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∗ 0 1 2 3 4 5 6
0 {0} {1} {2} {3} {4} {5} {6}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
2 {2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4}
3 {3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5}
4 {4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4}
5 {5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5}
6 {6} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4}

Алгебра для декартового произведения графа шестиугольника на
граф шестиугольника и граф семиугольника HH с метками ρν(p) = {0, 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7} задается следующей таблицей:

∗ 0 1 2 3 4 5 6 7
0 {0} {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7}
1 {1} {0, 2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6}
2 {2} {1, 3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
3 {3} {0, 2, 4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6}
4 {4} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
5 {5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6}
6 {6} {1, 3, 5, 7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5}
7 {7} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6} {1, 3, 5} {0, 2, 4, 6}

Алгебра для декартового произведения графа шестиугольника на
граф многоугольника Hn с диаметром n изоморфна алгебре QTn.

На основании полученного описания таблиц Кэли для алгебр бинар-
ных изолирующих формул теорий декартовых умножений справедливы
следующие теоремы.

Теорема 3. Если в результате декартового умножения алгебр би-
нарных изолирующих для n-угольников получается хотя бы один сим-
плекс, то алгебра для результата будет изоморфна алгебре симплексов
[2].

Теорема 4. Если T — теория декартового произведения графов много-
угольников друг на друга, B — алгебра бинарных изолирующих формул
теории T , то алгебра B задается некоторой алгеброй QTn.
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1 Введение
Универсальная алгебра называется подпрямо неразложимой, если

она не разлагается в нетривиальное подпрямое произведение алгебр.
Эти алгебры интересны тем, что согласно теореме Биркгофа [1, теорема
7.3] любая нетривиальная алгебра является подпрямым произведением
подпрямо неразложимых алгебр. Класс алгебр называется аксиомати-
зируемым, если он определяется совокупностью аксиом — замкнутых
формул логики первого порядка. Полигоном над полугруппой S называ-
ется множество X, на котором действует полугруппа S, т.е. определено
отображение X ×S → X, (x, s)→ xs такое, что x(st) = (xs)t при x ∈ X,
s, t ∈ S. Пусть полугруппа S имеет единицу e, тогда полигон X над S
называется унитарным, если xe = x для любого x ∈ X. Нулём полигона
X называется такой элемент θ, что θs = θ при всех s ∈ S. В отличие от
колец и полугрупп полигон может иметь более одного нуля. Более того,
существуют полигоны любой мощности, состоящие целиком из нулей.

Аксиоматизируемость некоторых классов полигонов изучалась в ря-
де работ. В [2] были получены необходимые и достаточные условия ак-
сиоматизируемости классов проективных и плоских полигонов над мо-
ноидом. В [3, теорема 2] были охарактеризованы абелевы группы, над
которыми класс подпрямо неразложимых полигонов аксиоматизируем,
а в [4] была получена характеризация коммутативных моноидов с этим
свойством.

В настоящей работе мы устанавливаем, что для любой полугруппы
S (как конечной, так и бесконечной) и подпрямо неразложимого поли-
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гона X над ней имеет место неравенство |X| ≤ 2|S
1|. Похожее неравен-

ство |X| ≤ 2|R| получено для подпрямо неразложимого модуля X над
бесконечным ассоциативным кольцом R (в случае аксиоматизируемо-
сти класса подпрямо неразложимых модулей). Далее мы устанавливаем,
что класс K подпрямо неразложимых полигонов над полугруппой ли-
бо неаксиоматизируем, либо существует натуральное число n такое, что
|X| ≤ n для любого подпрямо неразложимого полигона X. Рассмотрим
следующее условие на полугруппу S:

(1) Существует натуральное число n такое, что |X| ≤ n для любого
подпрямо неразложимого полигона X.

Это условие равносильно тому, что любой полигон есть подпрямое
произведение полигонов с не более, чем n, элементами. В работе [5]
было доказано, что полугруппа S, удовлетворяющая условию (1), рав-
номерно локально конечна, т.е. существует функция f(k) натурально-
го аргумента такая, что |〈a1, . . . , ak〉| ≤ f(k) для любых a1, . . . , ak ∈
S, где 〈a1, . . . , ak〉 обозначает подполугруппу, порождённую элементами
a1, . . . , ak. В теореме 6 из [6] было показано, что для абелевой группы
S условие (1) равносильно ограниченности группы S, т.е. an = 1 для
некоторого n и всех s ∈ S. Условие (1) позволяет доказать, что если S —
группа (необязательно коммутативная), то класс K аксиоматизируем в
том и только том случае, когда S конечна. Это обобщает упомянутый
ранее результат из [3]. Отметим, что для полугрупп, не являющихся
группами, данное утверждение верно лишь в одну сторону, а именно,
над конечной полугруппой класс K подпрямо неразложимых полигонов
аксиоматизируем (даже конечно аксиоматизируем), но этот класс мо-
жет быть аксиоматизируем и для некоторых бесконечных полугрупп.
Первое утверждение можно доказать на основе теоремы 4.2 из [10] (см.
также [13]), а второе получается следующим образом. По теореме 1 из
[12] над полурешёткой (т.е. коммутативной полугруппой идемпотентов)
подпрямо неразложимые полигоны — это в точности полигоны X та-
кие, что |X| ≤ 2, а значит, класс K аксиоматизируем, в то же время
полурешётки могут иметь любую мощность.

Основные сведения из универсальной алгебры можно найти в [1],
теории полугрупп — в [7], теории групп – в [8], теории полигонов — в
[9, 10], математической логики — в [11].

2 Предварительные рассмотрения

Для универсальной алгебры A обозначим через ConA решётку её
конгруэнций. Хорошо известно, что ConA — полная решётка с наимень-
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шим элементом ∆ = {(a, a)|a ∈ A} (отношение равенства). Алгебру A
назовём нетривиальной, если |A| > 1, конгруэнция ρ ∈ ConA нетриви-
альна, если ρ 6= ∆. Нетрудно проверить, что нетривиальная алгебра A
подпрямо неразложима тогда и только тогда, когда она имеет наимень-
шую нетривиальную конгруэнцию. О подпрямо неразложимых полиго-
нах над полугруппами можно прочитать в [10, §4.1]. В случае модуля
над кольцом существует очевидный изоморфизм решётки конгруэнций
и решётки подмодулей, поэтому ненулевой модуль подпрямо неразло-
жим в том и только том случае, если он имеет наименьший ненулевой
подмодуль.

Для полугруппы S обозначим через S1 полугруппу, полученную при-
соединением к полугруппе S внешним образом единицы: S1 = S ∪ {1}.
Это определение не совпадает с общепринятым, в котором единица при-
соединяется к S, только если в S нет единицы. Мы же присоединяем
единицу 1 6∈ S в любом случае, даже если в S уже была единица. Поли-
гон X над S можно сделать полигоном над S1, если положить x · 1 = x
для всех x ∈ X. Этот полигон унитарный. Кроме того, как нетрудно
проверить, у полигона XS (над S) и полигона XS1 (над S1) одни и те
же конгруэнции, поэтому XS подпрямо неразложим, если и только если
XS1 подпрямо неразложим.

Аналогичную операцию — присоединение единицы можно проделать
для колец. Действительно, пусть R — кольцо. На абелевой группе Z⊕R
определим умножение по формуле

(n, r) · (n′, r′) = (nn′, nr′ + n′r + rr′). (2)

Если кольцо R конечно, то nR = 0 при некотором n, и мы определим
умножение на группе Zn ⊕ R по той же формуле (2). В обоих случаях
мы получим кольцо с единицей, которое содержит кольцо R в качестве
подкольца. Обозначим полученное кольцо с умножением (2) через R1.
Если кольцо R ассоциативно, то R1 тоже ассоциативно. Всякий модуль
X над кольцом R будет являться модулем над кольцом R1, если поло-
жить x · (n, r) = nx + xr для x ∈ X, (n, r) ∈ R1. Нетрудно проверить,
что у модулей XR (над R) и XR1 (над R1) одни и те же подмодули,
поэтому XR подпрямо неразложим, если и только если XR1 подпрямо
неразложим.

Полигон X над полугруппой S является унарной алгеброй, т.е. ал-
геброй, все операции которой унарны: для каждого s ∈ S отображение
ϕs : X → X, x → xs и является той самой унарной операцией. Таким
образом, полигон является универсальной алгеброй, сигнатуру которой
можно отождествить с полугруппой S. Отсюда следует, что в категории
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всех полигонов над фиксированной полугруппой существуют прямые
произведения и копроизведения. Нетрудно проверить, что копроизведе-
нием семейства полигонов {Xi|i ∈ I} является их дизъюнктное объеди-
нение, т.е. их объединение, если они попарно не пересекаются (если они
имеют пересечения, берём попарно не пересекающиеся их изоморфные
копии). Копроизведение будем обозначать следующим образом:

∐
i∈I Xi.

Со всяким полигоном X можно связать граф, считая X множеством
вершин, а пары (x, xs) (x ∈ X, s ∈ S) — рёбрами. Полигон называется
связным, если соответствующий граф связен. Очевидно, каждый поли-
гон является копроизведением своих связных подполигонов (компонент
связности).

3 Полигоны над группами

Пусть G — группа, H — её подгруппа, необязательно нормальная.
Через G/H обозначим множество правых смежных классов Hg (g ∈ G).
Оно является полигоном над группой G, если положить Hg · g′ = Hgg′.
Полигон G/H унитарный и циклический (т.е. порождается одним эле-
ментом). Более того, этот полигон простой (т.е. не имеет подполиго-
нов, отличных от него самого), поэтому он порождается любым своим
элементом. Нетрудно показать, что верно и обратное, т.е. любой уни-
тарный циклический полигон над группой G изоморфен полигону G/H
для некоторой подгруппы H. Далее, хорошо известно, что при действии
группы G с единицей e на множестве X, если действие унитарно (т.е.
xe = x при всех x ∈ X), то множество X распадается на попарно не
пересекающиеся орбиты. На языке полигонов этот факт и предыду-
щее утверждение можно сформулировать так: унитарные полигоны над
группой G — это в точности полигоны вида

∐
i∈I G/Hi, где {Hi|i ∈ I} —

семейство подгрупп группы G.
Подпрямо неразложимые полигоны над группой были охарактеризо-

ваны в работе [5]. Приведём эту характеризацию.

Теорема 1. [5, теорема 6]. Нетривиальный полигон X над группой
G подпрямо неразложим в том и только том случае, если выполнено
одно из следующих условий:

(i) X = {x, θ} и xG = θG = {θ};
(ii) X ∼= G/H для некоторой подгруппы H такой, что существует

наименьшая подгруппа H ′ ⊃ H;
(iii) X ∼= G/H t {θ}, где θ — нуль, а G/H удовлетворяет требова-

ниям из (ii).
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В этой теореме полигон с условием (i) неунитарный, а (ii) и (iii) —
унитарные. В условии (ii) полигон связный, а в (iii) несвязный.

4 Ограниченность мощности подпрямо
неразложимых объектов

Докажем утверждения об ограниченности сверху мощностей подпря-
мо неразложимых полигонов, модулей.

Теорема 2. Для любой полугруппы S и подпрямо неразложимого по-
лигона X над S имеет место неравенство |X| ≤ 2|S

1|.

Доказательство. Пусть X подпрямо неразложим, тогда существу-
ет ρ — наименьшая нетривиальная конгруэнция на X. Пусть a 6= b —
произвольные элементы X, удовлетворяющие условию aρb. Для произ-
вольного x ∈ X рассмотрим множество Ax = {s ∈ S1 | xs = a}. Опре-
делим бинарное отношение ∼ следующим образом: x ∼ y ⇐⇒ Ax = Ay.
Очевидно, что ∼ — отношение эквивалетности. Пусть x ∼ y ∈ X и
t ∈ S1. Тогда Axt = {s ∈ S1 | xts = a} = {s ∈ S1 | ts ∈ Ax} = {s ∈
S1 | ts ∈ Ay} = {s ∈ S1 | yts = a} = Ayt, а значит xt ∼ yt, то есть
∼ — конгруэнция. Заметим, что 1 ∈ Aa, но 1 /∈ Ab, то есть a � b. Од-
нако любая нетривиальная конгруэнция должна содержать ρ, а значит
a и b должны быть эквивалентны, то есть ∼= ∆. Рассмотрим отобра-
жение f : X 7→ 2S

1 , ставящее каждому x ∈ X в соответствие Ax. Из
доказанного выше следует, что f — инъекция, а значит |X| 6 |2S1|.

Теорема 3. Пусть R — ассоциативное кольцо, X — подпрямо нераз-
ложимый правый R-модуль, m = max{|R|,ℵ0}. Тогда |X| ≤ 2m.

Доказательство. Утверждение очевидно при X = 0. Далее счита-
ем, что X 6= 0. Так как X — подпрямо неразложимый R-модуль, то
X как модуль над кольцом R1 тоже подпрямо неразложим. Очевидно,
|R1| ≤ m. Пусть K — ядро полигона X, т.е. наименьший ненулевой под-
полигон. Так как любой ненулевой подмодуль модуля X содержит K, то
X — существенное расширение полигона K. Следовательно, мы можем
считать, что X ⊆ E(K), где E(K) — инъективная оболочка модуля K.
Так как K — простой полигон, то K = aR1 для любого ненулевого эле-
мента a ∈ K. Следовательно, |K| ≤ |R1| ≤ m. РассмотримK как абелеву
группу относительно сложения и вложим её в делимую абелеву группу
D, при этом можно считать, что |D| ≤ m. Тогда E(K) ⊆ HomZ(K,D)
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(см. п. 57.8 в [15]). Отсюда следует, что |E(K)| ≤ |D||K| ≤ mm = 2m.
Таким образом, |X| ≤ 2m. �

Более сильное условие на порядки подпрямо неразложимых полиго-
нов получатся, если потребовать аксиоматизируемость.

Предложение 4. Пусть S — полугруппа. Если класс K подпрямо нераз-
ложимых полигонов над S аксиоматизируем, то существует нату-
ральное число n такое, что |X| ≤ n для любого подпрямо неразложи-
мого полигона X ∈ K.

Доказательство. Предположим, что класс K аксиоматизируем. Ес-
ли он содержит бесконечный полигон мощности p, то по теореме Лё-
венгейма – Скулема – Тарского (см. [14, следствие 2.1.6]) существуют
подпрямо неразложимые полигоны любой мощности ≥ p. Однако, это
противоречит теореме 1. Значит, всякий подпрямо неразложимый по-
лигон конечен. Если существуют сколь угодно большие по количеству
элементов конечные полигоны из K, то в K есть бесконечный полигон,
что невозможно. �

5 Доказательство конечности группы
Всюду далее G будет обозначать группу с единицей e. Аксиомати-

зируемость того или иного класса полигонов мы понимаем как наличие
совокупности формул логики первого порядка в сигнатуре 〈·,=〉, опре-
деляющей этот класс.

Рассмотрим следующие классы полигонов над группой G:
K — класс всех подпрямо неразложимых полигонов;
K′ — класс всех унитарных подпрямо неразложимых полигонов;
K′′ — класс всех унитарных несвязных подпрямо неразложимых по-

лигонов.

Лемма 5. Если класс K аксиоматизируем, то класс K′ также аксио-
матизируем.

Доказательство. Достаточно к формулам, определяющим K, доба-
вить формулу ∀x xe = x.

Чтобы аксиоматизировать класс K′′, расширим сигнатуру, добавив
константный символ θ. �

Лемма 6. Если класс K′ аксиоматизируем в сигнатуре 〈·,=〉, то класс
K′′ аксиоматизируем в сигнатуре 〈·,=, θ〉.
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Доказательство. По теореме 1 несвязные унитарные подпрямо нераз-
ложимые полигоны над группой — это в точности такие полигоны из K′,
которые имеют нуль и содержат не менее двух элементов. Таким обра-
зом, к формулам, определяющим класс K′, достаточно добавить форму-
лу ∃x∃y x 6= y и совокупность формул θg = θ для всех g ∈ G. �

Согласно предложению 5, если класс подпрямо неразложимых поли-
гонов аксиоматизируем, то |X| ≤ n для некоторого натурального числа
n и всех X ∈ K. Пусть n = max{|X| : X ∈ K}. Для каждого m такого,
что 2 ≤ m ≤ n − 1. Обозначим через K′′m класс всех полигонов порядка
m+1 из класса K′′. Разобьём класс K′′m на классы изоморфных друг дру-
гу полигонов и обозначим через Γ множество этих классов. Возьмём по
одному представителю из каждого такого класса. Получим множество
{Xγ|γ ∈ Γ}.

Для группыG и натурального числаm рассмотрим неупорядоченные
наборы g = (g1, . . . , gm) элементов из G. Пусть G — множество всех
наборов. Введём в рассмотрение формулу

ϕg ≡ ∃x
∧

1≤i<j≤m

xgi 6= xgj.

Следующая лемма является видоизменением леммы 3 из [3] примени-
тельно к нашей ситуации. Мы пишем A |= ϕ, если на модели A истинна
замкнутая формула ϕ логики первого поорядка.

Лемма 7. Пусть G — группа такая, что класс K всех подпрямо нераз-
ложимых полигонов над G, n = max{|X| : X ∈ K} и 2 ≤ m ≤ n − 1.
Тогда существует конечное множество наборов g(1), . . . , g(t) ∈ G та-
кое, что во всех полигонах из K′′m истинна формула

ψm ≡ ϕg(1) ∨ . . . ∨ ϕg(t) . (3)

Доказательство. Для каждого набора g пусть Γg = {γ ∈ Γ|Xγ |= ϕg}
и D = {Γ \ Γg|g ∈ G}. Далее ситуация разбивается на два случая.

1-й случай: D — центрированная система, т.е. пересечение любой ко-
нечной совокупности элементов из D непусто. Тогда существует ультра-
фильтр U ⊇ D. Пусть Y =

∏U
γ∈ΓXγ — ультрапроизведение полигонов

Xγ по ультрафильтру U . Так как |Xγ| = m + 1 для каждого γ ∈ Γ, то
по теореме Лося [11, §17, теорема 1] |Y | = m + 1. Так как класс K′′m
аксиоматизируем и каждый входящий в него полигон имеет нуль, то по
теореме Лося, лемме 7 и теореме 1 Y ∼= G/Ht{0}, где G/H — подпрямо
неразложимый полигон такой, что |G/H| = m. Пусть g1, . . . , gm — пред-
ставители правых смежных классов группы G по подгруппе H. Тогда
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Hg1, . . . , Hgm — различные элементы из Y , поэтому на Y истинна фор-
мула ϕg для g = (g1, . . . , gn). Тогда по теореме Лося {γ|Xγ |= ϕg} ∈ U ,
т.е. Γg ∈ U . Но Γ\Γg ∈ D ⊆ U . Это противоречит тому, что U — фильтр.

2-й случай: D не является центрированной системой. Тогда

(Γ \ Γg(1)) ∩ . . . ∩ (Γ \ Γg(t)) = ∅

при некоторых g(1), . . . , g(t) ∈ G. Следовательно,

t⋃
i=1

Γg(i) = Γ. (4)

Возьмём любой полигон X ∈ K′′m. Тогда X ∼= Xγ при некотором γ ∈ Γ.
Из (4) следует, что γ ∈ Γg(i) при некотором i ≤ t. Поэтому на Xγ истинна
формула ϕg(i) . Таким образом, на Xγ истинна формула

ϕg(1) ∨ . . . ϕg(t) .

�
Теперь мы можем доказать конечность группы G, над которой класс

K аксиоматизируем. Доказательство будет во многом следовать доказа-
тельству теоремы 2 из [3].

Теорема 8. Пусть G — группа. Тогда класс K всех подпрямо неразло-
жимых полигонов над G аксиоматизируем в том и только том случае,
если G конечна.

Доказательство. Мы можем доказывать лишь необходимость, так
как доказательство достаточности схематически изложено во введении.
Предположим, что группа G бесконечна, а класс K аксиоматизируем.
Приведём это предположение к противоречию.

Согласно предложению 5 все X ∈ K конечны и их порядки ограни-
чены сверху одним и тем же натуральным числом. Пусть n = max{|X| :
X ∈ K}.

По лемме 8 на каждом из полигонов X ∈ K′′m истинна формула
ψm (см. (3)). Для каждого m такого, что 2 ≤ m ≤ n − 1, мы име-
ем: ψm ≡ ϕg(1) ∨ . . . ϕg(tm) . Положим Tm = {g(j)

i |i ≤ m, j ≤ tm} и
T =

⋃m−1
m=2 Tm. Ясно, что T — конечное подмножество группы G. Оно

порождает подгруппу F = 〈T 〉, которая конечна по теореме 9 из [5].
Так как группа G бесконечна, то F 6= G. Возьмём любое g ∈ G \ F . По
лемме Цорна существует подгруппа H группы G, максимальная относи-
тельно условий H ⊇ F и H 63 g. Так как H максимальна, то подгруппа
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H ′ = 〈H, g〉, порождённая группой H и элементом g, содержится в лю-
бой подгруппе H1 такой, что H1 ⊃ H. Значит, по теореме 6 из [5] полигон
G/H подпрямо неразложим. Тогда полигон X = G/H t {0} тоже под-
прямо неразложим, причём m = |G/H| ≤ n− 1.

Равенство m = 1 невозможно, так как оно приводит к равенству
G = H, что противоречит соотношению g 6∈ H. Таким образом, m ≥ 2.

По лемме 8 наX истинна формула ψm, а значит, существует x ∈ X та-
кое, что элементы xg1, . . . , xgm различны для некоторых g1, . . . , gm ∈ Tm.
Так как m ≥ 2, то x 6= 0, поэтому x ∈ G/H, т.е. x = Ha при некотором
a ∈ G. Итак, Hag1, . . . , Hagm — различные смежные классы, поэтому
a−1Hag1, . . . , a

−1Hagm также различны. Так как подгруппа H имеет ин-
декс m, то сопряжённая с ней подгруппа a−1Ha тоже имеет индекс m.
Следовательно, G =

⋃m
i=1 a

−1Hagi. Но тогда также G =
⋃m
i=1Hagi. Так

как g1, . . . , gm ∈ Tm, то g1, . . . , gm ∈ F . Следовательно, G = HaF . Но
F ⊆ H, поэтому G = HaH. Отсюда e = h1ah2 при некоторых h1, h2 ∈ H.
Это означает, что a ∈ H, поэтому G = H. Мы снова получили проти-
воречие с тем, что g 6∈ H.Полученное противоречие завершает доказа-
тельство теоремы. �

Список литературы
[1] P.M. Cohn, Universal algebra. Harper & Row, 1965, xv + 333 pp. [П.

Кон. Универсальная алгебра. М., Мир, 1968, 353 с.]

[2] V. Gould, Axiomatisability problems for S-systems // J. London Math.
Soc., 1987, v. 35, pp. 193–201.

[3] A.A. Stepanova, D.O. Ptakhov, Axiomatizability of the class of
subdirectly irreducible acts over an Abelian group // Algebra and Logic,
59:5 (2020), 395—403. [А.А. Степанова, Д.О. Птахов, Аксиоматизи-
руемость класса подпрямо неразложимых полигонов над абелевой
группой // Алгебра и логика, 59:5 (2020), 582—593.]

[4] A.A. Stepanova, E.L. Efremov, Axiomatizability of the class of
subdirectly irreducible S-acts over a commutative monoid // Algebra
and Logic, 2024, v. 62, pp. 179—200. [А.А. Степанова, Е.Л. Ефремов.
Аксиоматизируемость класса подпрямо неразложимых полигонов
над коммутативным моноидом // Алгебра и логика, 62:2 (2023),
266—296.]

[5] I.B. Kozhukhov, A.R. Khaliullina, Semigroups with finitely
approximated finite acts // Yakutian Math. J., 2014, v. 21, no.
3(83), pp. 52–57. [И.Б. Кожухов, А.Р. Халиуллина. Полугруппы



Аксиоматизируемость класса полигонов 41

с финитно аппроксимируемыми полигонами // Матем. заметки
СВФУ, 2014, т. 21, № 3 (83), с. 60–67.]

[6] I.B. Kozhukhov, A.V. Tsarev, Abelian groups with finitely
approximated acts // J. Math. Sci., 2021, v. 259, pp. 438–443.
[И.Б. Кожухов, А.В. Царёв, Абелевы группы с финитно аппрок-
симируемыми полигонами // Фундамент. и прикл. матем., 22:5
(2019), 81—89.]

[7] A.H. Clifford, G.B. Preston, The algebraic theory of semigroups. Vol.
1 and vol. 2. - Providence, American mathematical Society, 1961 and
1967 (Mathematical Surveys, 7). [А. Клиффорд, Г. Престон. Алгеб-
раическая теория полугрупп: М., Мир, 1972, т. 1, 2, 286 + 432 pp.]

[8] A.G. Kurosh, The theory of groups v. 1,2, Chelsea, N.-Y., 1955. 272
pp.; 308 pp. [А.Г. Курош. Теория групп. Мир, М., 1967, 648 с.]

[9] M. Kilp, U. Knauer, A.V. Mikhalev, Monoids, acts and categories. N.Y.
– Berlin, W. de Gruyter, 2000, xvii + 529 pp.

[10] I.B. Kozhukhov, A.V. Mikhalev, Acts over semigroups // J. Math. Sci.,
2023, v. 269, pp. 362-401. [И.Б. Кожухов, А.В. Михалёв, Полигоны
над полугруппами // Фундамент. и прикл. матем., 23:3 (2020), 141—
199.]

[11] Yu.L. Ershov, E.A. Palyutin, Mathematical logic. Revised English
translation by Shokurov Vladimir of the preceding. Mir Publishers,
Moscow, 1984, 303 pp. - Volume 51 Issue 3 - Elliott Mendelson. [Ю.Л.
Ершов, Е.А. Палютин. Математическая логика. М., Наука, 1987,
336 с.]

[12] I.B. Kozhukhov, One characteristical property of semilattices //
Commun. Algebra, 1997, v. 25, N 8, pp. 2569–2577.

[13] D.S. Khramchenok, On the axiomatizability of some classes of acts over
semigroups // Mosc. Univ. Math. Bull. Univ. Ser. 1. Mat. Mekh., 2024
(in press). [Д.С. Храмченок, Об аксиоматизируемости некоторых
классов полигонов над полугруппами // Вестн. Моск. Ун-та. Сер
1. Математика, механика (в печати)]

[14] C.C. Chang, H.J. Keisler, Model theory. Studies in Logic and
Foundations of Mathematics, 1973. [Г. Кейслер, Ч.Ч. Чен. Теория
моделей. Мир, М., 1977, 614 с.]

[15] C.W. Curtis, I. Reiner, Representation theory of finite groups and
associative algebras. AMS, 1966, 689 pp. [Ч. Кэртис, И. Райнер. Тео-
рия представлений конечных групп и ассоциативных алгебр. М. На-
ука, 1969. 668 с.]



ON
PSEUDO-STRONGLY-MINIMAL

FORMULAE, STRUCTURES
AND THEORIES

B.Sh. Kulpeshov, In.I. Pavlyuk, S.V. Sudoplatov∗

Institute of Mathematics and Mathematical Modeling,
125, Pushkin street, Almaty, 050010, Kazakhstan;

Kazakh British Technical University,
59, Tole Bi street, Almaty 050000, Kazakhstan;

Novosibirsk State Technical University,
20, K.Marx avenue, Novosibirsk, 630073, Russia;

Sobolev Institute of Mathematics,
4, Acad. Koptyug avenue, Novosibirsk, 630090, Russia

e-mail: kulpesh@mail.ru, pavlyuk@corp.nstu.ru, sudoplat@math.nsc.ru

In a series of papers various approximations of infinite structures by finite
ones, i.e. pseudofiniteness are studied [1, 2, 3, 4] including finite approxima-
tions of strongly minimal structures [5].

We continue to study possibilities of approximations of theories with re-
spect to given families of theories [6, 7, 8]. At the present paper we consider
and describe some possibilities of approximations by strongly minimal struc-
tures and theories. Some kinds of approximating formulae in this case are
described, too.

For theories of signatures Σ1 without non-trivial definable n-ary relations,
for n > 1, we prove a trichotomy theorem according to which each such
theory either belongs to the class of theories with finite models, or belongs
to the class of strongly minimal theories, or belongs to the class of pseudo-
strongly-minimal theories. The last two cases are united by the class of
pseudofinite theories. That trichotomy shows that each signature with unary
predicates has a pseudo-strongly-minimal theory. It confirms that the class
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of pseudo-strongly-minimal theories starts by signatures with at least one
n-ary predicate or function, for n ≥ 1.

1 Pseudo-strongly-minimal formulae

and their properties

In this section, we define the notion of pseudo-strongly-minimal formula
as an approximating formula [7] of special form, and consider some properties
of these formulae.

Throughout we consider complete elementary theories of a signature Σ,
where that signature for a family T of theories is denoted by Σ(T ).

We denote by TΣ the family of all complete theories in a signature Σ.

As usual F (Σ) collects the set of all formulae of the signature Σ, and
Sent(Σ) denotes the set of all sentences of the signature Σ.

Recall [9] that a theory T without finite models is called strongly minimal
if for any model M |= T and any its formula ϕ(x, a), with parameters a,
either ϕ(M, a) or ¬ϕ(M, a) is finite. Models of a strongly minimal theory
are strongly minimal, too.

We denote by T sm
Σ the set of all strongly minimal theories in the signa-

ture Σ.

The following definition modifies the definition of pseudo-countably-ca-
tegorical formula [8].

Definition. For the family T sm
Σ , a formula ϕ = ϕ(x) is called pseudo-

strongly-minimal, if ϕ is satisfied in a model of an accumulation point T of
the family T sm

Σ , which is not strongly minimal. Here, following [6], we con-
sider accumulation points for a family T of theories under neighbourhoods
Tϕ = {T0 ∈ T | ϕ ∈ T0} for sentences ϕ.

When considered independently, the formula ϕ is called pseudo-strongly-
minimal, if it is pseudo-strongly-minimal with respect to a suitable signature
Σ ⊇ Σ(ϕ).

The set of pseudo-strongly-minimal formulae of the signature Σ is de-
noted by PSMF(Σ), and the set PSMF(Σ)∩ Sent(Σ) of all pseudo-strongly-
minimal sentences of the signature Σ is denoted by PSMS(Σ).

As the following remarks show the behavior of pseudo-strongly minimal
formulae is similar to pseudo-countably categorical ones [8].

Remark 1.1. By definition, any pseudo-strongly-minimal formula refers
both to strongly minimal theories, and due to approximation there are in-
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finitely many such theories, and to theories that are not strongly minimal,
but cannot be separated from strongly minimal theories by any sentences.

Since restrictions of strongly minimal theories are strongly minimal, too,
it does not depend what a strongly minimal expansion of a strongly minimal
structure, satisfying a given pseudo-strongly-minimal formula, is considered.

At the same time the considered signature is essential for approximations
of accumulation points. For instance, the formula x ≈ x is satisfied in
any strongly minimal structure, in particular, in an infinite structure of the
empty signature, which can not produce accumulation points, whereas it is
pseudo-strongly-minimal for the signature Σ1 of unary predicate P , where
P divides universes of structures into two parts such that one of them is
unboundedly finite in models of theories in T sm

Σ1
. In fact, in such a case, there

is unique accumulation point T ∗ outside T sm
Σ1

: the theory with infinite and
co-infinite predicate P . The formulae P (x), ¬P (x), ∃xP (x), ∃x¬P (x) are
pseudo-strongly-minimal that is witnessed by T ∗, and the formulae ∀xP (x)
and ∀x¬P (x) are pseudo-strongly-minimal but with respect to a extended
signature, for instance, by new unary predicate P ′.

We observe for the signature Σ = {f (1)} that the sentence

ϕnf = ∀y∃=nxf(x) ≈ y ∧ ∀x¬x ≈ f(x)

belongs to the set PSMS(Σ) since models for ϕnf can have infinitely many
cycles of different lengths.

As any consistent formula of an arbitrary theory in the family T sm
Σ has

an infinite model then the formulae that are satisfiable only in finite models
do not belong to the set PSMF(Σ).

Remark 1.2. By the definition for any signature Σ, the sets PSMF(Σ)
and PSMS(Σ) are closed under `-deducibility and under sentences ψ, pre-
serving or extending nonempty neighbourhoods (T sm

Σ )ϕ = {T ∈ T sm
Σ | ϕ ∈

T} after replacement of ϕ by ψ. Thus pseudo-strongly-minimal sentences
form equivalence classes with respect to the equality of neighbourhoods,
which are divided by the equivalence classes of mutual deducibility.

In view of Remark 1.2 the sets PSMF(Σ) and PSMS(Σ) are supplied by
the operations ∨ of disjunction and the following proposition holds:

Proposition 1.3. Structures 〈PCCF(Σ);∨〉 and 〈PCCS(Σ);∨〉 are up-
per semilattices.

Remark 1.4. Each semilattice in Proposition 1.3 admits the operation
∧ of conjunction only for restrictions to the set of formulae of a fixed theory
which is an accumulation point for the class of strongly minimal theories and
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these restrictions form distributive lattices. thus pseudo-strongly-minimal
formulae are closed under disjunctions and some conjunctions.

Remark 1.5. It is easy to see that consistent quantifier free formu-
lae have strongly minimal models, and, as in Remark 1.1, become pseudo-
strongly-minimal. It means that any consistent ∃-formula, i.e. a consis-
tent formula of the form ∃x1 . . . ∃xkϕ, where ϕ is a quantifier free formula,
is pseudo-strongly-minimal with respect to a suitable signature. For ∀-
formulae, i.e. formulae of the form ∀x1 . . . ∀xkϕ, where ϕ is quantifier free,
that property does not hold, since, for instance, the formula ∀x∀y x ≈ y
does not have infinite models. This formula shows that some formulae, for
example, the formula ¬∀x∀y x ≈ y does not preserve the pseudo-strongly-
minimality when hanging a negation. At the same time, as noticed for
quantifier free formulae, handing negations for these formulae preserves the
pseudo-strongly-minimality.

2 Pseudo-strongly-minimal structures

and theories

Definition. An elementary theory T of an infinite structure M which
is not strongly minimal is called pseudo-strongly-minimal, if any sentence
true inM has a strongly minimal N . In this case, the models N are called
approximations of the model M, and the model M itself is called pseudo-
strongly-minimal.

We notice that by the definition any pseudo-strongly-minimal theory T
of a signature Σ consists of pseudo-strongly-minimal sentences belonging to
theories in the set T sm

Σ .

We denote by Σ1 an arbitrary signature consisting of constant symbols
ci, i ∈ I, as well as 0-ary and unary predicate symbols Pj, j ∈ J .

We argue to show that any theory T of a signature Σ1 either has only
finite models, or it is strongly minimal, or pseudo-strongly-minimal.

Indeed, it is known [10] that formulae of any signature Σ1 are repre-
sented by Boolean combinations of formulae describing numbers of elements
in intersections of literas P δ of unary predicates P , belonging of constants
to these intersections, equalities and inequalities of constants, and satisfia-
bility and unsatisfiability of zero-ary predicates. Here the structure of the
signature Σ1 is strongly minimal iff each each conjunction of literas P δi

i (x)
has finitely many or cofinitely many solutions.
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Now we approximate infinite and co-infinite conjunctions of literas in-
creasing their finite cardinalities. For instance, if for all P δ0

0 (x) ∧ P δ1
1 (x),

δ0, δ1 ∈ {0, 1}, their sets of solutions are infinite, we choose some infinite

P δ0
0 ∩ P δ1

1 and approximate other P
δ′0
0 ∩ P

δ′1
1 by finite ones. In general case,

we choose some infinite definable part P δ0
i0
∩ P δ1

i1
∩ . . . ∩ P δk

ik
and, in ap-

proximations for other definable parts, either fix cardinalities if these parts
are finite in the required structure, or increase their cardinalities, otherwise.
Since each approximation is strongly minimal, we have the following:

Theorem 2.1. Any theory T of a signature Σ1 is pseudo-strongly-
minimal iff T does not have finite models and it is not strongly minimal.

Recall [1, 2, 3, 4] that an infinite structureM is said to be pseudofinite if
any sentence, true inM, has a finite model. If T = Th(M) for a pseudofinite
structure M then the theory T is said to be pseudofinite, too.

Remark 2.2. The construction for the proof of Theorem 2.1 and pos-
sibilities for approximations of infinite accumulation pointsM in the signa-
tures Σ1, see [8], give both their approximations by finite structures, and, if
M is not countably categorical, then by countably categorical ones. Hence,
any pseudo-strongly-minimal structure of a signature Σ1 is pseudofinite, too,
and it is pseudo-countably categorical, if it has infinitely many 1-types over
the empty set.

Thus, for theories of signatures Σ1, there is a trichotomy according to
which each such theory either belongs to the class of theories with finite
models, or belongs to the class of strongly minimal theories, or belongs to
the class of pseudo-strongly-minimal theories. The last two cases are united
by the class of pseudofinite theories.
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1 Введение

Предгеометрия и геометрия различных математических структур
остаются важными объектами исследований в области математической
логики и теории моделей. В 1970-х и 1980-х годах исследователи начали
активно изучать предгеометрии и геометрии для классов o-минимальных
и ω-стабильных структур. Значительный вклад в развитие этой области
внесли работы Б.И. Зильбера [20, 21, 22], Г. Черлина, Л. Харрингтона,
А. Лахлана [4] и А. Пилая [16]. В частности, в 1970-х годах Б.И. Зиль-
бер сформулировал гипотезы о несчетно категоричных теориях, среди
которых ключевой была гипотеза о возможности классификации таких
теорий с точностью до биинтерпретируемости. В 1986 году А. Пилай
[16] показал, что если o-минимальная теория является модулярной, то
выполняется слабое исключение мнимых чисел. В сильно минимальном
случае также известно, что при модулярности выполняется геометриче-
ское исключение мнимых чисел [15].

В последующие годы исследования предгеометрий продолжились. В
1996 году Э. Хрушовский [9] предложил оригинальную конструкцию
сильно минимальной структуры, не являющейся локально модулярной и
для которой невозможно проинтерпретировать бесконечную группу. Эти
работы стали основой для дальнейших исследований, направленных на

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, про-
ект № 24-21-00096.
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классификацию и описание предгеометрий различных объектов [1, 2, 3],
таких как матроиды Вамоса [14].

Поэтому возникают естественные вопросы о классификации пред-
геометрий и геометрий для различных значимых классов структур и их
теорий.

Современные учёные используют композиции структур, чтобы вы-
явить свойства, которые зависят от наследственных характеристик ис-
ходных теорий. Примером может выступать работая [6], в которой устана-
вливаются условия E-определимой композиции, относительно её исход-
ных структур. Более подробно это изложено в монографии “Алгебры
бинарных формул” [7].

В данной работе мы исследуем как предгеометрия, возникающая
при композиции двух структур предикатной сигнатуры, наследует виды
предгеометрий изначальных структур. Мы устанавливаем, что в случае
вырожденности, модулярности и локально конечности предгеометрии
графовой сигнатуры, предгеометрия их композиции наследует соответ-
ствующие свойства.

2 Предгеометрии. Виды предгеометрий
Из работ [4, 5, 8, 13, 15, 17, 18] и [19] приведём необходимые нам

определения.

Определение 1. [15] Предгеометрией называется множество S вместе с
определённой операцией замыкания cl : P (S)→ P (S), удовлетворяющей
следующим условиям:

1) для любого X ⊆ S выполняется X ⊆ cl(X);
2) для любого X ⊆ S выполняется cl(cl(X)) = cl(X);
3) для любого X ⊆ S и любых a, b ∈ S если a ∈ cl(X ∪ {b}) − cl(X),

то b ∈ cl(X ∪ {a});
4) для любого X ⊆ S если a ∈ cl(X), то a ∈ cl(Y ) для некоторого

конечного Y ⊆ X.

При наличии предгеометрии 〈S, cl〉 каждое подмножествоX ⊆ S име-
ет минимальное множество X ′ ⊆ X такое, что cl(X) = cl(X ′). Это мини-
мальное множество X ′ называется базисом множества X. При этом все
базисы равномощны и эта мощность называется размерностью множе-
ства X в предгеометрии 〈S, cl〉, обозначается dim(X).

По определению имеем dim(X) = dim(cl(X)), т.е. размерность сохра-
няется при переходе к замыканию множества X в предгеометрии 〈S, cl〉.

Если dim(X) ∈ ω, то множество X называется конечномерным.
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Определение 2. [15] Множество X ⊆ S называется замкнутым, если
X = cl(X).

Определение 3. [15] Предгеометрия 〈S, cl〉 называется тривиальной
или вырожденной, если для любого X ⊆ S, cl(X) =

⋃
{cl({a}) | a ∈ X}.

Предгеометрия 〈S, cl〉 называется модулярной, если для любых за-
мкнутых множествX0, Y0 ⊆ S,X0 независимо от Y0 относительноX0∩Y0,
т.е. для любых конечномерных замкнутых множеств X ⊆ X0, Y ⊆ Y0
верно

dim(X) + dim(Y )− dim(X ∩ Y ) = dim(X ∪ Y ).

Предгеометрия 〈S, cl〉 называется локальной модулярной, если для
любого a ∈ S, предгеометрия 〈S, cl{a}〉 модулярна, где cl{a}(X) = cl(X ∪
{a}).

Предгеометрия 〈S, cl〉 называется проективной, если она модулярная
и не тривиальная, и локально проективной, если она локально модуляр-
ная и не тривиальная.

Предгеометрия 〈S, cl〉 называется локально конечной, если для любо-
го конечного подмножества A ⊆ S, множество cl(A) конечно.

Определение 4. Пусть S — модель теории T . Тогда оператором алгеб-
раического замыкания для моделиM называется оператор acl : P (M)→
P (M) такой, что для любого подмножества X ⊆ S, acl(X) = {a ∈ S |
для некоторой формулы φ(x, ȳ) и b̄ ∈ X верно |= ∃<ωxφ(x, b̄) ∧ φ(a, b̄)}.

В дальнейшем будут рассматриваться предгеометрии вида 〈S, acl〉.

3 Композиции структур
Определение 5. [7] ПустьM и N — структуры предикатных сигнатур
ΣM и ΣN соответственно. Определим композициюM[N ] структурM и
N по следующим правилам:

1) ΣM[N ] = ΣM
⋃

ΣN
2) M [N ] = M ×N , где M [N ],M,N — носители структурM[N ],M и

N соответственно;
3) если R ∈ ΣM\ΣN , µ(R) = n, то ((a1, b1), ..., (an, bn)) ∈ RM[N ] тогда

и только тогда, когда (a1, ..., an) ∈ RM;
4) если R ∈ ΣN\ΣM, µ(R) = n, то ((a1, b1), ..., (an, bn)) ∈ RM[N ] тогда

и только тогда, когда a1 = ... = an и (b1, ..., bn) ∈ RN ;
5) если R ∈ ΣN

⋂
ΣM, µ(R) = n, то ((a1, b1), ..., (an, bn)) ∈ RM[N ] тогда

и только тогда, когда (a1, ..., an) ∈ RM или a1 = ... = an и (b1, ..., bn) ∈
RN ;
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Определение 6. [6] КомпозицияM[N ] называется e-определимой, ес-
ли M[N ] имеет ∅-определимое отношение эквивалентности E, у ко-
торого E-классы являются носителями копий структуры N , образу-
ющих M[N ]. Если отношение эквивалентности E фиксировано, то e-
определимая композиция называется E-определимой.

Предложение 1. [12] ПустьM и N — структуры предикатных сиг-
натур, аM[N ] их E-определимая композиция. Тогда верны утвержде-
ния:

1) если структура N конечна, а предгеометрия 〈M, acl〉 обладает
одним из свойств — вырожденности, модулярности или локально ко-
нечности, то предгеометрия 〈M[N ], acl〉 наследует это свойство.

2) если структура M конечна, а N бесконечна, тогда алгебраиче-
ские замыкания на подмножествах M [N ] задаются алгебраическими
замыканиями в копиях N .

Теорема 7. [12] Пусть M и N — структуры графовой сигнатуры, а
M[N ] их E-определимая композиция. Тогда верны утверждения:

1) Если вырождены предгеометрии 〈M, acl〉 и 〈N , acl〉, тогда пред-
геометрия 〈M[N ], acl〉 вырожденная;

2) Если модулярны предгеометрии 〈M, acl〉 и 〈N , acl〉, тогда пред-
геометрия 〈M[N ], acl〉 модулярна;

3) Если локально конечны предгеометрии 〈M, acl〉 и 〈N , acl〉, тогда
предгеометрия 〈M[N ], acl〉 локально конечная;

Замечание 1. [12] В общем случае обратные утверждения не верны.

Это можно заметить, если взять композицию M[N ]. Где структура
M не обладает свойством вырожденности, модулярности или локально
конечности. А структура N состоит из бесконечного числа одинаковых
элементов.

Пример 1. [12] Рассмотрим композициюM[N ], составленную из двух
бесконечных кубических структур M и N . Структура M будет состо-
ять из бесконечного куба. Структура N будет состоять из бесконечного
числа конечных кубов размера 1.

Более подробно об условиях для типов кубических предгеометрий
было написано в статье [11].

При этом предгеометрия композиций этих структур 〈M[N ], acl〉 бу-
дет вырожденной.

Эти структуры так же будут являться примером для модулярно-
сти. Предгеометрия 〈M, acl〉 не модулярна, а предгеометрии 〈N , acl〉 и
〈M[N ], acl〉 будут модулярными.
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Пример 2. [12] Рассмотрим композициюM[N ], составленную из двух
бесконечных структурM и N . СтруктураM будет состоять из беско-
нечного дерева, у которого степени всех его вершин различны. Структу-
ра N , как и в прошлом примере, будет состоять из бесконечного числа
конечных кубов размера 1.

Более подробно об условиях для типов кубических предгеометрий
было написано в статье [11], об условиях для типов ациклических пред-
геометрий было написано в статье [10].

При этом предгеометрия композиций этих структур 〈M[N ], acl〉 яв-
ляется локально конечной.

4 Заключение

Установлено, что предгеометрия, порожденная композицией M[N ]
бесконечной структуры M и конечной структуры N предикатной сиг-
натуры, сохраняет свойства вырожденности, модулярности и локальной
конечности, присущие структуреM. Для структур графовой сигнатуры
установлено, что если предгеометрии обеих исходных структур вырож-
дены, модулярны или локально конечны, то эти свойства сохраняются в
предгеометрии их композиции. Однако обратное утверждение в общем
случае неверно: предгеометрия композиции может обладать указанными
свойствами, даже если исходные структуры их не имеют. Перспектив-
ные направления исследований могут включать более детальный анализ
других типов структур и их композиций, что позволит углубить пони-
мание наследования свойств предгеометрий.
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В работе под термином “кольцо” мы будем понимать ассоциативное
кольцо.

Идея построения графа делителей нуля впервые была использована
в 1986 году в работе [6] для коммутативного кольца. В качестве вершин
графа делителей нуля коммутативного кольца автор этой работы И.Бек
рассматривал все элементы кольца, причем две различные вершины x
и y соединял ребром тогда и только тогда, когда xy = 0. Введение поня-
тия графа делителей нуля кольца устанавливает связь между теорией
колец и теорией графов. И.Бек занимался, в основном, раскраской гра-
фов делителей нуля коммутативных колец.

В 1999 году Д. Андерсон и Ф. Ливингстон в работе [5] несколько
изменили способ построения графа делителей нуля. Вершинами графа
делителей нуля коммутативного кольца они стали считать все ненуле-
вые делители нуля. По мнению Д. Андерсона и Ф. Ливингстона, такое
определение лучше иллюстрирует структуру множества делителей нуля.
Действительно, в [5] доказано, что граф делителей нуля коммутативного
кольца с единицей, вершинами которого являются лишь ненулевые де-
лители нуля, связен. Если же рассматривать в качестве вершин графа
все элементы кольца, то это утверждение становится очевидным, по-
скольку нуль – вершина, которая является смежной для всех остальных
вершин графа. Статья [5] посвящена изучению некоторых взаимосвя-
зей между свойствами коммутативного кольца с единицей и свойствами
графа делителей нуля этого кольца.

С 1999 года теория графов делителей нуля коммутативного кольца
стала интенсивно развиваться. Кроме того, это понятие было распро-
странено и на некоммутативный случай. Для некоммутативного кольца

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-
00155, https://rscf.ru/project/24-21-00155/.
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используются два определения графа делителя нуля. Во-первых, введе-
но понятие ориентированного графа делителя нуля. Вершинами тако-
го графа считаются все (односторонние и двусторонние) делители нуля
кольца, причем две различные вершины соединяются ориентированным
ребром x −→ y тогда и только тогда, когда xy = 0 (см., в частности, ра-
боты [3, 19]). Во-вторых, используется определение неориентированного
графа делителей нуля, т.е. графа, вершинами которого являются все
ненулевые делители нуля кольца (односторонние и двусторонние), при-
чем две различные вершины x, y соединяются ребром тогда и только
тогда, когда либо xy = 0, либо yx = 0 [17]. Понятно, что в коммута-
тивном случае последнее определение графа делителей нуля совпадает
с определением, введенным Д. Андерсоном и Ф. Ливингстоном в [5].
В настоящей работе всюду далее рассматриваются только неориенти-
рованные графы делителей нуля, то есть используется определение из
работы [17]. Было доказано, что диаметр графа делителей нуля ассоци-
ативного конечного кольца не превосходит трех [17].

Одним из направлений исследований в этой области стало описа-
ние колец, граф делителей нуля которых удовлетворяет определенному
условию. В работах [4, 7] исследуются коммутативные конечные кольца
с единицей, графы делителей нуля которых планарны. В [4] приведе-
но, в частности, полное описание конечных коммутативных разложи-
мых колец с единицей, у которых графы делителей нуля планарны, а
в [7] составлен полный список коммутативных конечных локальных ко-
лец с планарными графами делителей нуля. Некоммутативные кольца и
кольца без единицы, имеющие планарные графы делителей нуля, до сих
пор описаны не были, поэтому мы поставили задачу завершить описа-
ние конечных колец с планарными графами делителей нуля, что и было
сделано в работах [25] и [11].

Ранее в [3] исследовались кольца с единицей, ориентированные гра-
фы делителей нуля которых эйлеровы. В частности, в этой работе до-
казано, что любое полупростое конечное кольцо имеет эйлеров ориенти-
рованный граф делителей нуля. Также авторы работы [3] доказали, что
для любого конечного поля K и любой конечной группы G ориентиро-
ванный граф делителей нуля группового кольца KG эйлеров. Далее, в
[3] доказано, что разложимое конечное кольцо R = R1 ⊕ . . .⊕Rn, n ≥ 2,
имеет эйлеров направленный граф делителей нуля в том и только в
том случае, когда для любого i ∈ {1, 2, . . . , n} либо кольцо Ri являет-
ся полем, либо ориентированный граф делителей нуля кольца Ri эйле-
ров. Мы поставили аналогичную задачу для неориентированного графа
делителей нуля. В работе [10] полностью описаны конечные кольца с
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эйлеровыми графами делителей нуля.
Также естественным является вопрос о том, как устроены конечные

кольца, графы делителей нуля которых однородные, то есть все верши-
ны графа имеют одну и ту же степень. В литературе часто однородные
графы называются регулярными. В работе [22] описаны конечные коль-
ца, графы делителей нуля которых являются однородными.

Естественным оказался вопрос описания конечных колец, у которых
граф делителей нуля является гамильтоновым. Единственное, в работах
удалось описать сначала коммутативные [2], а затем некоммутативные
[23] разложимые кольца с гамильтоновыми графами делителей нуля.
Однако полного описания конечных колец с таким ограничением на гра-
фы делителей нуля получить не удалось. Более того, были построены
примеры колец очень больших порядков с гамильтоновыми графами де-
лителей нуля. Поэтому решено было ослабить условие “быть гамильто-
новым” с помощью известной теоремы Дирака о том, что любой граф, в
котором степень каждой вершины не меньше, чем n/2, где n – число вер-
шин в данном графе, причем n ≥ 3, является гамильтоновым. Впредь
мы будем говорить, что граф удовлетворяет условию Дирака, если он
удовлетворяет условию теоремы Дирака. Изучению свойства конечных
колец, графы делителей нуля которых удовлетворяющие условию Ди-
рака, посвящена наша работа [12]. Полного описание конечных колец с
таким свойством пока получить не удалось.

Как говорилось выше, решить задачу описания конечных колец с
гамильтоновыми графами делителей нуля удалось только для разло-
жимых колец. Поэтому была поставлена задача описания конечных ко-
лец с гамильтоновыми графами делителей нуля на языке многообразий.
Описание многообразий ассоциативных колец, в которых все конечные
кольца имеют гамильтоновы графы делителей нуля, было сделано нами
в работе [23].

Нетрудно привести примеры неизоморфных колец, графы делите-
лей нуля которых равны. Например, если A — счетномерная алгебра
с нулевым умножением над полем Zp, а B — счетномерная алгебра с
нулевым умножением над полем Zq, где p, q — это различные простые
числа, то Γ(A) ∼= Γ(B), но A 6∼= B. Другими словами, даже в многооб-
разии колец var 〈xy = 0〉 существуют примеры бесконечных неизоморф-
ных колец, графы делителей нуля которых имеют одинаковое строение.
В связи с этим интерес представляет такой вопрос: при каких условиях
из равенства графов делителей нуля следует изоморфизм колец? Неко-
торые результаты, дающие ответ на этот вопрос для коммутативных
колец, были получены в работе [2]. Мы решили поставить эту задачу
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на языке многообразий: описать многообразия ассоциативных колец, в
которых каждое конечное кольцо однозначно определяется своим гра-
фом делителей нуля. Другими словами, описать многообразие колец M,
для которого из равенства Γ(R) = Γ(S) для конечных колец R, S ∈ M,
следует, что R ∼= S. Описание таких многообразий было полностью за-
вершено в серии работ: [24], [13] и [20].

Однако скоро стало понятным, что изображение графа делителей
нуля даже для колец небольших порядков часто является сложным, а
для больших порядков почти невозможным. Возникла необходимость
разбить множество вершин графа делителей нуля на классы, причем
так, чтобы не нарушалось представление о строении графа делителей
нуля в целом. В работах [8, 9] предложили довольно естественный спо-
соб решения этой проблемы для коммутативного случая. В статье [16]
этот подход был обобщен на некоммутативный случай. Изложим суть
этого метода. Введем отношение эквивалентности на множестве D(R)∗

следующим образом:

для любых x, y ∈ D(R)∗ x ∼ y ⇔ l(x) ∪ r(x) = l(y) ∪ r(y).

Обозначим через [x] класс эквивалентности элемента x ∈ D(R)∗. Для
любых a ∈ [x], b ∈ [y], где x, y ∈ D(R)∗, очевидно, что ab = 0 или ba =
0 тогда и только тогда, когда xy = 0 или yx = 0. Обозначим через
Γ∼(R) граф, множеством вершин которого является множество {[x]; x ∈
D(R)∗}, причем две вершины [x], [y] (не обязательно различные) будем
соединять ребром (или петлей) тогда и только тогда, когда xy = 0 или
yx = 0. Граф Γ∼(R) будем называть сжатым графом делителей нуля
кольца R.

В работе [16] был доказан следующий факт: Пусть R – произвольное
кольцо и x ∈ D(R)∗. Если x2 = 0, то yz = 0 или zy = 0 для любых
y, z ∈ [x]; если же x2 6= 0, то yz 6= 0 и zy 6= 0 для любых y, z ∈ [x].

Из этого факт следует, что в графе Γ∼(R) все вершины делятся на
два типа. Если x2 = 0, то [x] – это вершина с петлей. Если x2 6= 0,
то [x] – это вершина без петли. Зная, сколько элементов содержится в
каждом классе [x], мы всегда от сжатого графа делителей нуля можем
перейти к обычному графу делителей нуля. Действительно, пусть в вер-
шине [x] содержится n делителей нуля. Тогда при переходе от сжатого
графа делителей нуля к обычному графу делителей нуля вершина [x] с
петлей перейдет в подграф, изоморфный полному графу Kn. Если вер-
шина [x] была без петли, то она при таком переходе развернется в под-
граф, изоморфный нуль-графу En. Ясно, что сжатый граф делителей
нуля конечного ассоциативного кольца также связен и его диаметр не
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больше трех. Подчеркнем, что в сжатом графе нильпотентные элементы
индекса нильпотентности два выделены петлей.

Отметим, что не всякий связный граф может являться сжатым гра-
фом делителей нуля для какого-нибудь кольца. Например, если взять
отрезок [a] − [b], где обе вершины имеют петли, то он не является сжа-
тым графом делителей нуля никакого кольца, поскольку вершины [a] и
[b] на самом деле можно стянуть в одну вершину с петлей. И таких при-
меров много, причем не всегда причина в том, что граф не до конца сжат.
В работе [16] описаны все связные графы делителей нуля (с петлями)
на одной, двух и трех вершинах, которые являются сжатыми графами
делителей нуля какого-либо конечного кольца. В статье [15] полностью
описаны все связные графы с петлями на четырех вершинах, которые
могут реализованы как сжатые графы делителей нуля какого-нибудь
конечного кольца. Из 50 неизоморфных связных графов с петлями на
четырех вершинах только 8, как оказалось, являются сжатыми графами
делителей нуля какого-либо конечного кольца (см. [15]). Описаны пол-
ностью конечные кольца, сжатые графы делителей нуля содержат мост,
вершины которого не являются висячими [1]. В работах [1, 14] получено
описание конечных колец, сжатые графы делителей нуля которых явля-
ются полными (возможно, с петлями). Позже были описаны конечные
кольца с ациклическими сжатыми графами делителей нуля [21].
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Many works in the theory of ultrafilters consider different (pre)orders on
the set βX (of ultrafilters on the set X). Apparently, the Rudin-Keisler and
Comfort preorders on βω are most well studied, see, e.g., [1, 2, 3], but there
are still many open problems in this area. In this paper we describe the
Rudin-Keisler preorder on the lower cones of RK-minimal ultrafilters with
respect to the Comfort preorder.

1 Basic definitions

For any set X the set of all subsets of X is denoted by P(X). An
ultrafilter on X is a set u ⊆P(X) such that

1. ∅ /∈ u;

2. if A ∈ u and B ∈ u, then A ∩B ∈ u;

3. if A ∈ u and A ⊆ B, then B ∈ u;

4. A ∈ u or X \ A ∈ u

for all A,B ⊆ X. The set of ultrafilters on X is usually denoted by βX and
provided with a natural topology with the base

{{u ∈ βX : A ∈ u} : A ⊆ X}.

This topological space is compact, Hausdorff, zero-dimensional and extremely
disconnected. An ultrafilter u ∈ βX is principal if u = {A ⊆ X : a ∈ A} for
some a ∈ X. Principal ultrafilters on X are usually identified with elements
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of X, so βX is considered as an extension of X (called a StoneČech com-
pactification of X). For any function f : X → βY , the ultrafiter extension

f̃ : βX → βY is defined by the formula

f̃(u) = {S ⊆ Y : (∀A ∈ u) (∃a ∈ A)S ∈ f(a)}

for all u ∈ βX. We obtain an equivalent definition if we put

f̃(u) = {S ⊆ Y : (∃A ∈ u) (∀a ∈ A)S ∈ f(a)}.

The function f̃ is the unique continuous (with respect to the natural topol-
ogy) function from βX to βY which extends the function f . Considering
functions f : X → Y as functions from X to βY with a range consisting of
principal ultrafilters, we also have the definition of the ultrafilter extension
f̃ : βX → βY for each function f : X → Y .

The Rudin-Keisler preorder (or RK-preorder) on βX is the binary rela-
tion 6RK ⊆ βX × βX defined by

u 6RK v⇔ f̃(v) = u for some f : X → X.

An ultrafilter u ∈ βX is called RK-minimal if it is non-principal and

v 6RK u ⇒ v is principal or u 6RK v

for any v ∈ βX. There are many different characterizations of RK-minimal
ultrafilters, see [4], Theorem 9.6, and also [5]. In particular, a non-principal
ultrafilter u ∈ βω is RK-minimal if and only if it is a Ramsey ultrafilter and
if and only if it is a quasi-normal ultrafilter.

The equivalence relation 6RK ∩ 6−1RK is denoted by ≈RK. The equivalence
class of an ultrafilter u ∈ βX with respect to the relation ≈RK is called a type
of ultrafilter u and is denoted by τ(u), see [4]. The Rudin-Keisler preorder
naturally extends to the quotient set βX/≈RK

: τ(u) 6RK τ(v) ⇔ u 6RK v
for all types τ(u) and τ(v) of ultrafilters u and v, respectively. Obviously,
6RK is a partial order on βX/≈RK

. Therefore, we call the relation 6RK on
the set βX/≈RK

the Rudin-Keisler order (or RK-order).
To define the Comfort preorder on βX we need some topological concepts.

Let u ∈ βX. A point y ∈ Y of a topological space (Y, T ) is called the
u-limit of a function f : X → Y if for any neighborhood U of y the set
{x ∈ X : f(x) ∈ U} belongs to u. The u-limit of a function f is denoted by
the symbol u-lim f . A topological space (Y, T ) is called u-compact if for any
f : X → Y there exists u-lim f ∈ Y . The Comfort preorder 6C on βX is
defined as follows: for all ultrafilters u, v ∈ βX, u 6C v iff any v-compact
topological space (Y, T ) is u-compact.
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It is well known that 6RK ⊆ 6C, and hence ≈RK is a congruence of
the structure (βX;6C). Thus, we can assume that the Comfort preorder is
defined on βX/≈RK

. More information can be found in the [2, 3].
The C-cone of an ultrafilter u ∈ βX is the set

ConC(u) = {τ(v) : v ∈ βX and v 6C u}.

An ultrafilter u ∈ βX is called C-minimal if it is non-principal and

v 6C u ⇒ v is principal or u 6C v

for any v ∈ βX. It is well known (see [2]) that if the type of ultrafilter
v ∈ βω \ ω belongs to the C-cone of some RK-minimal ultrafilter u ∈ βω,
then v is a C-minimal ultrafilter. The inverse implication remains an open
problem.

2 Main result

For all posets A = (A,60) and B = (B,61), their sum is the poset
A+B = (C,62), where C = A∪B′, A∩B′ = ∅, (A,62) = A, (B′,62) ∼= B,
and a 62 b for all a ∈ A and b ∈ B′.

For any model M and ultrafilter u ∈ βX, the ultrapower of M modulo u
is denoted by

∏
u

M.

For any limit ordinal α and non-decreasing sequence {Mβ}β<α of models
in the same signature, the direct limit of {Mβ}β<α is denoted by lim

β→α
Mβ.

For any poset A, ultrafilter u ∈ βX, and ordinal α, define the overbuilding
ultralimit olim

u,α
of A of rank α modulo u by recursion on α:

i. olim
u,0

A = A;

ii. if α = β + 1, olim
u,β

A = (A,60), and
∏
u

olim
u,β

A = (B,61) then

olim
u,α

A = olim
u,β

A + B,

where B is the submodel of
∏
u

olim
u,β

A with the universe

{b ∈ B : (∀a ∈ A) b ∩ a = ∅};

iii. if α is a limit ordinal, then olim
u,α

A = lim
β→α

olim
u,β

A.
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This construction resembles the construction of a limiting ultrapower of
a model (also called an ultralit of a model), but does not coincide with it. In
particular, an overbuilding ultralimit of positive rank of a finite poset A is
not isomorphic to A.

Denote the one-element poset (1,6) by O.

Theorem 1. For any RK-minimal ultrafilter u ∈ βω

(ConC(u),6RK) ∼= olim
u,ω1

O.

Sketch of proof. First, we establish the “ordinal stratification” of the Com-
fort preorder on βω/≈RK

(essentially introduced in [8, 9]). For any ultrafilter
u ∈ βω and ordinal α we define the sets Uα(u), U<α(u) ⊆ βω/≈RK

:

i. U0(u) = {τ(0)},

ii. for α > 0, we put U<α(u) =
⋃
β<α

Uβ(u) and

Uα(u) = {τ(f̃(u)) : f ∈ (βω)ω and (∀i < ω) τ(f(i)) ∈ U<α(u)}.

We prove that for each ultrafilters u ∈ βω

ConC(u) = U<ω1(u). (1)

Next, we show that if an ultrafilter u is RK-minimal, then we can restrict
ourselves to injective functions f : ω → βω with a discrete range when
constructing the sets Uα(u). A set W ⊆ βX is discrete if there is a partition
{Aw}w∈W of X such that Aw ∈ w for all w ∈ W . Let DF be a set of all
injective functions f : ω → βω with a discrete range. For any ultrafilter
u ∈ βω and ordinal α > 0 we define the sets Vα(u), V<α(u) ⊆ βω/≈RK

:

i. V1(u) = {τ(u)},

ii. for α > 1, we put V<α(u) =
⋃
β<α

Vβ(u) and

Vα(u) = {τ(f̃(u)) : f ∈ DF and (∀i < ω) τ(f(i)) ∈ V<α(u)}.

We prove that for any positive ordinal α and RK-minimal ultrafilter u ∈ βω

Uα(u) = Vα(u) ∪ {τ(0)}. (2)

Finally, we will need the fact that for all functions f, g ∈ DF and ultrafilter
u ∈ βω

f̃(u) 6RK g̃(u)⇔ {i < ω : f(i) 6RK g(i)} ∈ u (3)
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(see, e.g., [10]).
Using the facts (1) – (3), the theorem can be easily proved by induction

on α.

The equivalence relation 6C ∩ 6−1C on βX/≈RK
is denoted by ≈C. For

any u ∈ βX, let [u]C = {τ(v) : v ∈ βX and τ(v) ≈C τ(u)}. It is easy to
see that for any RK-minimal ultrafilter u ∈ βω and non-principal ultrafilter
v 6C u we have: u 6RK v and, so,

[v]C ∪ {τ(0)} = ConC(u).

Therefore, theorem 1 immediately entails the following corollary.

Corollary 1. Let u, v ∈ βω. If u is RK-minimal and τ(u) ∈ [v]C, then

([v]C,6RK) ∼= olim
u,ω1

O.

Discussion. Can the poset olim
u,ω1

O be described more explicitly? Note that,

e.g., olim
u,ω+1

O is isomorphic to the ultrapower of (ω,6) modulo u where 6 is

the natural ordering of ω. Are the posets olim
u,ω1

O and olim
v,ω1

O isomorphic for

all RK-minimal ultrafilters u, v ∈ βω? Let us call a C-minimal ultrafilter
v ∈ βω a normal C-minimal ultrafilter if τ(u) ∈ [v]C for some RK-minimal
ultrafilter u ∈ βω. Is the statement inverse to Corollary 1 true? In other
words, is it true that the condition “there exists an RK-minimal ultrafil-
ter u ∈ βω for which ([v]C,6RK) ∼= olim

u,ω1

O” exactly characterises normal

C-minimal ultrafilters v ∈ βω?
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Введение

Данная статья является вариантом доклада, представленного на XVI
международной конференции “Пограничные вопросы теории моделей и
универсальной алгебры” (Эрлагол-2024), который расширен в изложе-
нии новых результатов и сокращен в обзорной части. Доказательства
приводимых результатов могут быть найдены в [1].

Напомним, что алгебра A над полем F называется левосимметри-
ческой (или прелиевой), если она удовлетворяет тождеству левосиммет-
ричности

(x, y, z) = (y, x, z).

Аналогично определяются правосимметрические алгебры, которые ан-
тиизоморфны левосимметрическим. Самыми известными левосиммет-
рическими алгебрами являются ассоциативные алгебры и алгебры Но-
викова. Лево(право)симметрические алгебры естественно возникают и
используются в различных областях математики (см. предыдущие ра-
боты автора по данной тематике, например, [2]).

Пусть d — ненулевое дифференцирование алгебры A. Напомним, что
A называется d-простой, если умножение в A нетривиально и в A нет
собственных d-инвариантных идеалов; при этом дифференцирование d
называется простым.

В [2] даны различные обобщения конструкции Мицухары и постро-
ены некоторые классы простых прелиевых алгебр, полученных при по-
мощи данных конструкций, в частности, — простые дубли Витта Ad и
Wd(A) ассоциативной коммутативной d-простой алгебры A с ненулевым
дифференцированием d.

Оказывается, что автоморфизмы данных конечномерных дублей Вит-
та сводятся (в характеристике p > 2) к автоморфизмам исходной ал-
гебры A, которые (почти)перестановочны (с точностью до некоторого
обратимого элемента) с дифференцированием d.
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Отметим, что изучению групп автоморфизмов, перестановочных с
простым дифференцированием алгебры K[x1, . . . , xn] над алгебраиче-
ски замкнутым полем K характеристики 0, посвящено множество работ
(см., например, [3-4]). Заметим, что вопросы описания простых диффе-
ренцирований и (почти)перестановочных с ними автоморфизмов алгеб-
ры многочленов от n ≥ 2 переменных остаются открытыми как над
полями характеристики 0, так и над полями характеристики p > 0.
Некоторые дальнейшие ссылки по данной тематике могут быть найде-
ны, например, в [3].

Зафиксируем произвольное основное поле F , мультипликативную
группу которого обозначим через F ∗. Если A — некоторая алгебра над
F , то через AutA обозначаем группу автоморфизмов алгебры A.

1 Автоморфизмы дубля Витта Ad
Прежде всего напомним самый известный пример левосимметриче-

ской алгебры, на котором основаны дубли Витта. Пусть A — ассоциа-
тивная коммутативная алгебра над полем F , d — ненулевое дифферен-
цирование алгебры A (линейное над F ). Определим на A новое умно-
жение правилом x ◦ y = xd(y). Обозначим полученную алгебру через
A(d). Хорошо известно, что A(d) является алгеброй Новикова, т. е., в
частности, левосимметрической алгеброй. В случае характеристики не
2 хорошо известно, что A(d) проста тогда и только тогда, когда A яв-
ляется d-простой (см., например, [5]).

Автоморфизм ψ алгебры A такой, что ψd = dψ будем называть пе-
рестановочным с дифференцированием d. Обозначим через AutdA под-
множество в AutA, состоящее из автоморфизмов перестановочных с d:

AutdA := {φ ∈ AutA : φd = dφ}.

Предложение 1. AutdA является подгруппой в AutA.

Пусть A — ассоциативная коммутативная алгебра над полем F с
ненулевым дифференцированием d и A — изоморфная копия алгебры
A (как векторного пространства).

Дубль Витта Ad. Рассмотрим прямую сумму A ⊕ A, где произве-
дение определено правилами

x̄ · y = xd(y), x · ȳ = 0, x · y = xy + xy, x̄ · ȳ = xd(y)
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для всех x, y ∈ A. Полученная алгебра обозначается через Ad и назы-
вается дублем Витта алгебры A. В [2] доказано, что Ad является лево-
симметрической алгеброй, которая проста тогда и только тогда, когда
d-проста алгебра A.

Легко видеть, что любой автоморфизм φ ∈ AutAd однозначно опре-
деляется четверкой линейных отображений ψ, η, θ, π алгебры A, а имен-
но

φ(a) = ψ(a) + η(a), φ(ā) = θ(a) + π(a).

Обозначим φ через (ψ, η, θ, π), а отображение φ = (ψ, 0, 0, ψ) — через
ψ + ψ.

Теорема 1. Пусть A — конечномерная ассоциативная коммута-
тивная d-простая алгебра, которая не является полем, d — ненулевое
дифференцирование алгебры A. Тогда φ ∈ AutAd тогда и только тогда,
когда φ = ψ + ψ для некоторого ψ ∈ AutdA.

Следствие 1. Пусть A — конечномерная ассоциативная комму-
тативная d-простая алгебра над алгебраически замкнутым полем F .
Тогда

AutAd ∼= AutdA.

2 Автоморфизмы обобщенного дубля Витта
Wd(A)

Дубль Витта Wd(A). Рассмотрим прямую сумму A⊕A, где произ-
ведение определено правилами

x · y = xy, x · ȳ = xy, x̄ · y = xd(y) + xy, x̄ · ȳ = xd(y)

для всех x, y ∈ A. Полученная алгебра обозначается через Wd(A) и
называется левосимметрическим обобщенным дублем Витта.

В [2] доказано, что Wd(A) является левосимметрической алгеброй,
которая проста тогда и только тогда, когда d-проста алгебра A.

Автоморфизм ψ алгебры A такой, что ψd = αdψ для некоторого
обратимого α ∈ A, будем называть обратимо перестановочным (α-
перестановочным) с d (скалярно перестановочным, если α ∈ F ∗). Обо-
значим через Aut∗dA и Aut?dA подмножества в AutA, состоящие из ав-
томорфизмов, скалярно и обратимо перестановочных с d:

Aut∗dA := {φ ∈ AutA : φd = αdφ для некоторого α = αφ ∈ F ∗};
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Aut?dA := {φ ∈ AutA : φd = αdφ для некоторого обратимого α = αφ ∈ A}.

Предложение 2. Aut∗dA и Aut?dA являются подгруппами в AutA;
при этом Autd A является нормальной подгруппой в Aut∗dA.

Рассмотрим отображение φ = (ψ, 0, 0, αψψ). При ψ ∈ Aut∗dA выпол-
няется равенство ψd = αdψ для некоторого α ∈ F ∗. Так как дифферен-
цирование d предполагается фиксированным, то в этом случае α одно-
значно определяется по автоморфизму ψ. Будем использовать обозна-
чение φψ для автоморфизма φ = (ψ, 0, 0, αψψ).

Лемма 1. Пусть φ = (ψ, 0, θ, π) и Ker θ = 0. Тогда φ ∈ AutWd(A)
тогда и только тогда, когда 1 ∈ Im d, ψ ∈ Aut?dA, и φ := ψ(γ) :=
(ψ, 0, γψ, αψ), где γ2 + αd(γ) = 0, 2γ + d(α) = 0, α, γ — обратимые эле-
менты из A.

При ψ ∈ Aut?dA выполняется равенство ψd = αdψ для некоторого
фиксированного обратимого α = αψ ∈ A. В случае характеристики не 2
элемент γ из леммы 1 однозначно определяется по α. Таким образом, ав-
томорфизм ψ(γ) алгебры Wd(A) полностью определяется автоморфиз-
мом ψ ∈ Aut?dA. Будем также использовать обозначение ψφ для ψ(γ) в
случае поля характеристики не 2.

Теорема 2. Пусть A — конечномерная ассоциативная коммута-
тивная d-простая алгебра над алгебраически замкнутым полем F ха-
рактеристики не 2, d 6= 0. Тогда φ ∈ AutWd(A) тогда и только тогда,
когда либо φ = φψ при ψ ∈ Aut∗dA, либо φ = ψφ при ψ ∈ Aut?dA.

Следствие 2. Пусть A — конечномерная ассоциативная коммута-
тивная d-простая алгебра над алгебраически замкнутым полем харак-
теристики не 2, d 6= 0. Тогда

AutWd(A) ∼= Aut?dA.
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Обзор посвящен логико-алгебраическим аспектам математического
аппарата, предназначенного для анализа процессов (process mining) с
использованием искусственного интеллекта. Сфера применения таких
средств охватывает разработку программного обеспечения для преобра-
зования информационных ресурсов и поиска информации в web-источ-
никах, разбора текстов и метатекстов, скомпонованных из разнородно-
го материала, для бизнес-процессов и сложных технологических схем,
инженерно-конструкторских работ и др.

Прежде всего, рассматривается алгебра конечных предикатов как
универсальный язык описания дискретных моделей процессов различ-
ной природы, в том числе требующих компараторной идентификации в
дополнение к структурной и параметрической.Далее указываются осо-
бенности логических сетей как средства распараллеливания задач обра-
ботки символьной информации в системах искусственного интеллекта;
вкратце приводятся принципы сетевого представления сложно разветв-
ленных процессов в виде Workflow-сетей (WF-nets) на основе структури-
зации их логов (следов выполнения с метками времени) и иерархизации
модели. Особое внимание уделено моделированию и настройке гибких
процессов (flexible processes), в том числе в идентификации и автомати-
зации синтеза инженерно-технических систем.

Ключевые слова: конечный предикат, алгебра предикатов, дискрет-
ный процесс, логическая сеть, гибкий процесс, анализ процессов, настра-
иваемая модель, древовидный граф, стационарная линейная система,
система автоматического управления, регулятор пониженного порядка,
критическая корневая диаграмма.
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1 Введение

Большинство интеллектуальных систем, искусственных или естест-
венных, дискретно. Естественными средствами описания для них оказы-
ваются понятия и структуры дискретной математики: языки програм-
мирования, логические исчисления, язык теории алгоритмов, аппарат
теории графов. Однако непосредственному использованию этих средств
для моделирования гибких процессов препятствует то, что они предпо-
лагают описание функциональных или однозначных алгоритмов, в то
время как модели гибких процессов включают нефункциональные от-
ношения, т.е. многозначные связи, для формализации которых исполь-
зуется аппарат алгебры конечных предикатов (АКП).

Приближение дискретных языков к постоянно расширяющемуся кру-
гу прикладных задач инициирует появление ряда новых концепций. На-
пример, основная функция естественного интеллекта — способность к
речевому общению в естественных языках — многозначна, в силу чего
естественный язык предполагает формальные средства выражения мно-
гозначных и множественнозначных соотношений, то есть семантических
соответствий произвольного вида.

Алгебры высказываний и предикатов (Линденбаума-Тарского) со-
держат такие возможности. Однако логические исчисления, дополнен-
ные аппаратом булевых уравнений, сопряжены с двоичной семантикой,
чего для представления (моделирования) гибких процессов недостаточ-
но. Если классическая логика семантически факторизуется в двузнач-
ную булеву алгебру, то в интеллектуальных системах, равно как и в
естественном языке, приходится использовать многозначные буквенные
символы. Аппарат многозначной логики приближается к естественному
языку, однако и в ее семантике преобладают однозначные функции, а
не отношения. А теория уравнений в многозначной логике находится в
предварительной стадии развития.

Использование исчисления предикатов для целей математического
описания интеллектуальных систем наталкивается на ту же трудность:
исчисление малопригодно для описания конечных объектов. Исчисле-
ние предикатов не располагает универсальными средствами для записи
произвольных конечных отношений в виде формул [1, 2].

Для формализации конечных объектов и процессов, оперирующих
символьной информацией, существует универсальный аппарат на базе
алгебры конечных предикатов (АКП). Он развивается свыше полувека
и за это время показал свою эффективность в теории искусственного
интеллекта [3, 4], значительная часть задач которого сводится к иден-
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тификации его структур [5-8]. Применение аппарата алгебры конечных
предикатов способствовало развитию теории компараторной идентифи-
кации [9-12] — разновидности косвенной идентификации, применяемой
к объектам и процессам, выходные сигналы которых недоступны для
прямых измерений. Такими являются практически все функции есте-
ственного интеллекта и многие функции искусственного интеллекта.
Аналогично реализуется средствами АКП и обработка цифровой ин-
формации вычислительными системами, преобразующими входную ин-
формацию в соответствующий выход. И человеческий интеллект, и циф-
ровые вычислительные системы работают с конечными наборами сим-
вольной информации различной размерности. Авторы [1]: указывают:
«Какие структуры и функции человеческого интеллекта должна изу-
чать теория интеллекта? Очевидно, те и только те, которые, в прин-
ципе, доступны интеллекту машинному. Машинный же интеллект, то
есть цифровая вычислительная машина, может действовать только ме-
ханически, он способен воспроизводить лишь детерминированные, дис-
кретные и конечные информационные процессы. Детерминированные
процессы — это процессы с однозначным исходом, в них отсутствует
фактор случайности. Дискретные процессы — это процессы, в которых
информация имеет вид отдельных порций или квантов — цифр, букв,
слов, формул и т.д., в них отсутствует фактор непрерывности. Конечные
процессы — это такие процессы, в которых может участвовать лишь ко-
нечное число единиц информации, в них отсутствует фактор бесконеч-
ности. Таким образом, теория интеллекта представляет собой науку о
математическом описании детерминированных, дискретных и конечных
интеллектуальных процессов, воспроизводимых человеческим разумом,
и структур, обеспечивающих реализацию таких процессов, которая ори-
ентирована на совершенствование цифровой вычислительной техники и
ее практическое использование».

Краткое описание вышеназванных интеллектуальных средств и неко-
торые возможности их применения представлены в настоящем обзоре.

2 Алфавитные операторы и алгебра
конечных предикатов

Для моделирования переработки информации классический аппарат
алфавитных операторов подходит почти без изменений; особенностей
две:

1) область определения алфавитных операторов бесконечномерна;
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2) входной и выходной языки алфавитного оператора могут содер-
жать слова только одинаковой длины.

Введение в определение алфавитного оператора требования конеч-
номерности приводит к понятию конечного алфавитного оператора [1].
Это понятие расширяет теорию: во-первых, оно соответствует общему
свойству всех моделей, с которыми оперирует человек — свойству конеч-
номерности (конечной разрядности), во-вторых, теория конечных алфа-
витных операторов и основанная на них алгебра конечных предикатов
удобнее своих бесконечномерных аналогов в применении к области ин-
формационных систем.

Расширение понятия конечного алфавитного оператора на случай
слов различной длины во входном и выходном языках существен-
но усложнило бы математический язык для записи таких операторов.
Алгебра конечных предикатов, разработанная Ю.П. Шабановым-Куш-
наренко и его соавторами, преодолевает это затруднение.

Алгебра конечных предикатов. Для формального описания си-
стем естественного и искусственного интеллекта нужен математический
аппарат, который позволил бы в удобной форме записать любой конеч-
ный алфавитный оператор. Из этих соображений была разработана кон-
цепция конечных предикатов.

Определение [1]. Пусть A — конечный алфавит, состоящий из k
букв a1, ..., ak; Σ — множество, состоящее из двух элементов, обознача-
емых символами 0, 1 и называемых соответственно «ложью» и «исти-
ной». Переменную, заданную на множестве A, будем называть буквен-
ной; переменную, заданную на множестве Σ, — логической. Конечным
n-местным предикатом над алфавитом A называется любая функция
f(x1, ..., xn) = t от n буквенных аргументов x1, ..., xn, заданных на мно-
жестве An, принимающая логические значения t.

Как видно из определения, в отличие от значений переменных ко-
нечных алфавитных операторов, которые являются словами, у соот-
ветствующих этим операторам конечных предикатов аргументы имеют
символьные значения a1, ..., ak. Переход к буквенным переменным поз-
воляет разрабатывать удобный математический аппарат для описания
различных интеллектуальных систем.

Введение конечных предикатов дает возможность представления не
только однозначных конечных алфавитных операторов, но и многознач-
ных операторов [13]. Практика моделирования систем искусственного
интеллекта показала, что многозначные алфавитные операторы удобны
для математического описания высказываний и других объектов теории
интеллекта. Однозначным же алфавитным операторам отводится роль
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средства математического описания деятельности интеллекта.
Следующим шагом развития математического аппарата является вве-

дение алгебры конечных предикатов (АКП, [1]): «Каждая алгебра ко-
нечных предикатов полностью характеризуется алфавитом букв A, со-
стоящим из k символов a1, ..., ak, и алфавитом переменных B, состоящим
из n символов x1, ..., xn. Средствами алгебры конечных предикатов с ал-
фавитом букв A и алфавитом переменных B может быть записан любой
n-местный k-ичный предикат f(x1, ..., xn), заданный над алфавитом A».

Чтобы не создавать модификаций АКП, отличающихся алфавитами
букв и переменных для каждой конкретной задачи, в [13] была введена
универсальная АКП. Эта алгебра имеет алфавит букв A = {a1, ..., ax0} и
алфавиты переменныx B1 = {ξ11, ..., ξ1ν1},. . . , Bπ = {ξπ1, ..., ξπνπ}. Поря-
док π универсальной алгебры, количества букв и переменныx x0, ν1, ..., νπ
в ее алфавитаx всегда остаются неопределенными.

Затем вводятся правила построения формул АКП. Формулы строят-
ся из следующих символов: букв a1, a2, ..., ak, переменных x1, x2, ..., xn,
знаков дизъюнкции ∨ и конъюнкции ∧, открывающей и закрывающей
скобок, логических констант 0 и 1.

Кроме обычных логических операций, в АКП используется операция
узнавания буквы [14]:

xai =

{
1, если xi = a,

0, если xi 6= a.

Алгебра конечных предикатов является полной, т.е. ее средствами мож-
но описывать любые конечные отношения [13]. Однако интеллект — это
не только конечные отношения, но и действия над ними. Аппаратом
второй ступени является алгебра предикатных операций [14]. Язык ал-
гебры предикатных операций также универсален, причем он пригоден
для выражения действий над отношениями. Так, между конечными пре-
дикатами и конечными отношениями стандартным образом устанавли-
вается биекция: если R(x1, x2, ..., xn) — некоторое n-местное отношение,
заданное на декартовом произведении A1 × A2 × · · · × An некоторых
алфавитных множеств A1, A2, . . . , An, то ему сопоставляется предикат
(характеристическая функция)

f(x1, ..., xn) =

{
1, если (x1, ..., xn) ∈ R,
0, если (x1, ..., xn) /∈ R.

Эта конструкция позволяет применить формальный аппарат конеч-
ных предикатов для описания конечных отношений, которые принадле-
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жат к наиболее общим видам связей, применяющихся в математике и
различных приложениях.

3 Некоторые приложения АКП

Очевидная область применения АКП— описание понятий и структур
конечной математики. Многие логические и теоретико-множественные
понятия используются при построении интеллектуальных систем, а ма-
тематическое описание структур конечной математики на языке алгеб-
ры конечных предикатов создает теоретический фундамент для постро-
ения информационных систем с искусственным интеллектом [3, 4]. Но
средства формульной записи конечных отношений и действий над ни-
ми, минимизации формул алгебры конечных предикатов, введение уни-
версальной алгебры делают рассмотренный аппарат удобным форма-
лизмом для процессных структур (под этим термином понимают про-
цессные знания, например, представление процессов, записанных в лог-
файлах интеллектуальной системы [23]).

Одной из важных возможностей использования аппарата конечных
предикатов становится декомпозиции уравнений алгебры конечных пре-
дикатов [16, 17], т.е. замены одного сложного уравнения эквивалентной
ему системой более простых уравнений. Она предназначена для регу-
ляризации решения уравнений АКП, а также упрощения и сокращения
записи уравнений этой алгебры.

Методы решения уравнений АКП и минимизации формул, аналогич-
ные методам алгебры логики, разрабатываются в [17–20]. Метод мини-
мизации уравнений АКП предложен в [13]. После создания математи-
ческих моделей интеллектуальных функций обычно требуется реали-
зовать их алгоритмически или аппаратно. С этой целью разработаны
методы построения переключательных цепей, позволяющих выполнить
схемную реализацию конечных предикатов [13]. Например, дизъюнктив-
ным и конъюнктивным нормальным формам предикатов соответствуют
трехступенчатые переключательные цепи. Первая ступень таких цепей
образуется из элементов узнавания букв. В цепях, построенных по дизъ-
юнктивным нормальным формам, вторая ступень образуется из элемен-
тов совпадения, а третья — из элементов разделения. В цепях, постро-
енных по конъюнктивным нормальным формам, вторая ступень обра-
зуется из элементов разделения, а третья — из элементов совпадения.

Переключательные цепи со многими выходами можно применить
для построения устройств, реализующих конечные алфавитные опера-
торы. Такие цепи существенно отличаются от комбинационных схем,
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применяемых в современных цифровых микросхемах. Комбинационные
схемы строятся по формулам алгебры логики из элементов совпадения
и разделения (иногда также и из инверторов и блоков других видов).
В комбинационных схемах входная и выходная информация имеет вид
двоичных кодов, а в переключательных цепях — представлена в форме
слов, составленных из букв произвольного конечного алфавита. При ис-
пользовании переключательных цепей отпадает необходимость в коди-
ровании входной и декодировании выходной информации, что неизбеж-
но при применении комбинационных схем. Кроме того, существуют ме-
тоды построения обратимых переключательных цепей для реализации
произвольных отношений. Еще одно направление развития аппарата ко-
нечных предикатов, которое стало самостоятельной областью с развитой
теорией и практическими приложениями — это компараторная иденти-
фикация. Как говорилось выше, в отличие от классической идентифи-
кации объекта по известным сигналам на его входах и выходах, прин-
ципиальная особенность компараторной идентификации заключается в
недоступности для прямого измерения выходных сигналов идентифици-
руемого объекта. Классический пример компараторной идентификации,
с которого и началось ее развитие — моделирование цветового зрения
человека. На входе этого объекта — световые излучения, сигналы физи-
чески измеримые. Но на выходе — цвета, являющиеся субъективными
ощущениями. Даже если допустить физиологические эксперименты с
измерением электрических потенциалов в соответствующих цветовым
ощущениям участках головного мозга, в результате мы не получим цве-
та, которые, по сути, являются «вещью в себе».

Примеры технических объектов, входные физические параметры ко-
торых измеримы, а параметры выхода (например, психологические или
качественные) для прямого измерения недоступны, довольно многочис-
ленны. К подобным объектам классическая идентификация непримени-
ма, информация об их выходных сигналах может быть только косвен-
ной, качественной и т.п. Компараторная идентификация основана на
использовании информации о результатах попарного сравнения реак-
ции на выходные сигналы. Например, на входе предлагается два текста
на естественном языке, а на выходе — ответ человека, носителя смысла
заданных текстов, об идентичности или неидентичности последних.

На первый взгляд, такой информации недостаточно для построе-
ния полной модели объекта. Однако в теории компараторной иденти-
фикации устанавливается, что в достаточно широких условиях резуль-
тат идентификации может быть получен с точностью до изоморфизма
[10–12].
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Компараторная идентификация имеет ряд специфических отличий
от прямой идентификации объектов. В отличие от прямой идентифи-
кации, она распадается на две самостоятельные задачи — структурную
и параметрическую идентификации [11]. В ходе структурной иденти-
фикации определяется общий вид модели объекта, а параметрическая
находит численные параметры гипотетической модели.

Практическое моделирование интеллектуальных функций с помо-
щью АКП приводит к системам логических уравнений, описывающих
свойства объектов или процессов. Эти системы уравнений затем можно
представить программно или аппаратно. Попытки моделировать все бо-
лее сложные объекты вели к бóльшим системам логических уравнений.
Некоторые задачи, например, семантический анализ текстов естествен-
ного языка или перевод текстов с одного языка на другой, позволяют
разбивать общую задачу на ряд подзадач и решать их независимо друг
от друга. Объединение полученных моделей порождает системы уравне-
ний такого объема, который не позволяет их решать программно на ком-
пьютерах последовательного действия за приемлемое время. С другой
стороны, реальные задачи зачастую критичны к времени вычисления
— как, например, семантический анализ текстов или автоматический
перевод. В последнее время решение этой проблемы идет по двум на-
правлениям [21]. Первое — упрощение задачи и формализация только
самых важных свойств объекта, в результате чего получается увеличе-
ние быстродействия и снижение качества модели. Второе направление
— построение полных адекватных моделей и поиск путей более эффек-
тивного их использования.

4 Логические сети

В пределах теории конечных предикатов существует достаточно но-
вое направление, открывающее возможность параллельного аппаратно-
го решения сложных задач, связанных с обработкой символьной ин-
формации. Теория конечных предикатов имеет некоторые результаты
по декомпозиции предикатов, т.е. взаимно однозначного преобразования
предикатов одной размерности в предикаты меньшей размерности. Ос-
новная идея перехода от последовательного алгоритмического вычисле-
ния к параллельному основана на процедуре бинаризации системы пре-
дикатов, моделирующей заданный объект, т.е. преобразования системы
предикатов произвольной конечной размерности, в систему бинарных
предикатов. Графическое представление системы бинарных предикатов
называется логической сетью [22, 23]. Логическая сеть m-арного пре-
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диката состоит из полюсов и ветвей. Каждому полюсу соответствует
своя предметная переменная xi с областью определения Ai (i = 1, ...,m).
Ветви соединяют полюсы, точнее говоря, логическая сеть отыскивает
решения уравнения:

K(x1, ..., xm) = 1,

при ограничениях, накладываемых на области изменения переменных
xi ∈ Pi ⊆ Ai (i = 1, ...,m) [23]. Построению сети, реализующей предикат
K, предшествует бинаризация предиката, т.е. представление его в виде

K(x1, ..., xm) =
∧

1≤i 6=j≤m

Kij(xi, xj).

При этом предикат K может быть представлен или одним предикатом
достаточно большой размерности, или эквивалентной системой предика-
тов [23]. Решение системы уравнений логической сетью осуществляется
по тактам. В течение каждого такта одновременно вычисляются все би-
нарные предикаты сети. На первом такте изменения происходят только
в узлах (переменных), смежных с теми, в которых заданы начальные
условия. На втором такте — в узлах, смежных с измененными на пер-
вом такте и т.д.

Подводя итог этого раздела, выделим основные особенности алгебры
конечных предикатов с позиций применимости данного аппарата в сфе-
ре моделирования дискретных процессов обработки ресурсов, а также
интеллектуального анализа процессов:

— возможность практического моделирования интеллектуальных
функций с помощью аппарата конечных предикатов реализуется путем
построения системы логических уравнений, описывающих свойства объ-
ектов или процессов;

— при решении сложных задач выполняется их декомпозиция и, в
конечном итоге построение системы логических уравнений;

— система алгебры предикатов может быть преобразована в логиче-
скую сеть на основе бинаризации для перехода к параллельной обработ-
ке, что в принципе позволяет использовать возможности современных
мультипроцессорных систем;

— ключевое преимущество логических сетей заключается в опреде-
лении полного набора свойств исследуемого объекта на основе ограни-
ченного входного набора признаков.
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5 Моделирование гибких процессов
преобразования ресурсов

Обсудим структуризацию и варианты подходов к представлению дис-
кретных процессов преобразования ресурсов [24]. Такие процессы можно
выделить для широкого спектра прикладных областей — от сфер про-
граммирования (SCRUM и аналогичные технологии, [25, 26]) и искус-
ственного интеллекта (Semantic Web, ChatGPT, [27]) до бизнес-процессов
[28, 29].

Ключевая особенность таких процессов, помимо их дискретного ха-
рактера представляет собой последовательность преобразования ресур-
сов из одной формы в другую, которая может быть представлена в фор-
ме графа, описывающего операции по работе с ресурсами их взаимосвя-
зи — т.е. фактически алгоритм преобразования ресурсов.

5.1 Базовые элементы процесса
Базовое задание процесса основано на его представлении в виде по-

следовательности действий. В базовой модели процесса формально опи-
саны возможные (допустимые) последовательности действий. Однако
формальная модель не может быть непосредственно использована при
реализации процесса. Для исполнения процесса необходимо создать его
экземпляр. На практике создание экземпляра процесса связано с раз-
работкой специализированного программного обеспечения либо конфи-
гурированием подходящей программной платформы — т.е. формальная
модель реализуется на уровне программного обеспечения. Идейно рас-
сматриваемый подход близок к объектно-ориентированному: создается
класс, а затем — экземпляр класса.

Исполняемый экземпляр процесса может содержать не все включен-
ные в модель последовательности действий, а только пригодные для
текущей предметной области (например, с учетом специфики работы
конкретной организации либо группы людей, перечня решаемых задач,
ограничений внешней среды и т.п.). Выполнение определенного дей-
ствия для экземпляра процесса означает, что работа, представленная
в модели в виде действия, должна выполняться в физическом мире.

Расширенное определение процесса включает перечень исполните-
лей всех действий процесса. В общем случае указанные исполнители
встроены в организационную структуру некоторого коллектива, фир-
мы, предприятия, входя в состав подразделений (групп) и осуществляя
необходимые в указанных подразделениях роли. Роль определяет пе-
речень функциональных обязанностей исполнителей (решаемых задач,
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Рис. 1: Пример модели гибкого процесса.

выполняемых операций). Для построения модели процесса преобразова-
ния ресурсов традиционно используется аппарат сетей Петри [30] и его
модификация WF Net [31]. Однако данный аппарат имеет ряд недостат-
ков при моделировании гибких процессов [32].

5.2 Настраиваемая модель гибкого процесса
Гибкий процесс объединяет в одной модели ряд традиционных, жест-

ко заданных процессов, предоставляет широкий выбор вариантов реали-
зации в зависимости от статических и динамических особенностей пред-
метной области [33–35]. Структура гибких процессов может изменяться
вследствие воздействия следующих основных факторов:

скрытые неформализованные знания о выполнении процесса, влия-
ющие на последовательность его активностей;

опыт исполнителей процесса, приводящий к изменению внутренней
структуры активностей и, следовательно, изменяющий их результат;

порядок взаимодействия (часто неформальный) исполнителей — лю-
дей либо организаций при выполнении процесса;

территориальная распределенность процесса, влияющая на порядок
взаимодействия между его составляющими.

Основная цель построения модели гибкого процесса заключается в
формализации общего решения, которое в дальнейшем может быть мно-
гократно использовано для близких предметных областей путем адап-
тации. Указанная адаптация выполняется на основе правил настройки
(конфигурирования) [36, 37].

Реализация того или иного варианта выполнения процесса обыч-
но осуществляется путем интерпретации конструкции выбора во время
выполнения, т.е. проверяется выполнение предопределенного условия с
учетом уже выполнившихся операций (произошедших событий).

В то же время часть конструкций выбора, существующих в моде-



Конечные предикаты и гибкие процессы 109

Рис. 2: Сценарии выполнения гибкого процесса.

ли, можно отбросить на этапе конфигурирования, сохранив при этом
необходимую функциональность процесса. Следовательно, при конфи-
гурировании выполняется ограничение возможного поведения процесса,
а при выполнении — выбор одного из доступных вариантов. Поэтому
модель процесса должна обеспечивать обе возможности, хотя провести
точную границу между двумя вариантами выбора иногда затруднитель-
но.

Модель процесса в общем случае может быть представлена в виде
графа G = (V,E), вершины V i ∈ V которого отображают состояния
процесса, а дуги ej ∈ E — переходы между этими состояниями. Каждый
переход отражает выполнение некоторого действия процесса (возникно-
вение события для процесса). Выбор действий процесса отображается в
модели множественными дугами из одной вершины (рис. 1); в этом ил-
люстративном примере выполнение процесса начинается с вершины V 1
и заканчивается достижением вершины V 15. Заданная в примере модель
содержит два основных сценария выполнения процесса, показанных на
рис.2).

При выполнении первого сценария последовательность состояний про-
цесса имеет следующий вид < V 1, V 2, V 3, V 4, V 5, V 13 ∧ V 14, V 15 >, а
второго — < V 1, V 6, V 7, < V 8, V 9 > ∧ < V 11, V 12 >, V 10, V 15 > . Одна-
ко в общем случае в обоих сценариях имеются избыточные для конкрет-
ной предметной области состояния, которые отсекаются при конфигу-
рировании модели процесса.

5.3 Конфигурирование модели процесса
При конфигурировании (настройке) модели процесса используются

два основных оператора: скрытие и блокирование [35]. Скрытие дуг
между состояниями процесса предполагает, что соответствующие им
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Рис. 3: Конфигурирование модели гибкого процесса.

Рис. 4: Конфигурированная модель гибкого процесса.

действия могут выполняться, но их выполнение в модели не отража-
ется. Обычно скрытые действия выполняются по умолчанию.

Блокирование дуги запрещает соответствующее действие либо по-
следовательность действий процесса. Применение операторов блокиро-
вания и скрытия в процессе конфигурации приведенного выше примера
модели процесса, проиллюстрировано на рис. 3, а результаты конфигу-
рирования модели гибкого процесса представлены на рис. 4. Блокируе-
мые ветви процесса на рисунке отображаются символом Х, а скрывае-
мые операции — символом О.

Таким образом, модель гибкого процесса должна обеспечивать воз-
можности для скрытия либо блокирования последовательностей дей-
ствий во время конфигурирования.

5.4 Иерархическое представление модели процесса
Графовая модель гибкого процесса может иметь очень сложную

структуру, что затрудняет его понимание и не позволяет получить об-
щего представления о наборе возможных сценариев его выполнения.
Поэтому для удобной структуризации процесса используется иерархи-
ческое представление его модели [38, 39], при построении которого есте-
ственно возникают два подхода: условно говоря, разработка сверху–вниз
и снизу–вверх. В первом случае первоначально строится обобщенная мо-
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дель процесса на самом верхнем уровне. Далее выполняется итератив-
ная процедура детализации модели. На каждом шаге текущая модель
процесса разбивается на подпроцессы. Построение модели завершается
при достижении уровня отдельных действий процесса — т.е. уровня, на
котором выделение подпроцессов уже невозможно.

При моделировании снизу–вверх итеративно выполняется объедине-
ние отдельных операций процесса, а также отдельных подпроцессов.

Особая важность иерархического представления для модели гибкого
процесса, связана с тем, что такое представление содержит набор допу-
стимых вариантов реализации (сценариев) с учетом условий предметной
области. Иерархическое представление позволяет уменьшить сложность
модели, упрощает конфигурирование модели за счет отсечения избыточ-
ных ветвей, а также иерархия процесса может отражать связанную с
процессом организационную структуру, что позволяет эффективно рас-
пределить выполнение процесса по исполнителям. В иерархической мо-
дели в качестве подпроцессов могут быть использованы уже существу-
ющие, разработанные и отлаженные процессы для решения отдельных
функциональных задач.

Моделирование иерархической структуры процесса на аппарате се-
тей Петри WFNet, моделирующем бизнес процессы, связано со значи-
тельными трудностями, что и является ключевым недостатком данного
аппарата при моделировании гибких процессов. Так, аппарат сетей Пет-
ри строит только граф, что оказывается недостаточно полным языком
описания. Сложность графов, построенных по лог-файлам ИС, очень
высока («спагетти-модель»), что затрудняет анализ такой модели [31,
40]. Формализация модели в виде системы логических уравнений предо-
ставляет бóльшие возможности, например, введение иерархической
структуры процесса, упрощающей автоматизированную обработку мо-
дели [22].

5.5 Базовые структурные элементы модели процесса
Между действиями процесса возникают довольно сложные взаимо-

связи, которые определяют сценарий его исполнения. В частности, для
бизнес-процессов в настоящее время выделено несколько десятков шаб-
лонов взаимодействия элементов [29, 41]. При моделировании процессов
используется ряд базовых структурных элементов, комбинация которых
и обеспечивает широкий набор взаимосвязей между действиями про-
цесса. К таким базовым элементам относятся последовательное выпол-
нение, параллельное выполнение, выбор, цикл. При последовательном
выполнении результаты первого действия используются при выполне-
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Рис. 5: Параллельное выполнение задач.

Рис. 6: Реализация выбора.

нии второго. При параллельном выполнении одновременно может вы-
полняться более чем одна задача. Между предшествующим действием
процесса и параллельно выполняющимися задачами существует AND-
разбиение, а между параллельными задачами и последующим действи-
ем — AND-объединение (рис. 5). Оператор AND — развилка, условием
или особенностью которой является одновременное выполнение двух и
более действий; модель процесса, состоящая из действий и событий (уз-
лы и дуги графа), показана на рис. 5.

Как видно из рис. 1.5, при переходе из состояния V 1 , осуществ-
ляется AND-разбиение, после чего выполняются параллельно действия
e2 и e3, что приводит к возникновению состояний V 2 и V 3, после чего
выполняется AND-объединение и процесс переходит в состояние V 4.

Сравнивая последовательное и параллельное выполнение, можно от-
метить, что последовательное выполнение задач фактически является
переходом от параллельного при задании соответствующего ограниче-
ния, которое может быть вызвано физическими (материальными) при-
чинами. Например, при выполнении операций вручную одним исполни-
телем организовать параллельное выполнение задач невозможно.

Конструкция выбора реализуется через осуществление одной из не-
скольких возможных задач (операций). Соответственно, после предше-
ствующего выбору состояния процесса выполняется OR(XOR)-разбие-
ние, а после реализации выбора — OR(XOR)-объединение (рис.6)

Как показано на рис. 6, выбор сводится к выполнению одной из воз-
можных альтернатив V 2 и V 3. Однако в модели процесса такой выбор
обычно рассматривается как недетерминированный по трем причинам:
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Рис. 7: Детализация разбиения при выборе —
предварительные условия.

— обоснование выбора требует усложнения модели путем ее допол-
нения характеристиками данных и/или исполнителей;

— конкретный выбор часто зависит от текущих характеристик пред-
метной области, поэтому их использование в модели сделали бы ее более
специализированной и уменьшили общность;

— при моделировании процесса выбор той или иной ветви в каждом
конкретном случае не является определяющим, поскольку при оценке
модели необходимо проверить достижимость конечного состояния про-
цесса для всех возможных выборов.

При необходимости правило выбора может быть представлено в ви-
де двух дополнительных состояний V 2∗ и V 3∗, достижение каждого из
которых является необходимым условием для соответствующего выбора
(рис. 7) [42].

Последний из базовых структурных элементов — цикл — отражает
многократное повторение последовательности действий процесса. Про-
верка выхода из цикла, повторения цикла реализуется через OR-разбие-
ние, аналогично представленной выше схеме выбора.

5.6 Особенности модели гибкого процесса
В целом модель гибкого процесса обладает следующими характери-

стиками:
— является обобщающей, объединяет множество вариантов его по-

ведения, охватывая экспертный опыт для близких, но отличающихся
предметных областей;

— основана на использовании базовых структурных элементов, отра-
жающих типовые варианты взаимодействия операций процесса: после-
довательное, параллельное выполнение, цикл, выбор(ветвление).

Преимущество практического использования состоит в упрощенном
конфигурировании путем отбрасывания избыточных для конкретной
предметной области вариантов выполнения процесса.
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Таким образом, использование гибкой процессной модели значитель-
но облегчает настройку процесса с учетом особенностей предметной об-
ласти.

Общая оценка такой модели может быть выполнена с учетом ряда
основных и дополнительных критериев [43]. К основным, по мнению
авторов относятся:

1) наличие альтернативных сценариев развития процесса, отражаю-
щих специфику предметной области;

2) возможность построения иерархии уровней детализации модели,
облегчающих ее понимание, а также позволяющих интегрировать в мо-
дель дополнительные атрибуты (например, организационные взаимо-
связи между исполнителями процесса, структуру обрабатываемых дан-
ных и т.п.);

3) наличие дополнительных функциональных возможностей, обеспе-
чивающих расширенное применение модели.

К дополнительным критериям относятся:
4) возможность включения в модель различных аспектов процесса

(начиная от варьирования последовательности операций процесса и до-
полняя объектами, которыми оперирует процесс, а также данными и
организационной структурой, которая обеспечивает выполнение процес-
са);

5) допустимость различных форм представления модели, а также ее
практическая применимость (схема на бумаге; реализация на существу-
ющей коммерческой платформе, индивидуальная разработка; а также
доступность модели в интернете);

6) возможность объяснения модели;
7) упрощение практического использования модели, включая спе-

циализированную дополнительную информацию (инструкции, руковод-
ства) пользователя.

6 Методы интеллектуального
анализа процессов

Интеллектуальный анализ процессов (process mining, [26, 44]), пред-
назначен для построения моделей процессов. Исходными данными для
анализа являются записи о выполнении процессов, представленные в
виде файлов логов событий. Такие логи содержат сведения о последо-
вательности произошедших событий в некоторой информационной си-
стеме, как правило, с метками времени. Логи событий могут, напри-
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мер, фиксировать выполнение бизнес-процессов, технологических про-
цессов, поведение пользователей в социальных сетях и др. [26]. Основ-
ное требование к исходным данным состоит в следующем. Логи должны
быть структурированы таким образом, чтобы последовательно во вре-
мени фиксировать выделенные группы событий. Каждое из событий
фиксирует момент завершения выполнения соответствующего действия
процесса. Каждая же из выделенных групп событий отражает выполне-
ние одного экземпляра процесса и, фактически формирует логовый след
процесса. Наиболее убедительный подход к интеллектуальному анализу
процессов разработан группой под руководством Вила ван дер Аалста
и основан на использовании модифицированного аппарата сетей Петри
— workflow-сетей [29, 31, 32]. В настоящее время при решении задач ин-
теллектуального анализа процессов используются следующие основные
подходы:

вероятностный;
логический;
основанный на workflow-сетях;
эволюционный.
Первый подход основан на подсчете числа появлений одинаковых

последовательностей в журнале регистрации событий. При построении
модели используются только те последовательности событий, частота
появления которых выше заданного исследователем порога. Для оцен-
ки слияния либо разделения действий (на основе логики XOR/AND)
используются измерители энтропии, количества типов событий, причин-
ной связи и периодичности.

Workflow-сеть предназначена для моделирования последовательно-
сти выполнения процесса и отличается от традиционной сети Петри
обязательным наличием одной входной и одной выходной позиции. Вы-
полнение задач (действия процесса) моделируются переходами. Взаимо-
связи между действиями отображаются с помощью позиций и дуг.

При моделировании потоков работ чаще всего используются AND- и
XOR-соединения и разделения, рассмотренные в п. 5.5. При использова-
нии эволюционного подхода так же, как и в workflow-сетях, предполага-
ется, что модель процесса будет иметь одну начальную и одну конечную
задачу.

Выполненный анализ базовых исследований в области построения
моделей гибких процессов [28, 34, 35, 46, 47] показал, что полная модель
такого процесса может быть получена в результате следующих шагов:

выполнение традиционного полного цикла разработки модели гибко-
го многовариантного процесса;
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слияние моделей нескольких «жестких» процессов, которые реали-
зуют идентичную функциональность, но различными способами;

поэтапное дополнение исходной модели процесса новыми возможно-
стями, например, при нахождении неявных знаний (используя опыт со-
трудников), их описании и дальнейшем включении в модель;

получение модели с помощью анализа логов, содержащих информа-
цию о нескольких вариантах реализации процесса.

Первый шаг основан на классических подходах к проектированию
бизнес-процессов [29, 48] и характеризуется дополнительными затрата-
ми на создание различных вариантов реализации процесса.

На втором и третьем шагах могут быть использованы алгоритмы,
представленные в работах [35, 49]. Общая идея этой группы алгоритмов
состоит в том, что сначала создается базовая модель процесса, которая
представляет его типовое поведение (аналог традиционного жестко за-
данного процесса). Затем полученная модель дополняется возможными
вариантами реализации.

Четвертый шаг заключается в предварительном механическом объ-
единении логов для нескольких вариантов реализации процесса и по-
строении модели методами process mining. В этом случае преимущество
имеют методы, основанные на эволюционном программировании.

Общий недостаток рассмотренных методов интеллектуального ана-
лиза процессов состоит в том, что они базируются на предположении
о «плоскостном» характере процесса. Процесс представляется графом,
отражающим последовательность (алгоритм) действий, приводящих к
требуемому результату. Однако при рассмотрении гибкого процесса неце-
лесообразно опираться только на «плоский» алгоритм, важно как мини-
мум выполнить декомпозицию подпроцессов и построить их иерархию, а
также в перспективе учесть иные его аспекты: обрабатываемые объекты
(данные), исполнителей и структуру их взаимодействия.

Традиционные методы интеллектуального анализа процессов требу-
ют доработки применительно к задаче построения модели гибкого про-
цесса. Доработанный метод должен обеспечивать учет дополнительного
аспекта процесса — иерархии его действий, а также возможность эффек-
тивного отсечения избыточных действий при конфигурировании модели
процесса.
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7 Cинтез систем автоматического
управления как гибкий процесс

В концепцию гибкого процесса инженерно-конструкторской приро-
ды укладывается почти любой метод синтеза систем автоматического
управления (САУ), поскольку даже на стадии работы с готовыми моде-
лями практически каждый из них включает ситуации, рассмотренные
в разделе 5, причем во многих процессных фазах. По завершении это-
го готовый результат в виде определившейся структуры регулятора и
конкретных настроек параметров управления может быть принят или
отвергнут после тестирования на возмущениях переходных процессов
стандартных типов, что носит принципиально компараторный (каче-
ственный, см. п.3) характер. Всё это создает значительные трудности
для автоматизации практически всех методов синтеза САУ даже при
наличии рабочей модели объекта и использовании стандартных блоков
регулятора [39, 50].

Рассмотрим как гибкий процесс полиномиальный синтез линейных
стационарных САУ пониженного порядка с применением критических
корневых диаграмм [51–53], осуществляемый в так называемой частот-
ной области, т.е. после применения преобразования Лапласа к диффе-
ренциальным или дифференциально-алгебраическим [54] уравнениям
динамических систем. Исходным материалом являются следующие со-
ставляющие:

(1) математическая модель объекта (plant) в виде его передаточной
функции для одноканального и передаточной матрицы для многока-
нального случаев Pl(s) = Npl(s)Dpl(s)

−1;
(2) технически допустимые компоновки регулятора (controller): чис-

ло управляющих воздействий и создающие их стандартные блоки, уз-
лы, где они прилагаются, и др.— т.е. приемлемые передаточные функции
(матрицы) регулятора Con(s) = Dc(s)

−1Nc(s), в числители которых, как
правило, входят настраиваемые параметры управления C; возможно,
что для последних будут заданы также некоторые границы значений;

(3) формализация требований к замкнутой системе (т.е. паре объект–
регулятор с отрицательной обратной связью) в виде условий на распо-
ложение полюсов системы — корней z1, . . . , zn ее характеристического
многочлена — в левой комплексной полуплоскости: например, желае-
мого значения степени устойчивости α, предельной колебательности β
(т.е. выполнения неравенств maxRezl ≤ −α < 0 и max |Imzl/Rezl| < β)
и др.; здесь задается вид целевой области и формула α-градуировки,
алгебраически выраженной через значения z1, . . . , zn [51, 54].
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Таким образом, в качестве начального условия (см. ниже оговорку о
предварительной стадии для систем с запаздыванием) задается харак-
теристический многочлен замкнутой системы

fn(s) = det(Npl(s)Nc(s) +Dpl(s)Dc(s));

здесь матричная форма и введение определителя det обусловлены не-
сколькими каналами управления, т.е. наличием двух и более управляю-
щих воздействий и контролируемых величин (их число предполагается
одинаковым); для одноканальной системы определителя не нужно.

Важно, что многочлены (матрицы) Npl(s), Dpl(s) полностью заданы,
а многочлены (матрицы) Nc(s), Dc(s) включают в свои коэффициенты
параметры регулирования C, причем для одноканальной системы коэф-
фициенты характеристического многочлена зависят от них линейно.

Итак, на входе процесса заданы: число k параметров регулятора, сам
свободный вектор C этих параметров и характеристический многочлен
fn(s) степени n > k; кроме того, α-градуировка — целевая функция,
зависящая от расположения характеристических корней {zl}; послед-
нюю нужно минимизировать и убедиться, что ее значения не превыша-
ют некоторого отрицательного числа, иногда заданного.

На выходе нужно получить структуру регулятора и значение C∗ век-
тора его параметров, при которых полюса системы минимизируют це-
левую функцию или удовлетворяют требованиям к ее значению.

Процесс включает в себя несколько стадий.
Предварительная стадия для систем с запаздыванием состоит в вы-

боре аппроксимации Паде для экспоненты в передаточной функции объ-
екта, которая обеспечивала бы удовлетворительное качество модели [50].

Первая стадия: выбор целесообразной структуры регулятора, как
правило, состоящей из нескольких стандартных блоков — пропорцио-
нального, интегрального, дифференциального, апериодического (П, И,
Д, Ап, см. [50]); но стоит отметить и нестандартные возможности —
гироскопической стабилизации [55] и др.

Вторая стадия: при небольших k — перечисление критических кор-
невых диаграмм Dj и соответствующих им корневых многочленов pχ(s),
в коэффициенты которых входят корневые координаты χ; это соответ-
ствие жестко определяется корневой диаграммой и α-градуировкой, [52]
— или же, при бóльших k, перечисление самих корневых многочленов
[53]. Вектор корневых координат χ однозначно задает положение неко-
торого набора «правых» корней, которые должны лежать на правой
границе целевой области [51].

Третья стадия: исследование реализуемости критических диаграмм
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— деление многочлена fn(s) на корневой pχ(s) и исследование остатка
rχ,C(s) от деления:

(1) имеет ли решение уравнение rχ,C(s) ≡ 0 как система алгебраиче-
ских уравнений для коэффициентов остатка; в соответствии с [22], это
первый тип предиката, зависящий от вектора C и выражающий необхо-
димое условие реализуемости корневой диаграммы;

(2) нет ли во множестве решений уравнения других корней (помимо
тех, которые задаются координатами χ), расположенных правее, чем
эти χ-корни — или же самыми правыми оказываются χ-корни; это вто-
рой тип предиката, выражающий достаточное условие реализуемости
диаграммы;

(3) выполняется ли при таком расположении ограничения для α-
градуировки — это третий тип предиката, фактически означающий на-
личие приемлемых решений при выбранной структуре регулятора.

Пункт (1) допускает преобразование системы уравнений: выражение
некоторых корневых координат через другие координаты и парамет-
ры управления с последующей подстановкой полученных выражений
в оставшиеся уравнения. Если при исходной системе полиномиальных
уравнений rχ,C(s) ≡ 0 решение не обнаруживается, то после исключе-
ния той или иной корневой координаты оно иногда может быть найдено
стандартной вычислительной процедурой (см. [50]; стоит упомянуть и о
других сложностях и возможностях преобразования, связанных со спе-
цификой задачи недифференцируемой оптимизации [56]).

Четвертая стадия: сравнить полученные решения (а) по достиг-
нутым значениям α-градуировки — чем они меньше, тем выше эффек-
тивность регулятора по степени устойчивости и др., и (б ) по размерам
области в пространстве параметров C, где α-градуировка не превосхо-
дит значения α∗ + ε — чем эта область больше, тем выше робастность
регулятора. Если пункты (a) и (б ) не содержат удовлетворительных
результатов, нужно вернуться к первой стадии и изменить структуру
регулятора или постоянные времени для Ап-регулятора; это повторение
выбора регулятора носит не вполне итеративный характер.

Пятая и последняя стадия: сравнение полученных моделей замкну-
той системы по импульсной характеристике — отклику замкнутой си-
стемы на типичные возмущения — в полном соответствии с понятием
компараторной идентификации оптимальной САУ.

Как мы видим, на стадиях с предварительной до третьей создаются
характерные для гибких процессов древовидные разветвления [22].

Автоматизация процесса синтеза замкнутой САУ с помощью неко-
торого программного комплекса предусматривает настройку всей по-
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следовательности действий как гибкого процесса в полном согласии с
концепцией ван дер Аалста [57].

8 Заключение

В настоящее время область интеллектуального анализа процессов яв-
ляется быстро развивающейся научной областью, захватывающей ост-
роактуальные явления практики [25, 27]. В этой сфере разрабатываются
методы моделирования дискретных процессов на основе анализа после-
довательностей событий, отражающих их выполнение; эти последова-
тельности представлены в виде файлов логов. При этом предполага-
ется наличие лишь приблизительного, часто неформализованного (вер-
бального) описания процесса. Сложность построения адекватной моде-
ли процесса на основе анализа логов связана с необходимостью отобра-
зить все возможные варианты поведения процесса на основе исследо-
вания следов его выполнения. Особенно остро проблема адекватности
модели стоит для гибких процессов, допускающих множество версий их
осуществления и адаптируемых к предметной области отсечением из-
быточных ветвей. Существующие методы процессного моделирования
ориентированы в первую очередь на построение традиционного процес-
са с жестко заданной последовательностью действий. Обычно при по-
строении модели гибкого процесса выполняется либо объединение су-
ществующих моделей жестких процессов, либо объединение логов, либо
дополнение существующей модели [22, 58, 59]. Однако при моделиро-
вании гибкого процесса с адаптируемой структурой необходимо фак-
торизовать избыточность логики его поведения путем иерархизации,
что предопределяет важность формализации такого процесса метода-
ми process mining, а также расширяет возможности применения в этой
области искусственного интеллекта. Подводя итоги всего вышесказанно-
го, можно выделить следующие основные положения: 1) рассмотрение
основных особенностей и структурных элементов модели гибкого дис-
кретного процесса преобразования ресурсов показывает важность кон-
фигурирования и иерархического представления процесса; 2) существу-
ющие методы интеллектуального анализа процессов ориентированы на
построение моделей для процессов жесткой структуры, которые, как
правило, не позволяют рассматривать процесс с различной степенью
детализации и тем самым затрудняют его восприятие и настройку; 3)
аппарат АКП позволяет идентифицировать разнообразные структуры
на основе ограниченного входного набора признаков, что обеспечива-
ет возможность выделения структуры гибкого процесса (в том числе
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иерархической) на основе анализа логов; 4) модель гибкого процесса,
включая его иерархический аспект, расширяет рамки применения ис-
кусственного интеллекта на чрезвычайно широкий круг задач — от ав-
томатизации инженерно-технических разработок до обработки текстов
на естественном языке.
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1 Introduction

The fact of linear and circular ordering of groups is known. Next came
the generalization n-spherical orderability. In this work, spherical spectra
for finitely given groups are considered, since the study of this issue on
finite groups is the starting point for studying on arbitrarily given ones. To
determine the spherical spectrum, a program was developed that verifies the
fulfillment of the axioms.

2 Some spectra of spherical orderability of

finite groups

Let x be a n-tuple (x1, . . . , xn), σ be a permutation of degree n. Then
the tuple (xσ(1), . . . , xσ(n)) is denoted by xσ.

Definition [1, 2]. The following generalization of linear and circular
orders produces an n-ball, or n-spherical, or n-circular order relation, for
n ≥ 2, which is described by an an n-ary relation Kn satisfying the following
conditions:

(nso1) If x ∈ An and σ is a transposition on {1, 2, . . . , n}, then x ∈ Kn

or xσ ∈ Kn;
(nso2) If x ∈ An and σ is a transposition on {1, 2, . . . , n}, then x ∈ Kn

or xσ ∈ Kn iff there are distinct indices i and j such that xi = xj;
(nso3) For any x ∈ Kn and any element t ∈ A, there is an index i such

that (x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn) ∈ Kn

Definition [1]. A group G is called (agreed) n-spherically ordered, or
n-s-ordered, if G is provided with a n-spherical order Kn such that for any

127



128 A.S. Savin

(x1, . . . , xn) ∈ Kn and any y ∈ G the tuples (x1y, . . . , xny) and (yx1, . . . , yxn)
belong to Kn.

A group G is called n-spherically orderable, or n-s-orderable, if G has a
n-spherically ordered expansion. A group G is called spherically orderable
if it is n-spherically orderable for some n.

For a group G we define its spectrum Spso of spherical orderability, or
spherical spectrum, as follows:

Spso(G) = {n ∈ ω \ {0, 1} | G is n-spherically orderable} (1)

A group G is called totally spherically orderable, or totally s-orderable,
if G has maximal spectrum of spherical orderability, i.e. Spso(G) = ω \ {0,
1}.

A group G is called almost totally spherically orderable, or almost totally
sorderable, if Spso(G) is a cofinite subset of ω.

A group G is (almost) not s-orderable in any way if Spso(G) is empty
(respectively, finite).

If |G| = n, then ω \ n ⊆ Spso(G).

3 Algorithm

Explanation

1. ∀n : 2 < n ≤ |G| , G - consider group. Form tuples of n length with
pairwise different elements.

2. Collect n!
2

permutations with επ = 1 from all formed tuples.

3. Collect unique Orb(p) obtained by left and right group multiplication,
where p is permutation with επ = 1.

4. Check if in set of Orb(p) contains permutation pi with επ = −1 for pj,
where i 6= j.

5. If set of Orb(b) contains the above permutation - there is no n-spherical
order for G.

A Project structure

CMakeLists.txt

spherical order.hpp

spherical order.cpp
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B Source code

SphericalOrderableGroup is a class, that loads Cayley table by load method.
Method isOredered(n) - returns true if group is n-ordered, otherwise false.
Method isOrdered() - returns map of associated boolean values with n-
orderability.

CMakeLists.txt
1 cmake minimum required (VERSION 3 .27 )
2
3 p r o j e c t ( s p e r i c a l o r d e r VERSION 1.0 DESCRIPTION ” l i b r a r y f o r s ph e r i c a l order ” )
4
5 s e t (CMAKECXX STANDARD 20)
6 s e t (SOURCE sph e r i c a l o r d e r . cpp )
7
8 f ind package ( Boost REQUIRED COMPONENTS conta ine r )
9

10 add l i b r a ry ( ${PROJECT NAME} STATIC ${SOURCE})
11
12 t a r g e t l i n k l i b r a r i e s ( ${PROJECT NAME} PRIVATE Boost : : conta ine r )

sspherical order.hpp
1 #pragma once
2
3 #include <s t r ing>
4 #include <map>
5 #include <vector>
6 #include <unordered set>
7
8 namespace so
9 {

10
11 using c a y l e t a b l e t = std : : vector<std : : vector<std : : s t r i ng >>;
12
13 class Spher ica lOrderableGroup
14 {
15 public :
16 expl ic i t Spher ica lOrderableGroup ( const c a y l e t a b l e t & cayleyTable ) ;
17 Spher ica lOrderableGroup ( ) = default ;
18 ˜ Spher ica lOrderableGroup ( ) = default ;
19
20 void load ( const c a y l e t a b l e t & cayleyTable ) noexcept ;
21 [ [ nod i scard ] ] std : : map<std : : u in t8 t , bool> i sOrdered ( ) const noexcept ;
22 [ [ nod i scard ] ] bool i sOrdered ( std : : u i n t 8 t n) const noexcept ;
23 void printCayleyTable ( char s epara to r ) const noexcept ;
24
25 private :
26 [ [ nod i scard ] ] std : : vector<std : : vector<std : : u in t8 t>> l e f tO r b i t s (
27 const std : : vector<u int8 t> & sequence ) const noexcept ;
28 [ [ nod i scard ] ] std : : vector<std : : vector<std : : u in t8 t>> r i gh tOrb i t s (
29 const std : : vector<u int8 t> & sequence ) const noexcept ;
30
31 std : : vector<std : : vector<int>> cay leyTable ;
32 std : : vector<std : : u in t8 t> group ;
33 std : : map<std : : s t r i ng , std : : u in t8 t> a s s o c i a t i o n ;
34 std : : map<std : : u in t8 t , std : : s t r i ng> i n v e r s eA s s o c i a t i o n ;
35 } ;
36
37 } // namespace so

spherical order.cpp
1 #include ” s ph e r i c a l o r d e r . hpp”
2
3 #include <boost / conta ine r hash /hash . hpp>
4
5 #include <future>
6 #include <unordered map>
7
8 #include <iostream>
9 #include <b i t s / range s a l go . h>

10
11 namespace so
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12 {
13
14 namespace
15 {
16
17 [ [ nod i scard ] ] constexpr auto b inomina lCoe f f i c i en t ( const auto n , const auto k )
18 {
19 return std : : tgamma(n + 1) / ( std : : tgamma(k + 1) ∗ std : : tgamma(n − k + 1) ) ;
20 }
21
22 template <typename T>
23 [ [ nod i scard ] ] std : : vector<std : : vector<T>> generateCombinations ( const std : : vector<T> &

source , const std : : u i n t 8 t k )
24 {
25 const auto n = source . s i z e ( ) ;
26
27 std : : vector<std : : vector<T>> combinations ;
28 combinations . r e s e r v e ( b inomina lCoe f f i c i en t (n , k ) ) ;
29
30 std : : vec tor bitmask (k , true ) ;
31 bitmask . r e s i z e (n , fa l se ) ;
32
33 do
34 {
35 std : : vector<T> combination ;
36 combination . r e s e r v e (k ) ;
37
38 for (auto i = 0 ; i < n ; ++i )
39 {
40 i f ( bitmask [ i ] )
41 {
42 combination . emplace back ( source [ i ] ) ;
43 }
44 }
45 combinations . emplace back ( combination ) ;
46 } while ( std : : prev permutat ion ( bitmask . begin ( ) , bitmask . end ( ) ) ) ;
47 return combinations ;
48 }
49
50 [ [ nod i scard ] ] std : : vector<std : : vector<std : : u in t8 t>> f i ndCyc l e s (
51 const std : : vector<std : : u in t8 t> & sequence ,
52 const std : : vector<std : : u in t8 t> & permutation ) noexcept
53 {
54 std : : vector<std : : vector<std : : u in t8 t>> c y c l e s ;
55 std : : vec tor v i s i t e d ( sequence . s i z e ( ) , fa l se ) ;
56 std : : unordered map<std : : u in t8 t , std : : u in t8 t> valueToIndex ;
57
58 for (auto i = 0 ; i < sequence . s i z e ( ) ; ++i )
59 {
60 valueToIndex [ sequence [ i ] ] = i ;
61 }
62
63 for (auto i = 0 ; i < sequence . s i z e ( ) ; ++i )
64 {
65 i f ( v i s i t e d [ i ] )
66 {
67 continue ;
68 }
69
70 std : : vector<std : : u in t8 t> cy c l e ;
71 auto s t a r t = i ;
72
73 while ( ! v i s i t e d [ s t a r t ] )
74 {
75 cyc l e . push back ( sequence [ s t a r t ] ) ;
76
77 v i s i t e d [ s t a r t ] = true ;
78 s t a r t = valueToIndex [ permutation [ s t a r t ] ] ;
79 }
80 cy c l e s . push back ( cy c l e ) ;
81 }
82 return c y c l e s ;
83 }
84
85 [ [ nod i scard ] ] bool isEvenPermutation (
86 const std : : vector<std : : u in t8 t> & sequence ,
87 const std : : vector<std : : u in t8 t> & permutation ) noexcept
88 {
89 return ( sequence . s i z e ( ) − f i ndCyc l e s ( sequence , permutation ) . s i z e ( ) ) % 2 == 0 ;
90 }
91
92 [ [ nod i scard ] ] bool isOddPermutation (
93 const std : : vector<std : : u in t8 t>& sequence ,
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94 const std : : vector<std : : u in t8 t>& permutation ) noexcept
95 {
96 return ! isEvenPermutation ( sequence , permutation ) ;
97 }
98
99 } // unnamed namespace

100
101 Spher icalOrderableGroup : : Spher ica lOrderableGroup ( const c a y l e t a b l e t & cayleyTable )
102 {
103 load ( cayleyTable ) ;
104 }
105
106 std : : map<std : : u in t8 t , bool> Spher ica lOrderableGroup : : i sOrdered ( ) const noexcept
107 {
108 std : : map<std : : u in t8 t , bool> hasOrder ;
109 for (auto i = 3 ; i <= group . s i z e ( ) ; ++i )
110 {
111 hasOrder [ i ] = isOrdered ( i ) ;
112 }
113 return hasOrder ;
114 }
115
116 bool Spher ica lOrderableGroup : : i sOrdered ( const std : : u i n t 8 t n) const noexcept
117 {
118 using vector hash = boost : : hash<std : : vector<std : : u in t8 t >>;
119
120 std : : unordered set<std : : vector<std : : u in t8 t >, vector hash> o r b i t s ;
121 std : : unordered set<std : : vector<std : : u in t8 t >, vector hash> even permutat ions ;
122
123 for ( const auto & combination : generateCombinations ( group , n) )
124 {
125 auto permutation = combination ;
126 do
127 {
128 i f ( isEvenPermutation ( combination , permutation ) )
129 {
130 even permutat ions . emplace ( permutation ) ;
131 }
132 }
133 while ( std : : ranges : : next permutat ion ( permutation . begin ( ) , permutation . end ( ) ) .

found ) ;
134
135 for ( const auto & current permutat ion : even permutat ions )
136 {
137 for ( const auto & orb i t : l e f tO r b i t s ( current permutat ion ) )
138 {
139 o r b i t s . emplace ( o rb i t ) ;
140 }
141 for ( const auto & orb i t : r i gh tOrb i t s ( current permutat ion ) )
142 {
143 o r b i t s . emplace ( o rb i t ) ;
144 }
145 }
146 }
147
148 std : : vector<std : : future<bool>> f u tu r e s ;
149 f u tu r e s . r e s e r v e ( o r b i t s . s i z e ( ) ) ;
150 for ( const auto & f i r s t o r b i t : o r b i t s )
151 {
152 fu tu r e s . emplace back ( std : : async ( std : : launch : : async , [ this , &orb i t s , &

f i r s t o r b i t , n ] ( )
153 {
154 return std : : ranges : : a l l o f (
155 o r b i t s . begin ( ) ,
156 o r b i t s . end ( ) ,
157 [ this , & f i r s t o r b i t , n ] ( const auto & second o rb i t )
158 {
159 i f (n == group . s i z e ( ) )
160 {
161 i f ( f i r s t o r b i t == second o rb i t )
162 {
163 return true ;
164 }
165 }
166 else
167 {
168 auto f i r s t s o r t e d = f i r s t o r b i t ;
169 auto s e cond so r t ed = se cond o rb i t ;
170
171 std : : s o r t ( f i r s t s o r t e d . begin ( ) , f i r s t s o r t e d . end ( ) ) ;
172 std : : s o r t ( s e cond so r t ed . begin ( ) , s e cond so r t ed . end ( ) ) ;
173
174 i f ( f i r s t s o r t e d != second so r t ed )
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175 {
176 return true ;
177 }
178 }
179
180 auto isOdd = isOddPermutation ( f i r s t o r b i t , s e cond o rb i t ) ;
181
182 i f ( isOdd )
183 {
184 return fa l se ;
185 }
186
187 return true ;
188 }) ;
189 }) ) ;
190 }
191
192 for (auto & futur e : f u tu r e s )
193 {
194 // i f one or more o r b i t i s odd permuta t ion o f o t h e r o r b i t − than not ordered
195 i f ( ! f u tu r e . get ( ) )
196 {
197 return fa l se ;
198 }
199 }
200
201 return true ;
202 }
203
204 void Spher ica lOrderableGroup : : pr intCayleyTable ( const char s epara to r ) const noexcept
205 {
206 for ( const auto & row : cay leyTable )
207 {
208 for ( const auto & item : row )
209 {
210 std : : cout << item << s epara to r ;
211 }
212 std : : cout << std : : endl ;
213 }
214 }
215
216 void Spher icalOrderableGroup : : load ( const c a y l e t a b l e t & cayleyTable ) noexcept
217 {
218 const auto s i z e = cayleyTable . s i z e ( ) ;
219 const auto & group = cayleyTable . f r on t ( ) ;
220
221 for (auto i = 0 ; i <s i z e ; ++i )
222 {
223 a s s o c i a t i o n [ group [ i ] ] = i ;
224 i nv e r s eA s s o c i a t i o n [ i ] = group [ i ] ;
225 }
226
227 for (auto i = 0 ; i < s i z e ; ++i )
228 {
229 group . push back ( a s s o c i a t i o n [ group [ i ] ] ) ;
230 }
231
232 cay leyTable . r e s i z e ( s i z e ) ;
233 for (auto & row : cay leyTable )
234 {
235 row . r e s i z e ( s i z e ) ;
236 }
237
238 for (auto i = 0 ; i < cayleyTable . s i z e ( ) ; ++i )
239 {
240 for (auto j = 0 ; j < cayleyTable [ i ] . s i z e ( ) ; ++j )
241 {
242 cay leyTable [ i ] [ j ] = a s s o c i a t i o n [ cayleyTable [ i ] [ j ] ] ;
243 }
244 }
245 }
246
247 std : : vector<std : : vector<std : : u in t8 t>> Spher icalOrderableGroup : : l e f tO r b i t s (
248 const std : : vector<u int8 t> & sequence ) const noexcept
249 {
250 std : : vector<std : : vector<std : : u in t8 t>> o r b i t s ;
251
252 for ( const auto & g : group )
253 {
254 std : : vector<std : : u in t8 t> o rb i t ;
255 o rb i t . r e s e r v e ( sequence . s i z e ( ) ) ;
256
257 for ( const auto i : sequence )
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258 {
259 o rb i t . push back ( cay leyTable [ g ] [ i ] ) ;
260 }
261 o r b i t s . push back ( o rb i t ) ;
262 }
263 return o r b i t s ;
264 }
265
266 std : : vector<std : : vector<std : : u in t8 t>> Spher icalOrderableGroup : : r i gh tOrb i t s (
267 const std : : vector<u int8 t> & sequence ) const noexcept
268 {
269 std : : vector<std : : vector<std : : u in t8 t>> o r b i t s ;
270
271 for ( const auto & g : group )
272 {
273 std : : vector<std : : u in t8 t> o rb i t ;
274 o rb i t . r e s e r v e ( sequence . s i z e ( ) ) ;
275
276 for ( const auto i : sequence )
277 {
278 o rb i t . push back ( cay leyTable [ i ] [ g ] ) ;
279 }
280 o r b i t s . push back ( o rb i t ) ;
281 }
282 return o r b i t s ;
283 }
284
285 } // namespace so

C Results

The following are Cayley tables to describe the groups. As well as conclu-
sions about the spectrum obtained programmatically, allowing one to declare
spherical order.

Cayley table for D3

· R0 R1 R2 S0 S1 S2

R0 R0 R1 R2 S0 S1 S2

R1 R1 R2 R0 S1 S2 S0

R2 R2 R0 R1 S2 S0 S1

S0 S0 S2 S1 R0 R2 R1

S1 S1 S0 S2 R1 R0 R2

S2 S2 S1 S0 R2 R1 R0

Spso(D3) = ω \ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Cayley table for GF (22)

· 0 1 A A+ 1
0 0 0 0 0
1 0 1 A A+ 1
A 0 A A+ 1 1

A+ 1 0 A+ 1 1 A

Spso(GF (22) = ω \ {0, 1, 2}.
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Cayley table for C7

· 1 A B C D E F
1 1 A B C D E F
A A B C D E F 1
B B C D E F 1 A
C C D E F 1 A B
D D E F 1 A B C
E E F 1 A B C D
F F 1 A B C D E

Spso(D7) = ω \ {0, 1, 2, 4, 6}.

Cayley table for U8

· 3 5 1 7
3 1 7 3 5
5 7 1 5 3
1 3 5 1 7
7 5 3 7 1

Spso(U8) = ω \ {0, 1, 2, 3}.

Cayley table for V4

· 1 a b ab
1 1 a b ab
a a 1 ab b
b b ab 1 a
ab ab b a 1

Spso(V4) = ω \ {0, 1, 2, 3}.

Cayeley table for Q8

· 1 −1 i −i j −j k −k
1 1 −1 i −i j −j k −k
−1 −1 1 −i i −j j −k k
i i −i −1 1 k −k −j j
−i −i i 1 −1 −k k j −j
j j −j −k k −1 1 i −i
−j −j j k −k 1 −1 −i i
k k −k −j j −i i 1 −1
−k −k k j −j i −i −1 1

Spso(Q8) = ω \ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
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A group G is called CSA (conjugately separated abelian) if every maxi-
mal abelian subgroup of G is malnormal. This means that if H is a maximal
abelian subgroup of G and x ∈ G \H then H ∩Hx = 1. The class of CSA
groups is quite wide and has very serious roles in the study of residually free
groups, universal theory of non-abelian free groups, limit groups, exponen-
tial groups and equational domains in algebraic geometry over groups (see
[2], [3], [10] , and [11]). Another class of groups which has been studied
extensively is the class of CT (commutative transitive) groups. A group is
CT if commutativity is a transitive relation on the set of its non-identity
elements. Despite this simple definition, the class of CT groups has also a
crucial role in the study of residually free groups and so it has a close con-
nection with CSA groups. Every CSA group is CT but the converse is not
true. In the presence of residual freeness, both properties are equivalent, a
theorem which is proved by B. Baumslag (see [1]).

During the past few decades, there have been many attempts to study
these classes and their generalizations. A generalization of CT groups is
introduced in [4] to extend the above mentioned theorem of B. Baumslag.
Many interesting relations between CSA and CT groups are presented in [7]
as well as an excellent account of the previous works.

It seems that the idea of CT and CSA groups is a small part of a very
general concept. Suppose X is a variety of groups (it can even be a universal
class or even an inductive class of groups closed under subgroup). A group
G can be called XT then, if and only if for any two X-subgroups K1, K2 ≤ G
the assumption K1 ∩ K2 6= 1 implies that 〈K1, K2〉 is also an X-group.
Similarly, we call a group G a CSX group if all of its maximal X-subgroups

136
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are malnormal.
Although it seems that most parts of our work can be developed for many

general classes X, we focus only on the variety of nilpotent groups of class
at most k. Let’s denote this variety by Nk. Hence, we call a group NTk

(nilpotency transitive of class k) if for any two Nk-subgroups K1 and K2, the
assumption K1 ∩K2 6= 1 implies that 〈K1, K2〉 is nilpotent of class at most
k. Also a group G is CSNk (conjugately separated nilpotent of class k) if
and only if every maximal Nk-subgroup of G is malnormal. The case k = 1
obviously coincides with the ordinary CT and CSA groups. It is also easy to
see that the property CSA implies CSNk: this is true as in every non-abelian
CSA group, solvable subgroups are abelian, so the maximal Nk-subgroups
are automatically abelian. However, there is no implications of the form
NTk → CT or CSNk → CSA (the second implication is not true as not
every maximal abelian subgroup is necessarily a maximal Nk-subgroup).

1 Basic results

The classes of CSNk and NTk groups share many similar properties with
the classical cases of CSA and CT groups. Some of these properties are listed
below and the reader may see [14] for the proofs. The first result generalizes
the fact CSA → CT.

Proposition ([14]). Every CSNk group is a NTk group.

The next result shows that non-Nk-groups with the property NTk are
indecomposable, as in the case of ordinary CT groups.

Proposition ([14]). Suppose G is an NTk group. If G is decomposable
into the direct product of non-trivial subgroups, then it is a Nk-group.

Another characterization of NTk- groups is given in the next statement.

Proposition ([14]). Suppose for every pair of distinct maximal Nk-
subgroups H1 and H2 we have H1 ∩H2 = 1. Then G is NTk. The converse
is also true.

Centralizers play a crucial role in the study of ordinary CT and CSA
groups. One may see an important link between CSA groups and extension
by the centralizers in the fundamental works of Myasnikov and Remeslen-
nikov (see [10] and [11]). In the case of NTk groups, we need the following
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definition. For every element x in a group G we define a subset

Ck
G(x) = {y ∈ G : 〈x, y〉 ∈ Nk}.

Note that this set contains the centralizer CG(x) but of course it is not a
subgroup in general. However, the situation will be changed in the presence
of the property NTk.

Proposition ([14]). A group G is NTk if and only if for any non-identity
element x ∈ G, the set Ck

G(x) is a Nk-subgroup. If G is NTk then for all
non-identity element x ∈ G, the subgroup Ck

G(x) is a maximal Nk-subgroup
and every maximal Nk-subgroup has this form.

As a result we have the following.

Proposition ([14]). Let G be a CSNk group and H be a subgroup of G.
Then H is also CSNk.

Using the above result, one can see that in any CSNk group, every solv-
able subgroup is nilpotent of class at most k. Indeed, if H is such a subgroup,
then H itself is a CSNk group. Suppose n is the derived length of H. Then
H(n−1) is a non-trivial normal abelian subgroup of H. Consequently, a max-
imal Nk-subgroup M ≤ H which contains H(n−1) cannot be malnormal ex-
cept in the case when M = H. Hence H must be nilpotent of class at most k.

More is true for the classes of NTk and CSNk groups: they are both
axiomatizable by universal sentences. In order to show this, first we need an
easy observation from elementary group theory. Suppose X is an arbitrary
subset of a group G. By the notation [X,kX] we denote the set of all
simple commutators of length k + 1 made by the elements of X. A simple
argument shows that if G = 〈X〉 then γk+1(G) = 〈[X,kX]G〉 where γk+1(G)
is the (k + 1)-th term of the lower central series of G. This implies that G
is Nk provided that for some generating subset X we have [X,kX] = 1.

Now, for any elements x and y in a group G, suppose Q(x, y) is the first
order sentence ∧

x1,...,xk+1∈{x,y}

[x1, . . . , xk+1] ≈ 1.

Note that we prefer to use the notation ≈ for equality in the first order
language of groups rather the ordinary =. By the above observation the
sentence Q(x, y) is true in G if and only if 〈x, y〉 is Nk.
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Using this notation the following sentence

(Subgp) ∀x∀y1, y2 : ((x 6≈ 1 ∧Q(x, y1) ∧Q(x, y2))→ Q(x, y−11 y2))

says that for all non-identity element x the subset Ck
G(x) is a subgroup and

similarly the sentence

(Nil) ∀x∀y1, . . . , yk+1 : ((x 6≈ 1) ∧
k+1∧
i=1

Q(x, yi))→ [y1, . . . , yk+1] ≈ 1)

means that Ck
G(x) is nilpotent of class at most k for each non-identity x.

Consequently, the property of being NTk can be translated to the universal
first order sentence Subgp + Nil. In the case of CSNk groups every maximal
Nk-subgroup has the form of Ck

G(x) for some non-trivial element x, so G is
CSNk if and only if it is NTk and for all non-identity element x ∈ G, the
subgroup Ck

G(x) is malnormal. Hence, if we consider the sentence

(Mal) ∀x, y, z : ((x, y 6≈ 1 ∧Q(x, y) ∧Q(x, yz))→ Q(x, z))

then the property of being CSNk can be described by the universal sentence
Subgp + Nil + Mal. As a result we have

Proposition ([14]). The classes NTk and CSNk are universal. Hence any
ultraproduct of NTk groups is NTk, and any ultraproduct of CSNk groups
is CSNk.

There is one more elementary property of NTk groups. It is similar prop-
erty of CT groups.

Proposition ([14]). Let G be an NTk group. Then we have the follow-
ing.

1- If G is torsion-free and xm = yn for some elements x, y ∈ G and some
integers m and n, then 〈x, y〉 is a Nk-subgroup.

2- If G is torsion-free and xn = yn for some elements x, y ∈ G and some
integer n, then x = y.

3- If G is not a Nk-group then Z(G) = 1 (and hence G is not nilpotent).

The next result shows that the class CSNk is also closed under free prod-
uct if we avoid groups containing involutions. This is exactly the same
property as in [11] for CSA groups and to prove it we only need to mimic
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the proof in the CSA case.

Proposition ([14]). Suppose A and B are CSNk groups without ele-
ments of order 2. Then the free product G = A ∗B is also CSNk.

Examples of CSNk and NTk groups, as well as NTk groups which are not
CSNk are given in [14]. It is known that every finite CSA group is abelian.
The structure of finite CT groups are completely determined. In [14], we
showed that finite CSNk groups are nilpotent of class at most k.

Proposition ([14]). Every finite CSNk group is nilpotent of class at
most k.

In [4] it is shown that a CT group is not CSA if and only if it has a non-
abelian subgroup which contains a non-trivial abelian normal subgroup. We
showed that this can be generalized to the case of NTk groups.

Theorem ([14]). An NTk group G is not CSNk if and only if it has
a subgroup G0 which is not Nk and G0 itself contains a non-trivial Nk-
subgroup which is normal in G0.

2 A generalization of residually free groups

Fix a finitely generated free element of the variety Nk, say A. The free
product of any non-empty family of copies of A will be called an A-free
group. For example, in the most trivial case, the concepts of Z-free group
and ordinary free group are equivalent. Note that every A-free group is
CSNk as A is torsion-free. A group G is called residually A-free if for every
non-identity element g ∈ G there exists a homomorphism α from G to some
A-free group such that α(g) 6= 1. We call G fully residually A-free if and
only if for any finite set of non-identity elements g1, . . . , gn ∈ G there exists
a homomorphism α from G to some A-free group such that α(gi) 6= 1 for all
1 ≤ i ≤ n.

Proposition ([14]). Let G be a fully residually A-free group. Then G is
CSNk.

B. Baumslag showed in [1] that the properties of being CT and CSA
are equivalent if the given group is residually free. We proved a more gen-
eral form of the above result. A theorem of Jennings (see [8]) says that
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every finitely generated torsion-free nilpotent group embeds into UT(r,Z),
the group of unipotent upper triangular integral matrices for some r. This
implies that such a group is linear and hence it is equationally noetherian
in the sense of [2]. So we can prove:

Theorem ([14]). A group G is fully residually A-free if and only if it is
NTk and residually A-free.

As a results, we have:

Corollary ([14]). Let G be a NTk group. If there is a finitely generated
free element A in the variety Nk such that G is residually A-free, then G is
CSNk.

3 Equational domains

We use the same notations as in [2] and [6]. Suppose G is a group and
X = {x1, x2, . . . , xn} is a set of variables. Let F[X] be the free group gener-
ated by X and G[X] = G ∗ F[X] be the free product of G and F[X]. Every
element G[X] is a group word in variables x1, x2, . . . , xn and coefficients from
G. If w(x1, . . . , xn) ∈ G[X], then w(x1, . . . , xn) ≈ 1 is called a group equa-
tion. Suppose H is a group containing G as a distinguished subgroup. Then
we call H a G-group. For a given equation w(x1, . . . , xn) ≈ 1, the set

{(h1, . . . , hn) ∈ Hn : w(h1, . . . , hn) = 1}

is the solution set of the given equation in H. A system of equations with
coefficients from G is any set of equations S ≈ 1, where S ⊆ G[X]. The
algebraic set corresponding to this system is the set of all common solutions
of all equations in S ≈ 1 in Hn. We denote this algebraic set by VH(S).

A topology can be defined on Hn using the collection of algebraic sets as
a sub-base of closed sets: every algebraic set, every finite union of algebraic
sets, and every arbitrary intersection of unions of algebraic sets, is closed.
This is called the Zariski topology on Hn. This topology is Noetherian if
and only if for every S ⊆ G[X], there exists a finite subset S0 ⊆ S such that
VH(S) = VH(S0). In this case, we say that the group H is G-equationally
Noetherian. If H is G-equationally Noetherian, then every algebraic set can
be decomposed uniquely as a finite union of irreducible algebraic sets. The
group H is called a G-domain if and only if for any n, the union of every two
algebraic sets in Hn is again an algebraic set. In this case, every closed set in
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the Zariski topology is an algebraic set. There is another definition for the
concept of G-domain in terms of zero divisors. An element x ∈ H is called a
zero divisor, if there exists a non-identity element y ∈ H such that for every
g ∈ G, we have [xg, y] = 1. In [6], it is proved that a G-group H is G-domain
if and only if H does not contain any non-trivial zero divisor. It is not hard
to see that H is a G-domain if and only if it satisfies this property: for every
non-trivial subgroup K ≤ H, if G normalizes K (i.e., G ⊆ NH(K)), then the
centralizer CH(K) is trivial. This becomes more interesting in the case when
H = G. This is called Diophantine Geometry over G. In this case we use the
phrases ”equationally Noetherian” and ”domain” instead of ”G-equationally
Noetherian” and ”G-domain”, respectively. As a result, G is a domain if and
only if for every non-trivial normal subgroup K ≤ G, we have CG(K) = 1.
This picture is more clear because now, one can see that a non-abelian finite
group is a domain if and only if it is monolithic i.e., it has a unique minimal
normal subgroup. In the case of infinite groups of course, besides monolithic
groups, there are many other groups which are domain. As an example,
every non-abelian free group is a domain. This can be generalized to CSA
groups. Let G be a CSA group and K be a non-trivial normal subgroup
of G. Let CG(K) 6= 1 and so, choose a non-trivial element x ∈ G such
that [x,K] = 1. As every CSA group is commutative transitive (i.e., the
binary relation [a, b] = 1 is an equivalence relation on the set of non-trivial
elements of G), the subgroup K must be abelian. Let M be a maximal
abelian subgroup of G containing K. This subgroup M must be malnormal.
But, as K is a normal subgroup, for any g ∈ G we have K ⊆M ∩M g, which
is a contradiction. This shows that every CSA group is a domain (see also
[2]). As we mentioned before, our aim is to generalized this result to a wider
class of groups. We only consider the case of Diophantine geometry over a
group G which is the most interesting case. In order to proceed with, we
need to define one more concept. Let Y ⊆ Gn be an arbitrary subset. A
normal subgroup of G[X] can be defined as follows:

Rad(Y ) = {w ∈ G[X] : Y ⊆ VG(w ≈ 1)}.

This is the radical of Y over G. The quotient group

Γ(Y ) = G[X]/Rad(Y )

is called the coordinate group of Y . In the next section, we will need the
following unification theorem from [2].

Theorem ([2]). Let G be an equationally Noetherian domain and Y ⊆
Gn be an algebraic set. Then the following are equivalent:
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1. Y is irreducible

2. Γ(Y ) is G-equationally Noetherian G-domain

3. Γ(Y ) is fully residually G as a G-group

4. Γ(Y ) has the same universal theory as G

It is known that every CSA group is a domain. Here we have a general
form. For proofs look at [12].

Theorem ([12]). Suppose G is CSNk and not nilpotent. Then G is a
domain.

As we saw in the previous section, every (fully residually) A-free group
is CSNk. As a result, we have the following.

Corollary ([12]). Let A be a finitely generated free nilpotent group of
class k and F be an A-free group. For a positive integer n, let Y ⊆ F n be an
irreducible algebraic set. Then the coordinate group Γ(Y ) is a CSNk group.

In [14], another class of groups is introduced which generalizes CSA
groups in a new direction. This is the class of all groups, all maximal locally
nilpotent subgroups in which are malnormal. It is shown that in such a
group, for every pair K1 and K2 of locally nilpotent subgroups, K1∩K2 6= 1
implies that 〈K1, K2〉 is also locally nilpotent. It is also mentioned that
many properties of these new kind of groups coincide with CSNk groups.
We proved that every non-locally nilpotent group of this kind is also a do-
main.

Theorem ([12]). Let G be a group which is not locally nilpotent. Let
every maximal locally nilpotent subgroup of a group G be malnormal. Then
G is a domain.
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1 Введение
Известны многочисленные разновидности группоидов, тесно связан-

ные с квазигруппами (смотри, например, [1]). Одним из ярких обоб-
щений квазигрупп является тернарная квазигруппа. Аналогично как
для квазигрупп, мы рассмотрим несколько тернарных группоидов, тес-
но связанных с тернарными квазигруппами. Такие тернарные группои-
ды относятся к неассоциативным алгебраическим структурам, на основе
которых разрабатываются криптографические алгоритмы [2].

Известно широкое применение квазигрупп в криптографии (см., на-
пример, [3]). В работе [4] отмечалось, что квазигруппы могут быть очень
полезны для криптографических целей главным образом потому, что
легко определить функции кодирования и декодирования, используя
операции квазигрупп, и существует огромное количество квазигруппо-
вых операций над заданным конечным множеством. В этой же работе [4]
приводится алгоритм преобразования слов в заданном алфавите. Обоб-
щая бинарный случай этого алгоритма на тернарный случай, в работе [5]
были рассмотрены применения тернарных квазигрупп для преобразова-
ния слов. Аналогичные преобразования с помощью тернарных группо-
идов, тесно связанных с тернарными квазигруппами, будут приведены
ниже.

Исследовательской проблемой является идентификация подходящих
квазигрупп для криптографических целей. В работе [6] отмечалось, что
с алгебраической точки зрения полиномиально полные квазигруппы под-
ходят для криптографии. Этот класс квазигрупп прост, поэтому он не
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позволяет сократить пространство поиска для атаки методом перебора
[7]. Наряду с полиномиально полными квазигруппами в криптографии
можно использовать и такого же вида тернарные группоиды, тесно свя-
занные с тернарными квазигруппами. В работе [5] были исследованы
алгебраические свойства тернарных квазигрупп, такие как полиноми-
альная полнота, отсутствие нетривиальных конгруэнций. Аналогичные
исследования проведем ниже для тернарных группоидов, тесно связан-
ных с тернарными квазигруппами. Эти свойства могут сыграть важную
роль при анализе и проектировании криптографических схем на основе
тернарных группоидов, тесно связанных с тернарными квазигруппами.

2 Предварительные сведения
Напомним, что множество Q с одной тернарной операцией f называ-

ют тернарной квазигруппой, будем обозначать 〈Q, f〉, если для любых
элементов a, b, c из Q уравнения

f(x, b, c) = a, f(a, y, c) = b, f(a, b, z) = c, (1)

разрешимы однозначно ([8], стр. 6 при n = 3).
В силу однозначной разрешимости уравнений (1), на множестве Q

имеются еще три тернарные операции u, v, w, заданные по правилам

u(a, b, c) = d⇔ f(d, b, c) = a; (2)

v(a, b, c) = d⇔ f(a, d, c) = b; (3)

w(a, b, c) = d⇔ f(a, b, d) = c. (4)

Операции u, v, w и f связаны тождествами

u(f(x, y, z), y, z) = x = f(u(x, y, z), y, z), (5)

v(x, f(x, y, z), z) = y = f(x, v(x, y, z), z), (6)

w(x, y, f(x, y, z)) = z = f(x, y, w(x, y, z)). (7)

Таким образом, на тернарную квазигруппу 〈Q, f〉 можно смотреть как
на универсальную алгебру 〈Q, f, u, v, w〉 с набором тождеств (5) – (7).

Рассмотрим различные тернарные группоиды, в которых разрешимы
однозначно не все три уравнения из (1), а только два или одно.

Тернарный группоид 〈Q, f〉, в котором для любых элементов a, b, c
из Q разрешимы однозначно первые два (первое и третье, последние
два) уравнения из (1), будем называть тернарной (L,M)-квазигруппой
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((L,R)-квазигруппой, (M,R)-квазигруппой). На множестве Q имеются
еще две тернарные операции u и v (u и w, v и w), заданные по правилам
(2) и (3) ((2) и (4), (3) и (4). Операции u, v и f (u,w и f , v, w и f) связаны
тождествами (5) и (6) ((5) и (7), (6) и (7)).

Итак, на тернарную (L,M)-квазигруппу ((L,R)-квазигруппу, (M,R)-
квазигруппу) можно смотреть как на универсальную алгебру 〈Q, f, u, v〉
(〈Q, f, u, w〉, 〈Q, f, v, w〉) с набором тождеств (5) и (6) ((5) и (7), (6) и
(7)).

Тернарный группоид 〈Q, f〉, в котором для любых элементов a, b, c
из Q разрешимо однозначно только первое (второе, третье) уравнение
из (1), будем называть тернарной L-квазигруппой (M -квазигруппой, R-
квазигруппой). На множестве Q имеется еще одна тернарная операция
u (v, w), заданная по правилу (2)) ((3), (4). Операции u и f (v и f , w и
f) связаны тождествами (5) ((6), (7)).

Таким образом, на тернарную L-квазигруппу (M -квазигруппу, R-
квазигруппу) можно смотреть как на универсальную алгебру 〈Q, f, u〉
(〈Q, f, v〉, 〈Q, f, w〉) с набором тождеств (5) ((6), (7)).

3 Конечные тернарные группоиды, тесно
связанные с тернарной квазигруппой

Пусть множество Q конечно, Q = {1, 2, . . . ,m}. Тогда любой тернар-
ной (L,M)-квазигруппе ((L,R)-квазигруппе, (M,R)-квазигруппе) 〈Q, f〉
соответствует 3-мерная матрица m-го порядка

B = (bijk|i, j, k = 1, 2, . . . ,m)

([9], стр. 5), где bijk = f(i, j, k), причем, в силу однозначной разреши-
мости первых двух (первого и третьего, последних двух) уравнений
из (1), в строках направления 1 и 2 (1 и 3, 2 и 3) стоят разные эле-
менты из Q. Верно и обратное, любая 3-мерная матрица m-го порядка
B = (bijk|i, j, k = 1, 2, . . . ,m), у которой в строках направления 1 и 2 (1
и 3, 2 и 3) стоят разные элементы из Q, определяет тернарную (L,M)-
квазигруппу ((L,R)-квазигруппу, (M,R)-квазигруппу) 〈Q, f〉, где опе-
рация f(i, j, k) = bijk. Итак, между тернарными (L,M)-квазигруппами
((L,R)-квазигруппами, (M,R)-квазигруппами) и 3-мерными матрицами
указанного вида имеется взаимно однозначное соответствие.

Построение 3-мерной матрицы B для тернарной (L,M)-квазигруппы
((L,R)-квазигруппы, (M,R)-квазигруппы) 〈Q, f〉 является аналогом по-
строения таблицы умножения для обычной квазигруппы 〈Q, ◦〉, эту таб-
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лицу называют латинским квадратом. Наилучшую оценку для числа
L(m) латинских квадратов порядка m дает формула

L(m) =
(
(1 + αm)

m

e2

)m2

,

где αm → 0 при m→∞ (см., например, [10]).
Мы оцениваем число L(m; 3) тернарных (L,M)-квазигрупп ((L,R)-

квазигрупп, (M,R)-квазигрупп) порядка m:

L(m; 3) = L(m)m.

Эта оценка показывает, что количество тернарных (L,M)-квазигрупп
((L,R)-квазигрупп, (M,R)-квазигрупп), построенных на конечном мно-
жестве, большое. А значит, имеются перспективы использования тер-
нарных (L,M)-квазигрупп ((L,R)-квазигрупп, (M,R)-квазигрупп) для
криптографических целей.

Каждая 3-мерная матрица B, построенная для тернарной (L,M)-
квазигруппы ((L,R)-квазигруппы, (M,R)-квазигруппы) 〈Q, f〉, где Q =
{1, 2, . . . ,m}, определяет набор из m латинских квадратов на множестве
Q с умножением i ◦k j = f(i, j, k) (i ◦j k = f(i, j, k), j ◦i k = f(i, j, k)) (k =
1, 2, . . . ,m). Таким образом, на 3-мерную матрицу B можно смотреть
как на упорядоченный набор латинских квадратов в количестве, равном
числу элементов множества Q.

Пусть вновь множество Q конечно и Q = {1, 2, . . . ,m}. Тернарной
L-квазигруппе (M -квазигруппе, R-квазигруппе) 〈Q, f〉 также соответ-
ствует 3-мерная матрица B = (bijk|i, j, k = 1, 2, . . . ,m) m-го порядка, где
bijk = f(i, j, k), причем, в силу однозначной разрешимости первого (вто-
рого, третьего) уравнения из (1), в строках направления 1 (2, 3) стоят
разные элементы из Q. Верно и обратное, любая 3-мерная матрица m-го
порядка B = (bijk|i, j, k = 1, 2, . . . ,m), у которой в строках направления 1
(2, 3) стоят разные элементы изQ, определяет тернарную L-квазигруппу
(M -квазигруппу, R-квазигруппу) 〈Q, f〉, где f(i, j, k) = bijk. Итак, меж-
ду тернарными L-квазигруппами (M -квазигруппами, R-квазигруппами)
и 3-мерными матрицами указанного вида имеется взаимно однозначное
соответствие.

Мы можем вычислить количество L′(m; 3) тернарных L-квазигрупп
(M -квазигрупп, R-квазигрупп) порядка m:

L′(m; 3) = m!m
2

.

Мы имеем большое число тернарных L-квазигрупп (M -квазигрупп,
R-квазигрупп), построенных на конечном множестве. А значит, имеются
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перспективы использования тернарных L-квазигрупп (M -квазигрупп,
R-квазигрупп) в криптографии.

Каждая 3-мерная матрица B, которая построена выше для тернар-
ной L-квазигруппы (M -квазигруппы, R-квазигруппы) 〈Q, f〉, где Q =
{1, 2, . . . ,m}, определяет набор m квадратных таблиц умножения на
множестве Q с операцией i ◦k j = f(i, j, k) (i ◦j k = f(i, j, k), j ◦i k =
f(i, j, k)) (k = 1, 2, . . . ,m). Таким образом, на 3-мерную матрицу B мож-
но смотреть как на упорядоченный набор таблиц умножения левых ква-
зигрупп в количестве, равном числу элементов множества Q.

4 Преобразования слов
Для преобразования слов в заданном алфавите используют квазиг-

руппы [4]. Мы обобщаем преобразования слов из этой работы на тер-
нарный случай, т.е. в работе [5] было указано преобразование слов с
помощью тернарных квазигрупп, а здесь будем преобразовывать сло-
ва с помощью тернарных группоидов, тесно связанных с тернарными
квазигруппами.

Пусть 〈Q, f〉 – конечная тернарная (L,M)-квазигруппа, где Q =
{1, . . . ,m}. Множество всех слов в алфавите Q обозначим

Q+ = {x1 . . . xs|xi ∈ Q, s ≥ 1}.

Для заданной пары элементов a, b из Q, в терминах работы [4] эти эле-
менты назовем лидерами, на множестве Q+ определим отображение

Aa,b(x1x2 . . . xs) = y1y2 . . . ys =

=


y1 = f(x1, a, b),

y2 = f(x2, y1, a),

yi+1 = f(xi+1, yi, yi−1), i = 2, 3, . . . , s− 1.

(8)

Теорема 1. Отображение Aa,b, построенное по правилу (8), является
биективным.

Доказательство. Пусть Aa,b(x1x2 . . . xs) = Aa,b(x
′
1x
′
2 . . . x

′
s). Тогда име-

ем f(x1, a, b) = f(x′1, a, b), откуда, в силу однозначной разрешимости
первого уравнения из (1), имеем x1 = x′1. Далее, из первого равен-
ства следует f(x2, y1, a) = f(x′2, y1, a), откуда, по той же причине, име-
ем x2 = x′2. Наконец, из первого равенства следует f(xi+1, yi, yi−1) =
f(x′i+1, yi, yi−1), откуда, по той же причине, имеем xi+1 = x′i+1 для всех
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i = 2, 3, . . . , s− 1. Инъективность отображения Aa,b доказана. Пусть те-
перь y1y2 . . . ys ∈ Q+. В силу разрешимости первого уравнения из (1),
найдутся x1, x2, . . . , xs ∈ Q такие, что y1 = f(x1, a, b), y2 = f(x2, y1, a),
yi+1 = f(xi+1, yi, yi−1) для всех i = 2, 3, . . . , s− 1. Тогда Aa,b(x1x2 . . . xs) =
y1y2 . . . ys.

Для конечной тернарной (L,M)-квазигруппы 〈Q, f〉 на множестве
Q+ можно определить другое отображение

Ba,b(x1x2 . . . xs) = y1y2 . . . ys =

=


y1 = f(a, x1, b),

y2 = f(y1, x2, a),

yi+1 = f(yi, xi+1, yi−1), i = 2, 3, . . . , s− 1.

(9)

Аналогично теореме 1 доказывается

Теорема 2. Отображение Ba,b, построенное по правилу (9), является
биективным.

Пусть теперь 〈Q, f〉 – конечная тернарная (L,R)-квазигруппа, где
Q = {1, . . . ,m}. Для заданной пары элементов a, b из Q на множестве Q+

определим отображение Aa,b по правилу (8). Как и выше, отображение
Aa,b, построенное по правилу (8), является биективным.

Для конечной тернарной (L,R)-квазигруппы 〈Q, f〉 на множестве Q+

можно определить другое отображение

Ca,b(x1x2 . . . xs) = y1y2 . . . ys =

=


y1 = f(a, b, x1),

y2 = f(y1, a, x2),

yi+1 = f(yi, yi−1, xi+1), i = 2, 3, . . . , s− 1.

(10)

Аналогично теореме 1 доказывается

Теорема 3. Отображение Ca,b, построенное по правилу (10), является
биективным.

Пусть теперь 〈Q, f〉 – конечная тернарная (M,R)-квазигруппа, где
Q = {1, . . . ,m}. Для заданной пары элементов a, b из Q на множестве
Q+ определим отображения Aa,b по правилу (8) и Ca,b по правилу (10).
Как и выше, отображения Aa,b и Ca,b являются биективными.

Выбираем теперь конечную тернарную L-квазигруппу (M -квазигруппу,
R-квазигруппу) 〈Q, f〉, где вновь Q = {1, . . . ,m}. Для заданной пары
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элементов a, b из Q на множестве Q+ определим отображение Aa,b по
правилу (8) (Ba,b по правилу (9), Ca,b по правилу (10)). Как и выше,
отображение Aa,b (Ba,b, Ca,b) является биективным.

Для той же пары элементов a, b из Q на множестве Q+ строим еще
одно отображение

Da,b(y1y2 . . . ys) = x1x2 . . . xs =

=


x1 = u(y1, a, b),

x2 = u(y2, y1, a),

xi+1 = u(yi+1, yi, yi−1), i = 2, 3, . . . , s− 1.

(11)

Теорема 4. Отображение Da,b, построенное по правилу (11), является
обратным для отображения Aa,b.

Доказательство. Для выбранного слова x1x2 . . . xs из Q+ имеем

Da,b(Aa,b(x1x2 . . . xs)) = Da,b(y1y2 . . . ys) = x′1x
′
2 . . . x

′
s,

где
x′1 = u(y1, a, b) = u(f(x1, a, b), a, b),

x′2 = u(y2, y1, a) = u(f(x2, y1, a), y1, a),

x′i+1 = u(yi+1, yi, yi−1) = u(f(xi+1, yi, yi−1), yi, yi−1), i = 2, 3, . . . , s− 1.

Согласно (5), получим x′1 = x1, x′2 = x2, x′i+1 = xi+1 для i = 2, 3, . . . , s−1,
т.е. имеем равенство Da,b(Fa,b(x1x2 . . . xs)) = x1x2 . . . xs. Аналогично до-
казывается равенство Aa,b(Da,b(y1y2 . . . ys)) = y1y2 . . . ys для любого слова
y1y2 . . . ys из Q+.

Аналогично для отображения Ba,b строится обратное отображение
Ea,b по правилу

Ea,b(y1y2 . . . ys) = x1x2 . . . xs =

=


x1 = v(a, y1, b),

x2 = v(y1, y2, a),

xi+1 = v(yi, yi+1, yi−1), i = 2, 3, . . . , s− 1,

(12)

а для отображения Ca,b строится обратное отображение Fa,b по правилу

Fa,b(y1y2 . . . ys) = x1x2 . . . xs =
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=


x1 = w(a, b, y1),

x2 = w(y1, a, y2),

xi+1 = w(yi, yi−1, yi+1), i = 2, 3, . . . , s− 1.

(13)

Для преобразования слов с помощью тернарных (L,M)-квазигрупп,
(L,R)-квазигрупп, (M,R)-квазигрупп, L-квазигрупп, M -квазигрупп и
R-квазигрупп можно использовать композиции отображений вида (8),
(9) и (10). Выбираем набор 〈Q, f1〉, 〈Q, f2〉, ..., 〈Q, ft〉 выше указанных
тернарных группоидов и упорядоченные пары (a1, b1), (a2, b2), . . . , (at, bt)
элементов из Q (t > 1). Строим по правилам (8), (9) и (10) отображения
S1
a1,b1

, S2
a2,b2

, . . . , Stat,bt , а затем рассматриваем композицию

Sa1,b1,a2,b2,...,at,bt = S1
a1,b1
◦ S2

a2,b2
◦ . . . ◦ Stat,bt . (14)

Для этих же тернарных группоидов и пар элементов строим соответ-
ственно по правилам (11), (12) и (13) отображения T 1

a1,b1
, T 2

a2,b2
, . . . , T tat,bt ,

и также рассматриваем композицию Tat,bt,...,a2,b2,a1,b1 = T tat,bt ◦ . . . ◦ T
2
a2,b2
◦

T 1
a1,b1

. Очевидно, Tat,bt,...,a2,b2,a1,b1 — обратное отображение для отображе-
ния Sa1,b1,a2,b2,...,at,bt .

В криптографии очень важно, чтобы зашифрованное слово мож-
но было расшифровать однозначно. В нашем случае имеем следующий
факт.

Теорема 5. Пусть 〈Q, f1〉, 〈Q, f2〉, ..., 〈Q, ft〉 — набор тернарных груп-
поидов, каждый из которых является одним из шести тернарных груп-
поидов: (L,M)-квазигруппой, (L,R)-квазигруппой, (M,R)-квазигруппой,
L-квазигрупп, M-квазигрупп или R-квазигрупп, где множество Q =
{1, . . . ,m}. Для любого слова y1y2 . . . ys из Q+ и для любых упорядочен-
ных пар (a1, b1), (a2, b2), . . . , (at, bt) элементов из Q существует един-
ственное слово x1x2 . . . xs из Q+ такое, что верно равенство

Sa1,b1,a2,b2,...,at,bt(x1x2 . . . xs) = y1y2 . . . ys.

Доказательство. Существование и единственность слова x1x2 . . . xs из
Q+ доказывается применением к слову y1y2 . . . ys из Q+ преобразования
Tat,bt,...,a2,b2,a1,b1 .

5 Конгруэнции на тернарных группоидах,
тесно связанных с квазигруппами

Любая конгруэнция на тернарной квазигруппе 〈Q, f, u, v, w〉 (как на
универсальной алгебре с набором тождеств (5) – (7)) это отношение эк-
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вивалентности, стабильное относительно всех тернарных операций f, u, v
и w. Аналогично будем рассматривать и конгруэнции на тернарных
группоидах, тесно связанных с квазигруппами. Оказывается, для конеч-
ных тернарных группоидах, тесно связанных с квазигруппами, доста-
точно рассматривать только стабильность отношения эквивалентности
относительно операции f . Докажем этот факт сначала для тернарной
(L,M)-квазигруппы.

Теорема 6. Отношение эквивалентности τ на конечной тернарной
(L,M)-квазигруппе 〈Q, f, u, v〉 является конгруэнцией тогда и только
тогда, когда τ стабильно относительно операции f .

Доказательство. Пусть τ стабильно относительно операции f . Для эле-
ментов a, b ∈ Q рассмотрим перестановки αa,b(x) = f(x, a, b), βa,b(x) =
f(a, x, b) на множестве Q. Согласно тождествам (2), (3) верно α−1a,b(y) =
u(y, a, b), β−1a,b (y) = v(a, y, b). Так как Q конечно, то найдутся натураль-
ные числа r, s такие, что αra,b = 1 = βsa,b. Тогда α

r−1
a,b = α−1a,b, β

s−1
a,b = β−1a,b .

Пусть a1τa2, b1τb2, c1τc2. Индукцией по n легко доказывается, что
для любого натурального n верно αnb1,c1(a1)τα

n
b2,c2

(a2), βna1,c1(b1)τβ
n
a2,c2

(b2).
Тогда

u(a1, b1, c1) = α−1b1,c1(a1) = αr−1b1,c1
(a1)τα

r−1
b2,c2

(a2) = α−1b2,c2(a2) = u(a2, b2, c2).

Аналогично доказывается стабильность отношения τ относительно
операции v.

Такая же теорема аналогично доказывается и для (L,R)-квазигрупп,
(M,R)-квазигрупп, L-квазигрупп, M -квазигрупп, R-квазигрупп.

Класс конгруэнции τ обозначим [a]τ . Все классы конгруэнции тернар-
ной (L,M)-квазигруппы ((L,R)-квазигруппы, (M,R)-квазигруппы) рав-
номощны, так как конгруэнция тернарной (L,M)-квазигруппы ((L,R)-
квазигруппы, (M,R)-квазигруппы) является конгруэнцией на каждой
квазигруппе, определяемой тернарной операцией, а классы конгруэн-
ции квазигруппы равномощны (см., например, [11], теорема 3.4). В част-
ности, если тернарная (L,M)-квазигруппа ((L,R)-квазигруппа, (M,R)-
квазигруппа) конечна, то порядок каждого класса конгруэнции делит
ее порядок.

Элемент e тернарного группоида 〈Q, f〉 назовем левой (средней или
правой) единицей, если верно равенство f(e, e, a) = a (f(e, a, e) = a или
f(a, e, e) = a соответственно) для любого элемента a ∈ Q. Тогда на
тернарной квазигруппе 〈Q, f, u, v, w〉 верны равенства f(e, e, e) = e =
u(e, e, e) = v(e, e, e) = w(e, e, e), т.е. левая, средняя и правая единицы
являются идемпотентами для всех тернарных операций f, u, v, w.
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Теорема 7. Если в тернарной (L,M)-квазигруппе 〈Q, f〉 имеется левая
(средняя, правая) единица e, то для любой конгруэнции τ этой тер-
нарной (L,M)-квазигруппы ее класс [e]τ является тернарной (L,M)-
подквазигруппой, а любой класс [a]τ = f([e]τ , e, a) = f(e, [e]τ , a) ([a]τ =
f([e]τ , a, e), [a]τ = f(a, [e]τ , e)).

Доказательство. Пусть посылка теоремы верна и a, b, c ∈ [e]τ , тогда
aτe, bτe, cτe, откуда f(a, b, c) τ f(e, e, e) = e, u(a, b, c) τ u(e, e, e) = e,
v(a, b, c) τ v(e, e, e) = e, т.е. f(a, b, c), u(a, b, c), v(a, b, c) ∈ [e]τ . Значит, [e]τ
– тернарная (L,M)-подквазигруппа. Далее, если e – левая единица, то

b ∈ [a]τ ⇔ b τ a⇔ u(b, e, a) τ u(a, e, a) = e⇔

⇔ b = f(u(b, e, a), e, a) ∈ f([e]τ , e, a).

b ∈ [a]τ ⇔ b τ a⇔ v(e, b, a) τ v(e, a, a) = e⇔

⇔ b = f(e, v(e, b, a), a) ∈ f(e, [e]τ , a).

Если e – средняя единица, то

b ∈ [a]τ ⇔ b τ a⇔ u(b, a, e) τ u(a, a, e) = e⇔

⇔ b = f(u(b, a, e), a, e) ∈ f([e]τ , a, e).

Наконец, если e – правая единица, то

b ∈ [a]τ ⇔ b τ a⇔ v(a, b, e) τ v(a, a, e) = e⇔

⇔ b = f(a, v(a, b, e), e) ∈ f(a, [e]τ , e).

Аналогично доказываются ниже следующие теоремы.

Теорема 8. Если в тернарной (L,R)-квазигруппе 〈Q, f〉 имеется сред-
няя (левая, правая) единица e, то для любой конгруэнции τ этой тер-
нарной (L,R)-квазигруппы ее класс [e]τ является тернарной (L,R)-под-
квазигруппой, а любой класс [a]τ = f([e]τ , a, e) = f(e, a, [e]τ ) ([a]τ =
f([e]τ , e, a), [a]τ = f(a, e, [e]τ )).

Теорема 9. Если в тернарной (M,R)-квазигруппе 〈Q, f〉 имеется пра-
вая (левая, средняя) единица e, то для любой конгруэнции τ этой тер-
нарной (M,R)-квазигруппы ее класс [e]τ является тернарной (M,R)-
подквазигруппой, а любой класс [a]τ = f(a, [e]τ , e) = f(a, e, [e]τ ) ([a]τ =
f(e, [e]τ , a), [a]τ = f(e, a, [e]τ )).
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Теорема 10. Если в тернарной L-квазигруппе 〈Q, f〉 имеется левая
(средняя) единица e, то для любой конгруэнции τ этой тернарной L-
квазигруппы ее класс [e]τ является тернарной L-подквазигруппой, а лю-
бой класс [a]τ = f([e]τ , e, a) ([a]τ = f([e]τ , a, e)).

Теорема 11. Если в тернарной M-квазигруппе 〈Q, f〉 имеется левая
(правая) единица e, то для любой конгруэнции τ этой тернарной M-
квазигруппы ее класс [e]τ является тернарной M-подквазигруппой, а
любой класс [a]τ = f(e, [e]τ , a) ([a]τ = f(a, [e]τ , e)).

Теорема 12. Если в тернарной R-квазигруппе 〈Q, f〉 имеется сред-
няя (правая) единица e, то для любой конгруэнции τ этой тернарной
R-квазигруппы ее класс [e]τ является тернарной R-подквазигруппой, а
любой класс [a]τ = f(e, a, [e]τ ) ([a]τ = f(a, e, [e]τ )).

В конце этого параграфа рассмотрим достаточный признак просто-
ты для выше указанных шести конечных тернарных группоидов, тесно
связанных с тернарной квазигруппой (такой же признак для квазигрупп
имеется в [12], Предложение 3.13). Напомним, что тернарный группоид
называется простым, если в нем только тривиальные конгруэнции.

Пусть 〈Q, f〉 – конечная квазигруппа и Q = {1, . . . ,m}. Для фикси-
рованных элементов j, k ∈ Q или i, k ∈ Q или i, j ∈ Q имеем соответ-
ственно подстановки αjk или βik или γij на Q, действующие по правилам
αjk(i) = f(i, j, k), βik(j) = f(i, j, k), γij(k) = f(i, j, k).

Теорема 13. ([5]) Пусть τ – конгруэнция на конечной тернарной ква-
зигруппе 〈Q, f〉 и подстановка δ, равная одной из подстановок αjk, βik,
γij, имеет цикл {a, δ(a), δ2(a), . . . , δp−1(a)}, δp(a) = a. Наименьшее по-
ложительное целое число q такое, что δq(a)τa, делит p.

Теорема 14. ([5]) Пусть 〈Q, f〉 – конечная тернарная квазигруппа.
Если имеется подстановка δ, равная одной из подстановок αjk, βik, γij,
с циклом {a, δ(a), δ2(a), . . . , δp−1(a)}, δp(a) = a, где p – простое число и
p > |Q|

2
, то 〈Q, f〉 будет простой.

Аналогично доказываются две ниже приведенные теоремы.

Теорема 15. Пусть 〈Q, f〉 – конечная тернарная (L,M)-квазигруппа
((L,R)-квазигруппа, (M,R)-квазигруппа). Если имеется подстановка
δ, равная одной из подстановок αjk или βik (αjk или γij, βik или γij),
с циклом {a, δ(a), δ2(a), . . . , δp−1(a)}, δp(a) = a, где p – простое число и
p > |Q|

2
, то 〈Q, f〉 будет простой.
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Теорема 16. Пусть 〈Q, f〉 – конечная тернарная L-квазигруппа (M-
квазигруппа, R-квазигруппа). Если имеется подстановка δ, равная под-
становке αjk (βik, γij), с циклом {a, δ(a), δ2(a), . . . , δp−1(a)}, δp(a) = a,
где p – простое число и p > |Q|

2
, то 〈Q, f〉 будет простой.

6 Полиномиально полные тернарные груп-
поиды, тесно связанные с тернарной ква-
зигруппой

Пусть A – непустое множество и F – набор алгебраических операций,
действующих на этом множестве. Тогда A называют F -алгеброй. Обо-
значим через T (F ) наименьший клон операций над A, содержащий F .
Операции из T (F ) называются термальными операциями в сигнатуре
F .

Операция f(x1, . . . , xn), действующая на множестве A, называется
полиномиальной, если существуют термальная n+m-арная операция g
и элементы a1, . . . , am ∈ A такие, что

f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)

для любых элементов x1, . . . , xn ∈ A.
Клон Pol(F ) всех полиномиальных операций является наименьшим

клоном, содержащим F и все нульместные операции.
F -алгебра A называется полиномиально полной, если множество всех

алгебраических операций, действующих на A, совпадает с Pol(F ).
Тернарная операция m(x, y, z), действующая на множестве A, назы-

вается термом Мальцева, если верны тождества

m(x, x, y) = y = m(y, x, x)

.

Теорема 17. В тернарной (L,M)-квазигруппе 〈Q, f〉 тернарная опера-
ция m(x, y, z) = f(u(x, v(x, y, z), z), v(x, z, z), z) является термом Маль-
цева.

Доказательство. Поскольку, согласно тождеству (6), имеем равенство
f(x, v(x, x, y), y) = x и элемент u(x, v(x, x, y), y) является решением урав-
нения f(t, v(x, x, y), y) = x с переменной t (в силу тождества (5), то, в си-
лу однозначной разрешимости этого уравнения, получим u(x, v(x, x, y), y) =
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x. А тогда, вновь c использованием тождества (6), получим

m(x, x, y) = f(u(x, v(x, x, y), y), v(x, y, y), y) = f(x, v(x, y, y), y) = y.

Используя тождество (5), получим

m(y, x, x) = f(u(y, v(y, x, x), x), v(y, x, x), x) = y.

Теорема 18. В тернарной (L,R)-квазигруппе 〈Q, f〉 тернарная опера-
цияm(x, y, z) = f(u(x, z, w(x, z, y)), y, w(x, y, z)) является термом Маль-
цева.

Доказательство. Поскольку, согласно тождеству (7), имеем равенство
f(x, y, w(x, y, x)) = x и элемент u(x, y, w(x, y, x)) является решением урав-
нения f(t, y, w(x, y, x)) = x с переменной t (в силу тождества (5)), то, в
силу однозначной разрешимости этого уравнения, имеем

u(x, y, w(x, y, x)) = x.

А тогда, вновь c использованием тождества (7), получим

m(x, x, y) = f(u(x, y, w(x, y, x)), x, w(x, x, y)) = f(x, x, w(x, x, y)) = y.

Используя тождество (5), получим

m(y, x, x) = f(u(y, x, w(y, x, x)), x, w(y, x, x)) = y.

Теорема 19. В тернарной (M,R)-квазигруппе 〈Q, f〉 тернарная опера-
цияm(x, y, z) = f(x, v(x, x, w(x, x, y)), w(x, x, z)) является термом Маль-
цева.

Доказательство. Поскольку, согласно тождеству (7), имеем равенство
f(x, x, w(x, x, x)) = x и элемент v(x, x, w(x, x, x)) является решением
уравнения f(x, t, w(x, x, x)) = x с переменной t (в силу тождества (6),
то, в силу однозначной разрешимости этого уравнения, получим

v(x, x, w(x, x, x)) = x.

А тогда, вновь c использованием тождества (7), получим

m(x, x, y) = f(x, v(x, x, w(x, x, x)), w(x, x, y)) = f(x, x, w(x, x, y)) = y.

Используя тождество (6), получим

m(y, x, x) = f(y, v(y, y, w(y, y, x)), w(y, y, x)) = y.
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Алгебра A называется аффинной (см. [12]), если A снабжена струк-
турой аддитивной абелевой группы такой, что каждая термальная опе-
рация g имеет вид

g(x1, . . . , xn) = a0 + α1x1 + . . .+ αnxn,

где a0 ∈ A, α1, . . . , αn являются групповыми эндоморфизмами. Извест-
но, что если в аффинной алгебре A имеется терм Мальцева, который
является полиномиальной операцией, то сложение в определении аф-
финной алгебры является полиномиальной операцией (см. [12], Предло-
жение 2.7).

Теорема 20. ([13]) Пусть A – конечная F -алгебр, содержащая по мень-
шей мере два элемента. Тогда следующие условия эквивалентны:

(i) A полиномиально полна;
(ii) существует терм Мальцева в Pol(F ) на A и алгебра A является

простой и неаффинной.

Следствие 21. Пусть 〈Q, f〉 – конечная тернарная (L,M)-квазигруппа
((L,R)-квазигруппа, (M,R)-квазигруппа), содержащая по меньшей ме-
ре два элемента. Тогда 〈Q, f〉 полиномиально полна если и только если
〈Q, f〉 является простой и неаффинной.

Доказательство. В тернарной (L,M)-квазигруппе ((L,R)-квазигруппа,
(M,R)-квазигруппа) 〈Q, f〉 существует терм Мальцева (теорема 17 (тео-
рема 18, теорема 19)). Осталось применить теорему 20.
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In this paper we investigate how do the properties of outerplanarity
and generalized outerplanarity of Cayley graphs of planar semigroups corre-
late [1, Problem 4]. In the class of direct products of cyclic semigroups the
following results are obtained.

Lemma 1 [2, Theorem 21]. A finite semigroup S, which is a direct prod-
uct of non-singleton cyclic semigroups, admits a planar Cayley graph if and
only if at least one of the following conditions holds :

1) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉
, where for natural numbers r,

m, h and t one of the following conditions is satisfied:

1.1) r = 1, h = 1, GCD(m, t) < 3;

1.2) r = 1, m = 2, t < 3;

1.3) r = 2, m = 1, h < 4, t < 3;

1.4) r = 2, m = 1, h < 5, t = 1;

1.5) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1;

2) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉
×
〈
c
∣∣ ck+l = ck

〉
, where for nat-

ural numbers r, m, h, t, k, l one of the following conditions holds:

2.1) r = 1, m = 2, h = 1, t = 2, k = 1, l = 2;

2.2) r = 1, m = 2, h = 2, t = 1, k = 2, l = 1;

2.3) r = 2, m = 1, h = 2, t = 1, k = 2, l < 3;

2.4) r = 2, m = 1, h = 2, t = 1, k = 3, l = 1;
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3) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+m
0 = ar0

〉
×
∏n

i=1

〈
ai
∣∣ a2+1

i = a2
i

〉
, where for natural num-

bers r and m one of the following conditions is satisfied:

3.1) r = 1, m = 2;

3.2) r = 2, m < 3;

3.3) r = 3, m = 1.

Theorem 1.1 [3, Theorem 3.1]. A finite semigroup S, which is a direct
product of non-singleton cyclic semigroups, admits a generalized outerplanar
Cayley graph if and only if at least one of the following conditions holds :

1) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉
, where for natural numbers r,

m, h and t one of the following conditions is satisfied:

1.1) r = 1, h = 1, (GCD (m, t) = 1 or m = t = 2);

1.2) r = 1, m = 2, (h < 4, t = 1 or h = t = 2);

1.3) r = 2, m = 1, h < 4, t < 3;

1.4) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1;

2) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉
×
〈
c
∣∣ ck+l = ck

〉
, where for nat-

ural numbers r, m, h, t, k, l one of the following conditions is satisfied:

2.1) r = 1, m = 2, h = 2, t = 1, k = 2, l = 1;

2.2) r = 2, m = 1, h = 2, t = 1, k = 2, l < 3;

2.3) r = 2, m = 1, h = 2, t = 1, k = 3, l = 1;

3) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+m
0 = ar0

〉
×
∏n

i=1

〈
ai
∣∣ a2+1

i = a2
i

〉
, n > 2, where for natural

numbers r and m one of the following conditions is satisfied:

3.1) r = 1, m = 2;

3.2) r = 2, m < 3;

3.3) r = 3, m = 1.

Theorem 1.2 [3, Theorem 3.2]. A finite semigroup S, which is a direct
product of non-singleton cyclic semigroups, admits an outerplanar Cayley
graph if and only if at least one of the following conditions is true:

1) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉
, where for the natural numbers

r, m, h and t one of the following conditions is satisfied:
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1.1) r = 1, h = 1, (GCD(m, t) = 1 or m = t = 2);

1.2) r = 1, m = 2, h = 2, t = 1;

1.3) r = 2, m = 1, h < 4, t = 1;

2) S ∼=
∏n

i=1

〈
ai
∣∣ a2+1

i = a2
i

〉
, where n > 2.

It’s easy to see that next new corollary holds.

Corollary 1. A finite semigroup S, which is a direct product of non-
singleton cyclic semigroups, admits a generalized outerplanar Cayley graph,
but does not admit an outerplanar Cayley graph if and only if one of the
following conditions is true:

1) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉
, where for the natural numbers

r, m, h and t one of the following conditions is satisfied:

1.1) r = 1, m = 2, (h = 3, t = 1 or h = t = 2);

1.2) r = 2, m = 1, 1 < h < 4, t = 2;

1.3) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1;

2) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+m
0 = ar0

〉
×
∏n

i=1

〈
ai
∣∣ a2+1

i = a2
i

〉
, where for natural num-

bers r, m and n ≥ 2 one of the following conditions is satisfied:

2.1) r = 1, m = 2;

2.2) r = 2, m = 2;

2.3) r = 3, m = 1.

Let 〈a | ar+m = ar〉 be a cyclic semigroup.

Then 〈a | ar+m = ar〉1 =

{
〈a, 1 | ar+m = ar, a1 = 1a = a〉 , if r > 1;

〈a | a1+m = a〉 , otherwise;

and 〈a | ar+m = ar〉+1
= 〈a, 1 | ar+m = ar, a1 = 1a = a〉 are monoids. More-

over, 〈a | a1+m = a〉 is a monoid.

In the class of direct products of cyclic monoids the following results
holds.

Lemma 2 [2, Theorem 22]. A finite monoid S, which is a direct product
of non-singleton cyclic monoids, admits a planar Cayley graph if and only
if one of the following conditions holds :
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1) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉1×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉1
, where for natural r, m, h and

t one of the following conditions is satisfied:

1.1) r = 1, m = 2;

1.2) m ≤ 2, t ≤ 2;

1.3) r = 1, m > 2, t ≤ 2;

2) S ∼= 〈a | a3 = a〉× 〈b | b3 = b〉 ×
〈
c
∣∣ ck+l = ck

〉i
, where i takes the val-

ues indicated below, and for natural k, l one of the following conditions is
satisfied:

2.1) i = 1, l ≤ 2;

2.2) i = +1, k = 1, l ≤ 2;

3) S ∼= 〈a | a1+m = a1〉+1 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉i
, where m, h, t are natural

numbers, i ∈ {1,+1} and one of the following conditions is satisfied:

3.1) m = 1;

3.2) i = 1, h = 1, t = 2;

3.3) m = 2, h = 1, i = 1;

3.4) m = 2, h = 1, t = 2, i = +1.

4) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+m
0 = ar0

〉1 ×
∏n

i=1 〈ai | a2
i = ai〉+1

, where m ≤ 2, n ≤ 2;
or r = 1, m = 1, n ≤ 3.

Theorem 2.1 [4, Theorem 1]. A finite monoid S, which is a product
of non-singleton cyclic monoids, admits an outerplanar Cayley graph if and
only if at least one of the following conditions is true:

1) S ∼= 〈a | a3 = a〉×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉1
, where for natural h, t the inequal-

ities h ≤ 2 and h + t ≤ 4 are satisfied;

2) S ∼= 〈a | a1+m = a〉+1 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉i
, where i ∈ {1,+1} and for

natural m, h, t one of the following conditions is satisfied:

2.1) m = 1, t ≤ 2;

2.2) i = 1, m ≤ 2, h = 1, t = 2;

2.3) i = 1, m = 2, h = 1, t ≤ 2;

3) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+m
0 = ar0

〉1 ×
∏n

i=1 〈ai | a2
i = ai〉+1

, where for natural r, n,
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m, one of the following conditions is satisfied:

3.1) n = m = 1;

3.2) n− 1 = r = m = 1;

3.3) n = m− 1 = 1.

Theorem 2.2 [4, Theorem 2]. A finite monoid S, which is a product of
non-singleton cyclic monoids, admits a generalized outerplanar Cayley graph
if and only if at least one of the following conditions holds :

1) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉1 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉1
, where for natural h, t the in-

equalities h ≤ 2 and h + t ≤ 4 are satisfied;

2) S ∼= 〈a | a1+m = a〉+1×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉i
, where i ∈ {1, + 1} and given

natural m, h, t one of the following conditions is satisfied:

2.1) m = 1, t ≤ 2;

2.2) i = 1, m ≤ 2, h = 1, t = 2;

2.3) i = 1, m = 2, h = 1, t ≤ 2;

2.4) i = +1, m = 2, h = 1, t = 2;

3) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+m
0 = ar0

〉1 ×
∏n

i=1 〈ai | a2
i = ai〉+1

, where for natural r, n,
m, one of the following conditions is satisfied:

3.1) n = m = 1;

3.2) n− 1 = r = m = 1;

3.3) n = m− 1 = 1.

Corollary 2 [4, Corollary 1]. A finite monoid S, which is a product
of non-singleton cyclic monoids, admits a generalized outerplanar Cayley
graph, but does not admit an outerplanar Cayley graph if and only if
S ∼= 〈a | a3 = a〉+1 × 〈b | b3 = b〉+1

.

Note that 〈a | ar+m = ar〉0 =

{
〈a, 0 | ar+m = ar, a0 = 0a = 0〉 , if m > 1;

〈a | ar+1 = ar〉 , otherwise;

and 〈a | ar+m = ar〉+0
= 〈a, 0 | ar+m = ar, a0 = 0a = 0〉 are semigroups with

zero. Moreover, 〈a | ar+1 = ar〉 is a semigroup with zero.

In the class of direct products of cyclic semigroups with zero the follow-
ing result holds.
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Lemma 3 [2, Theorem 23]. A finite semigroup S with zero, which is a
direct product of non-singleton cyclic semigroups with zero, admits a planar
Cayley graph if and only if at least one of the following conditions is satisfied :

1) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉0 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉0
, where for natural numbers r,

m, h, t one of the following conditions is satisfied:

1.1) r = 2, m = 1, h < 5, t = 1;

1.2) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1;

1.3) r = 2, m = 1, h = 1, t = 2;

2) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+1
0 = ar0

〉
×
∏n

i=1

〈
ai
∣∣ a2+1

i = a2
i

〉
, where r ≤ 3;

3.1) S ∼= 〈a | a2+1 = a2〉 × 〈b | b2+1 = b2〉+0
;

3.2) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉+0 × 〈b | b2 = b〉+0
, where r and m are natural

numbers, and m ≤ 2;

4) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+1
0 = ar0

〉
×
∏n

i=1 〈ai | a2
i = ai〉+0

, where n ≤ 2; or r = 1,
n ≤ 3.

Theorem 3.1 [5, Theorem 1]. A finite semigroup S with zero, which
is a direct product of non-singleton cyclic semigroups with zero, admits an
outerplanar Cayley graph if and only if one of the following conditions holds :

1) S ∼= 〈a | a3 = a2〉0 ×
〈
b
∣∣ bh+1 = bh

〉0
, where h is a natural number,

and h < 4;

2) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+1
0 = ar0

〉
×
∏n

i=1

〈
ai
∣∣ a2+1

i = a2
i

〉
, where r and n are nat-

ural numbers, and r ≤ 2; or r = 3, n = 1;

3) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉+0 × 〈b | b2 = b〉+0
, where r and m are natural

numbers, and m ≤ 2;

4) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+1
0 = ar0

〉
×
∏n

i=1 〈ai | a2
i = ai〉+0

, where n = 1; or r = 1,
n = 2.

Theorem 3.2 [5, Theorem 2]. A finite semigroup S with zero, which
is a direct product of non-singleton cyclic semigroups with zero, admits a
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generalized outerplanar Cayley graph if and only if one of the following con-
ditions holds :

1) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉0 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉0
, where for natural numbers r,

m, h, t, one of the following conditions is satisfied:

1.1) r = 2, m = 1, h < 4, t = 1;

1.2) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1;

2) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+1
0 = ar0

〉
×
∏n

i=1

〈
ai
∣∣ a2+1

i = a2
i

〉
, where r and n are nat-

ural numbers, and r ≤ 3;

3.1) S ∼= 〈a | a2+1 = a2〉 × 〈b | b2+1 = b2〉+0
;

3.2) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉+0 × 〈b | b2 = b〉+0
, where r and m are natural

numbers, and m ≤ 2;

4) S ∼=
〈
a0

∣∣ ar+1
0 = ar0

〉
×
∏n

i=1 〈ai | a2
i = ai〉+0

, where n = 1; or r = 1,
n = 2.

Corollary 3 [5, Corollary 1]. Finite semigroup S which is a product of
non-singleton cyclic semigroups with zero admits a generalized outerplanar
Cayley graph, but does not admit an outerplanar Cayley graph if and only
if one of the following conditions holds:

1) S ∼= 〈a | a4 = a3〉0 × 〈b | b4 = b3〉0;

2) S ∼= 〈a0 | a4
0 = a3

0〉 ×
∏n

i=1 〈ai | a3
i = a2

i 〉, where n > 1;

3) S ∼= 〈a | a3 = a2〉 × 〈b | b3 = b2〉+0
.

Let Γ = ({a1, . . . , at}, EΓ) be a graph with VΓ = {a1, . . . , at}. Then
Sn
t (Γ) ∼= 〈VΓ | aiaj = ajai ⇐⇒ {ai, aj} ∈ EΓ〉 and the identity x1 . . . xn =

= y1 . . . yn holds in Sn
t (Γ) by definition.

In the class of free partially commutative nilpotent semigroups Sn
t (Γ) the

following result holds.

Lemma 4 [2, Theorem 51]. The semigroup Sn
t (Γ) admits a planar Cay-

ley graph if and only if at least one of the following conditions holds :
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1) Γ is the empty graph;

2) the connected components of the graph Γ are matchings or isolated
vertices, and n ≤ 5;

3) the connected components of the graph Γ are chains or isolated ver-
tices, and n ≤ 4;

4) the connected components of the graph Γ are “trees” of simple cycles
(i.e. cactuses) or isolated vertices, and n ≤ 3;

5) Γ is any graph and n ≤ 2, or (n > 2 and t ≤ 2).

Theorem 4.1 [6, Theorem 1]. For any graph Γ, the semigroup Sn
t (Γ)

admits an outerplanar Cayley graph if and only if at least one of the follow-
ing conditions is satisfied :

1) t = 1;

2) 1 ≤ n ≤ 2;

3) n = 3 and t = 2.

Theorem 4.2 [6, Theorem 2]. The semigroup Sn
t (Γ) admits a gener-

alized outerplanar Cayley graph if and only if at least one of the following
conditions is satisfied :

1) n = 4 and t = 2, and Γ is any graph;

2) n = 3 and t ≥ 3, and the connected components of the graph Γ are
chains or isolated vertices;

3) Γ is any graph, and t = 1, or 1 ≤ n ≤ 2, or (n = 3 and t = 2).

Corollary 4 [6, Corollary 1]. A free partially commutative nilpotent
semigroup Sn

t (Γ) admits a generalized outerplanar Cayley graph, but does
not admit an outerplanar Cayley graph if and only if one of the following
conditions is satisfied:
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1) Γ is any graph, and n = 4 and t = 2;

2) the connected components of the graph Γ are chains or isolated ver-
tices, and n = 3 and t ≥ 3.

In the class of semigroups with one defining relation and partially com-
mutative free semigroup the following result holds.

Lemma 5 [2, Theorem 52]. A noncyclic semigroup S with one defining
relation, admitting a semigroup identity, has a planar Cayley graph if and
only if S is anti-isomorphic to one of the semigroups :

S1 = 〈a, b | ab = ba〉, S2,k =
〈
a, b

∣∣ ab = bk
〉
, where k = 1, 2, . . . ,

S3 = 〈a, b | aba = ba〉, S4 = 〈a, b | aba = b〉, S5 = 〈a, b | a2 = b2〉,
S6 = 〈a, b | aba2 = ba〉; or is isomorphic to one of the semigroups : S1,
S2,1, S4, S5.

Note that a noncyclic semigroup with one defining relation admitting a
semigroup identity is isomorphic or anti-isomorphic to one of the following
semigroups: S1, S2,k, where k = 1, 2, . . . , S3, S4, S5 or S6 [7, P. 52].

Theorem 5.1 [8, Theorem 1]. If S is a non-cyclic semigroup with a
one defining relation and admitting a semigroup identity, then the following
conditions are equivalent :

1) The semigroup S admits an outerplanar Cayley graph;

2) The semigroup S admits a generalized outerplanar Cayley graph;

3) The semigroup S is anti-isomorphic to one of the semigroups:

S2,k =
〈
a, b

∣∣ ab = bk
〉
, where k ≤ 3, S3 = 〈a, b | aba = ba〉; or is

isomorphic to the semigroup S2,1 = 〈a, b | ab = b〉.

Theorem 5.2 [8, Theorem 2]. If S(Γ) is a partially commutative free
semigroup corresponding to the commutativity graph Γ of the set of elements
generating it, then the following conditions are equivalent :

1) The semigroup S(Γ) admits an outerplanar Cayley graph;
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2) The semigroup S(Γ) admits a generalized outerplanar Cayley graph;

3) The degree of any vertex in the graph Γ is equal to zero, that is, the
semigroup S(Γ) is anticommutative.

We present one more result demonstrating semigroups whose generalized
outerplanar property of a Cayley graph is equivalent to the property of its
planarity.

Let Sn
k = 〈a1, . . . , ak | a2

i = ai, aiaj = ajai, ai1ai2 . . . ain = 0〉 called a
n-fan semilattice. In the class of semilattices (commutative semigroups of
idempotents) the following result holds.

Theorem 6 [8, Theorem 3]. If S = Sn
k is a n-fan semilattice, then the

following conditions are equivalent :

1) The semigroup S admits a planar Cayley graph;

2) The semigroup S admits a generalized outerplanar Cayley graph;

3) |S(2)| ≤ 3, where S(2) is the set of all non-zero words of semigroup S
of the form aiaj, with i 6= j.

On the admissibility of graphs taken with a certain orientation and mark-
ing of edges as Cayley graphs for semigroups the following result holds.

Theorem 7.1 [2, Theorem 53] (on the admissibility of Pontryagin-
Kuratovsky graphs). If Cay(S, E) is the Cayley graph of a finite semigroup
S, then Cay(S, E):

1) is not isomorphic to the complete bipartite graph K3,3 with any ori-
entation and edge coloring (marking);

2) is isomorphic to the complete graph K5 with a unique orientation of the
edges if and only if S = 〈a, b | ab = ba, a = b2 = a3b, a2 = ab2, b = a3 = a2b2〉.

Theorem 7.2 [2, Theorem 45] (on the admissibility of Chartrand-Harary
graphs). If Cay(S, E) is the Cayley graph of a finite semigroup S, then
Cay(S, E):
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1) is not isomorphic to the complete graph K4 with any orientation and
edge coloring;

2) is not isomorphic to the complete bipartite graph K2,3 with any ori-
entation and edge coloring.

Finally, we use ideas for solving the problem of the admissibility of
Pontryagin-Kuratovsky graphs taken with some orientation and marking
of edges as Cayley graphs of semigroups and similarly Chartrand-Harary
graphs. Consider the question about the admissibility of Sedláček graphs,
taken with a certain orientation and marking of edges, as Cayley graphs of
semigroups.

Theorem 7.3 [8, Theorem 4] (on the admissibility of Sedláček graphs).
If Cay(S, E) is the Cayley graph of a finite semigroup, then Cay(S, E) is
not isomorphic to any of the Sedláček graphs Gi, where 1 ≤ i ≤ 12, with
any orientation and edge coloring.
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Introduction

The structure M of a language L is called pseudofinite if every sentence
true in M has a finite model. The theory of pseudofinite structures is a
well-developed theory. In this article, the concept of T -pseudofiniteness is
introduced for models of a theory T , and this concept is considered for the
theory of acts over some abelian group. A model M of a theory T is called
T -pseudofinite if every sentence true in M is also true in a finite model of
the theory T . It is clear that for every theory T , if a model M of this
theory is T -pseudofinite then M is pseudofinite, and if a model M of T is
pseudofinite and T is a finite axiomatizable theory then M is T -pseudofinite.
In particular, for theories T of all (abelian) groups, all fields, all rings, all
unars, ar all graphs, the concept of T -pseudofiniteness and pseudofiniteness
are coincide. Problems of pseudofiniteness (T -pseudofiniteness) were studied
in [1]-[7]. In [8], pseudofinite acts over a monoid with finite number of
isomorphism types of finite cyclic subacts were studied; in particular, it is
proved that a coproduct of finite acts over monoid is pseudofinite; and as a
consequence, it is shown that every act over a finite group is pseudofinite.

In this article for the theory T of all G-acts, where G is a group with
only finitely many subgroups of finite index, it is proved that G-acts are
T -pseudofinite, if and only if they are elementarily equivalent to a coprod-
uct of finite G-acts. This proposition implies that for divisible group G
(for example, the additive groups of rational and real numbers, the mul-
tiplicative group of positive real numbers, a quasicyclic group) G-act GA
is T -pseudofinite, if and only if GA is a coproduct of one-element G-acts,
and if G is the multiplicative group of real numbers then G-act GA is T -
pseudofinite, if and only if GA is a coproduct of one-element or two-element

∗Supported by RF Ministry of Education and Science (Suppl. Agreement No. 075-02-
2024-1440 of 28.02.2024.
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G-acts. It is shown that every G-act is T -pseudofinite, if G is the group of
integers.

1 Preliminaries

Let us recall some definitions and facts from the theory of acts and model
theory (see [9, 10, 11]). Let S be a monoid with identity 1. A structure
〈A; s〉s∈S of the language LS = {s | s ∈ S} consisting of unary operation
symbols is a (left) S-act if s1(s2a) = (s1s2)a and 1a = a for all s1, s2 ∈ S and
a ∈ A. An S-act 〈A; s〉s∈S is denoted by SA. Elements x, y of an S-act SA
are called connected (denoted by x ∼ y) if there exist n ∈ ω, a0, . . . , an ∈ A,
s0, . . . , sn−1, t0, . . . , tn−1 ∈ S such that x = a0, y = an, and tiai = siai+1. An
S-act SA is called connected if we have x ∼ y for every x, y ∈ SA. It is easy
to check that ∼ is a congruence relation on the S-act SA. The classes of this
relation are called connected components of the S-act SA. A coproduct of
S-acts SAi is a disjunctive union of this S-acts. The coproduct of S-acts SAi
is denoted by

∐
i∈I

SAi. It is known [9] that every S-act SA can be uniquely

represented as a coproduct of connected components.
Let G be a group and H be a subgroup of G. By GG/H we denote G-act

G{gH | g ∈ G} with unary operations defined as follows: g(aH) = (ga)H
for every g, a ∈ G. Each connected G-act has the form GG/H for some
subgroup H of G and it has no proper subacts.

The structure M of language L is called pseudofinite if every sentence
true in M has a finite model. Let T be a consistent (but possibly incomplete)
theory in language L. A model M of the theory T is called T -pseudofinite
if every sentence true in M is also true in some finite model of the theory
T . It is known that the structure M of language L is pseudofinite iff M
is elementary equivalent to an ultraproduct of finite structures of language
L ([12]). The proof of Theorem 1 is some variation of the proof of this
proposition.

Theorem 1. Let T be a theory of language L and M be a model of T . Then
M is a T -pseudofinite structure if and only if M is elementary equivalent to
the ultraproduct of finite models of the theory T .

It is clear that T -pseudofiniteness implies pseudofiniteness. From the
proof of Theorem 1 from [8] we get

Theorem 2. Every coproduct of finite S-acts is a T -pseudofinite S-act,
where T is the theory of all S-acts.
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Theorem 3 (Loss theorem [11]). Let {Mi | i ∈ I} be a set of structures of
language L, D be an ultrafilter on I, M =

∏
i∈I Mi/D be the ultraproduct,

Φ(x1, . . . , xn) be the formula of the language L, and m1, . . . ,mn ∈
∏

i∈I Mi.
Then

M |= Φ(m1/D, . . . ,mn/D)⇔ {i ∈ I |Mi |= Φ(m1(i), . . . ,mn(i))} ∈ D.

2 T -pseudofinite acts over some groups

Proposition 1. Let S be a monoid, T be the theory of all S-acts and suppose
there are only a finite number of isomorphism types of connected finite S-
acts. Then S-act SA is T -pseudofinite, if and only if SA is elementarily
equivalent to a coproduct of finite S-acts.

Proof. Sufficiency follows from Theorem 2. Let us prove the necessity. Sup-
pose that SA is a T -pseudofinite S-act. By Theorem 1, SA is elementarily
equivalent to the S-act SB, where SB is an ultraproduct of finite S-acts.
Suppose there exists an infinite connected component in SB and let n ∈ ω
be the maximum power of a connected finite S-act. Then there are pairwise
distinct a0, . . . , an ∈ B, and s0, . . . , sn−1, t0, . . . , tn−1 ∈ S such that x = a0,
y = an, and tiai = siai+1. By the theorem of Los, there are pairwise distinct
elements in some factor in ultraproduct SB, that is this factor is infinite, a
contradiction. Thus, the S-act SB is a coproduct of finite S-acts. 2

From Proposition 1 we obtain:

Corollary 1. Let G be a group with only finitely many subgroups of finite in-
dex, and let T be the theory of all G-acts. Then a G-act GA is T -pseudofinite,
if and only if GA is elementarily equivalent to a coproduct of finite G-acts.

From the facts that divisible groups, in particular the additive group
of rational numbers, the additive group of real numbers, the multiplicative
group of positive real numbers, a quasicyclic group, have no proper finite
index subgroups, and the multiplicative group of real numbers has exactly
two finite index subgroups, and from Corollary 1 we obtain the following.

Corollary 2. Let G be a divisible group and T be the theory of all G-acts.
Then G-act GA is T -pseudofinite, if and only if GA is a coproduct of one-
element G-acts.

Corollary 3. Let G be the multiplicative group of real numbers and T be
the theory of all G-acts. Then the G-act GA is T -pseudofinite, if and only
if GA is a coproduct of one-element and two-element G-acts.
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Proposition 2. Let T be the theory of all Z-acts, where Z is the group of
integers. Then every Z-act is T -pseudofinite.

Proof. It is clear that each connected Z-act has the form ZZ or ZZn, where
Zn is the set of all residue classes modulo n. Let

ZA =
∐
j∈α

ZZj t
∐
m∈K

∐
j∈βm

ZZjm t
∐
l∈L

∐
j∈γl

ZZjl ,

where ZZj are the copies of ZZ, ZZji are the copies of ZZi, K,L are disjoint
subsets of the set ω \ {0, 1}, βm are finite ordinals for all m ∈ K, and γl are
infinite ordinals for all l ∈ Il. We will consider a more complex case when
α > 0 and the sets K = {m0,m1, . . . , } and L = {lo, l1, . . .} are infinite. Let

ZB denote the ultraproduct
∏

n∈ω ZCn/D, where

ZCn = ZZn t
∐
j∈βm0

ZZjm0
t . . . t

∐
j∈βmn

ZZjmn
t
∐
j≤n

ZZjl0 t . . . t
∐
j≤n

ZZjln ,

D is a nonprincipal ultrafilter on ω. By Theorem 1, ZB is T -pseudofinite
Z-act. We will prove that the Z-act ZB is isomorphic to a Z-act of the form∐

j∈α′
ZZj t

∐
m∈K

∐
j∈βm

ZZjm t
∐
l′∈L

∐
j∈γl′

ZZjl′ , (1)

where α′ > 0, γl′ ≥ ω. Let c ∈
∏

n∈ω ZCn. Then M1 = {n ∈ ω | c(n) ∈
Zn} ∈ D, or Mk

2 = {n ∈ ω | ∃j ∈ βk (c(n) ∈ Zjk)} ∈ D for some k ∈ K, or
M l

3 = {n ∈ ω | ∃j ≤ n (c(n) ∈ Zjl )} ∈ D for some k ∈ L, or M4 = {n ∈ ω |
∃m ∈ K ∃j ∈ βk (c(n) ∈ Zjk) or ∃l ∈ L ∃j ≤ n (c(n) ∈ Zjl )} ∈ D, and M4

has the following property:

∀m ∈ K ∪ L(∃n ∈M4∃j(c(n) ∈ Zjm)→ ∃m′ > m∃n′ > n∃j′(c(n′) ∈ Zj
′

m′).

If M1 ∈ D then subact of ZC generated by c/D is isomorphic to ZZ. If
Mk

2 ∈ D then subact of ZC generated by c/D is isomorphic to ZZk. If
M l

3 ∈ D then subact of ZC generated by c/D is isomorphic to ZZl. If
M4 ∈ D then subact of ZC generated by c/D is isomorphic to ZZ. Thus, ZB
is isomorphic to a Z-act ZE of the form (1). It is clear that ZE ≡ ZA. By
Theorem 2, ZA is T -pseudofinite. 2
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porânea. — 2003. — Vol. 24. — P. 169–183.



STRUCTURES ON SIGNATURES
OF STRUCTURES

A.I. Stukachev

Sobolev Institute of Mathematics
Acad. Koptyug avenue 4

630090 Novosibirsk Russia

e-mail: aistu@math.nsc.ru

R. Montague in “English as a Formal Language” (1970), “Universal Gram-
mar” (1970) and “The Proper Treatment of Quantification in Ordinary En-
glish” (1973) proposed a model-theoretic formalism for English known as
Montague Intensional Logic (IL). IL is a typed higher-order logic which uses
finite types and finite-order functionals to formalize grammar categories of
natural languages (in particular, English).

We study complexity issues and algorithmic aspects of objects and con-
structions of this theory (see [3-7]). Our approach is based on the Ershov-
Scott theory of approximation spaces and domains within the framework of
Σ-definability in admissible sets (J. Barwise, Yu.L. Ershov).

In model theory, there are many examples of structures and constructions
with complex signatures: Morley and Skolem extensions, Marker expansions,
Hrushovski construction, etc. On the other hand, in mathematical linguis-
tics, words of a natural language are used as symbols (or signs) to denote
entities, properties of entities, properties of properties of entities, etc. The
set of these words, symbols or signs form a lexicon or a signature. This is
not just a set, there is a certain structure on it, with relations of various
arities. For example, each word has a grammar category (sometimes two
or more), transitive verbs can posses monotonicity of different directions for
different arguments, etc.

Let M be a structure of a relational signature 〈P n0
0 , . . . , P nk

k 〉 and let A
be an admissible set. The definition below (due to Yu.L. Ershov) can be
viewed as an effective version of the well-known model-theoretic notion of
interpretability.

Definition 1. Structure M is called Σ-definable in A if there are Σ-formulas
ϕ(x0, y), ψ(x0, x1, y), ψ∗(x0, x1, y), ϕ0(x0, . . . , xn0−1, y), ϕ∗0(x0, . . . , xn0−1, y),
. . . , ϕk(x0, . . . , xnk−1, y), ϕ∗k(x0, . . . , xnk−1, y) such that, for some parameter
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a ∈ A, M0 � ϕA(x0, a) 6= ∅, η � ψA(x0, x1, a) ∩ M2
0 is a congruence

relation on M0 � 〈M0, P
M0
0 , . . . , PM0

k 〉, where

PM0
k � ϕAk (x0, . . . , xnk−1) ∩Mnk

0 , k ∈ ω,

ψ∗A(x0, x1, a) ∩M2
0 = M2

0 \ ψA(x0, x1, a),

ϕ∗Ai (x0, . . . , xni−1, a) ∩Mni
0 = Mni

0 \ ϕAi (x0, . . . , xni−1)

for all i 6 k, and the structure M is isomorphic to the quotient structure
M0�η.

Σ-definability of a model in an admissible set A is an extension (on com-
putability in A) of the notion of constructivizability of a model (in classical
computability theory).

For arbitrary structures M and N, we denote by M 6Σ N the fact that
M is Σ-definable in HF(N), the least admissible set over N.

For a structure A, Σ-jump of A (see [1,2]) is the structure

A′ = (HF(A),Σ-SatHF(A)).

In mathematical linguistics, one of the most important relations on no-
tions and properties is a binary relation of “special case” (6): cat 6 animal,
run 6 move, etc. Usually, for notions b1 and b2, relation b1 6 b2 is expressed
in natural language by sentences of kind “Every b1 is b2” or “All b1 are b2”.

We construct structures of such kind within the framework of Σ-definabi-
lity [1,2]. In particular, we present a series of generalized effective structures
MIL and NIL such that

1) MIL is a model of Montague Intensional Logic;
2) NIL is a structure on the signature of MIL with the relation of “special

case” (6), and

NIL 6Σ M′′
IL.

The research was supported by the IM SB RAS state assignment, project
number FWNF-2022-0012.
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1 Introduction

Relations form the basis of algebraic systems representing links between
elements [1], in particular, operations by their graphs. Among all relations,
definable relations/sets, defined by suitable formulae of a given signature,
play an important role for the structural description [2, 3]. These rela-
tions/sets allow us to clarify the expressibility of certain properties through
signature relations by means of logical connectives and quantifiers. Systems
of definable structures forming univers studied in [4]. In addition to de-
finable relations/sets, type-definable relations/sets are often used in model
theory, represented both by a set of type realizations and by intersections of
definable relations/sets [5, 6, 7, 8].

This paper examines possibilities for definable and type-definable sets
in structures. It is clarified when a type-definable set is definable. Con-
nections of type-definable sets with respect to Boolean combinations are
studied. Algebras for definable and type-definable sets and their properties
are studied, as well as the hierarchy of these algebras with respect to various
sets of parameters. It is shown that type-definable sets of given arity form a
distributive lattice which is a Boolean algebra iff each type-definable set is

∗The work was carried out in the framework of the State Contract of the Sobolev Insti-
tute of Mathematics, Project No. FWNF-2022-0012, and partially supported by Commit-
tee of Science in Education and Science Ministry of the Republic of Kazakhstan, Grant
No. AP19677451.
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formulaically definable. Natural extensions of these lattices are defined, as
well as lattices of derivative structures with respect to dynamics of families
of type-definable sets over various sets of parameters. Some natural prop-
erties of these lattices are studied with respect to signatures and kinds of
type-definable sets.

2 Definable and type-definable sets, their al-
gebras

Throughout we consider complete first-order theories and their models.
For a structure M any subset P ⊆ Mk, for some natural k, is said to

be a k-ary property, set, or relation inM. Recall that a property P (inM)
is formula definable, formulaically definable, definable by formula, or simply
definable in M over a set A ⊆ M , or A-definable, if there is a formula ϕ =
ϕ(x, a), a ∈ A, such that P is equal to the set ϕ(M, a) = {b | M |= ϕ(b, a)}
of all solutions b of ϕ in M. The formula ϕ is called defining for P in the
structure M.

Remark 2.1. Remind [9, 10, 11] that for any k ∈ ω and A ⊆ M
A-definable subsets of Mk form a Boolean algebra DAk (M), with respect
to Boolean operations ∪, ∩, ·, correspondent to Lindenbaum–Tarski alge-
bra LT Ak (M) which consists of equivalence classes [ϕ(x)] = {ψ(x) | M |=
∀x(ϕ(x) ↔ ψ(x))} of formulae ϕ(x) in the language of M extended by
constants in A, with k free variables in the tuple x. The correspondence
is defined by the isomorphism which maps each equivalence class [ϕ(x)] to
the set ϕ(M) of the solutions of ϕ(x) in M. In particular, each DAk (M) is
closed under Boolean combinations correspondent to equivalence classes of
Boolean combinations of formulae ϕ(x).

Definition. We say that an intersection of A-definable sets Bi, which
are defined by formulae ϕ(x, ai), i ∈ I, are consistent if the set {ϕ(x, ai),
i ∈ I} is consistent, i.e. it is satisfied in a model of given theory.

Consistent intersections Z of A-definable sets D in M are called type-
definable over A or A-type-definable. Here we say that formulae ϕ(x, a) used
for definable sets D define Z. These formulae form a type whose set of
realizations in the given structure equals Z.

We denote by TDA
k (M) the family of all k-ary A-type-definable sets

in M.
We omit the index A in DA

k (M) and TDA
k (M) if the set A is fixed. Here

the sets Dk(M) and TDk(M) consists of definable and type-definable sets of
the arity k, respectively.
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Remark 2.2. By the definition any nonempty A-definable set is A-type-
definable, but not vice versa in general case, for instance, if a type is not
isolated and it is realized in the given structure.

Proposition 2.3. An A-type-definable set Z is formulaically A-definable
iff either Z is empty, i.e. the correspondent type is omitted in the given
structure, or Z is not empty and it is represented as a finite intersection of
formulaically A-definable sets.

Proof. If Z = ∅ then it is defined by an A-formula ϕ ∧ ¬ϕ. Now we
assume that Z 6= ∅. If Z is A-definable then it is an intersection of itself,
which is a finite intersection. Finite intersections of A-definable sets are
again A-definable in view of Remark 2.1. If Z is not represented as a fi-
nite intersection of A-definable sets then it can not be A-definable by the
definition. Here each finite intersection of supersets containing Z properly
contains Z. 2

Since finite intersections of A-definable sets are again A-definable we have
the following:

Corollary 2.4. An A-type-definable set Z is A-definable iff it is defined
by a consistent A-formula which forces all formulae used to define Z.

Proposition 2.5. The complement Z of an A-type-definable set Z is
A-definable iff Z is A-definable.

Proof. If Z is A-definable then its complement Z is A-definable, too, in

view of Remark 2.1. Conversely, if Z is A-definable then Z = Z is again
A-definable. 2

Proposition 2.6. Positive consistent Boolean combinations of A-type-
definable sets are again A-type-definable.

Proof. It suffices to note that for A-type-definable sets Z1 and Z2 their
union Z1∪Z2 and intersection Z1∩ Z2 are again A-type-definable. We take
families Di, i ∈ I, and D′j, j ∈ J , of A-definable sets, whose intersections
define Z1 and Z2, respectively. Now Z1∪Z2 is defined by the family of unions
Di ∪D′j, and Z1 ∩ Z2 by the intersections Di ∩D′j. 2

Propositions 2.5 and 2.6, with Remark 2.1, immediately imply:

Theorem 2.7. 1. Any structure T DAk (M) = 〈TDA
k (M) ∪ {∅};∪,∩〉 is

a distributive lattice with the least element ∅ and the greatest element Mk.
2. Any lattice 〈TDA

k (M) ∪ {∅};∪,∩〉 forms a Boolean algebra iff

TDA
k (M) = DA

k (M).
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Remark 2.8. Any lattice T DAk (M) is naturally extensible till a Boolean
algebra BT DAk (M) by adding Boolean combinations of A-type-definable sets
in TDA

k (M), and this extension is proper iff TDA
k (M) contains a (A-type-

definable) set which is not formulaically A-definable. Moreover, this lattice is
naturally embeddable into the lattice 〈ITDA

k (M);∪,∩〉 obtained by adding
positive Boolean combinations of finitely many and infinitely many A-type-
definable sets in TDA

k (M), and into the Boolean algebra IBT DAk (M) by
adding results of set-theoretic unions, intersections and complements to the
set ITDA

k (M). The structures IT DAk (M) and IBT DAk (M) are derivative
with respect to T DAk (M) and they inherit properties of T DAk (M).

3 Lattices for families of type-definable sets

Remark 3.1. By the definition any (type-)definable set is a set of solu-

tions of some, possibly incomplete, type p() ∈ S⊆(A), where A ⊆M .
It is easy to see that each property P ⊆ Mk, k ∈ ω, is type-definable

by the set of formulae ¬x ≈ b, b ∈ Mk \ P , i.e. any lattice T DMk (M) is a
Cantor Boolean algebra. So in such a case, and for T DAk (M) with A ⊆ M
such that T DAk (M) = T DMk (M), each nonempty element is composed by
singletons in this lattice which are atoms. Their complements are co-atoms
such that each element Z ⊂M is represented as an intersection of co-atoms.

In general case the lattice T DAk (M) contains atoms correspondent to
nonempty sets of realizations of complete k-types in S(A), which form ul-
trafilters. These atoms correspond co-atoms iff these types are isolated, i.e.
correspond to A-definable sets D. Thus the co-atoms have the form D. If
M does not realize isolated k-types in S(A) then T DAk (M) does not have
co-atoms.

For any structure M the lattices T DAk (M) form a hierarchy in the fol-
lowing way. If A1 ⊆ A2 ⊆ M then T DA1

k (M) is a sublattice of T DA2
k (M)

and this relation is strict iff A2 gives more definable sets with respect to A1.
The family TDk(M) collecting the lattices T DAk (M), marked by their sets
A, forms a distributive lattice LTDk(M) = 〈TDk(M);∨,∧〉, where

T DA1
k (M) ∨ T DA2

k (M) = T DA1∪A2
k (M),

T DA1
k (M) ∧ T DA2

k (M) = T DA1∩A2
k (M)

for any A1, A2 ⊆M .
By the definition this lattice has the least element T D∅k(M) and the

greatest element T DMk (M). Its atoms are defined by singletons {a}, where
a ∈M .
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This lattice is a fusion of Cantor Boolean algebra on P(Mk) and lattices
T DAk (M). In fact, elements of that Boolean algebra are replaced by these
lattices.

Definition. We say that a lattice LTDk(M) admits a regularization
LTDr

k(M) if LTDr
k(M) is a lattice satisfying the following conditions:

1) the universe TDr
k(M) of LTDr

k(M) consists of the lattices T DAk (M)
without their labels A, i.e. TDr

k(M) is the quotient of TDk(M) under the
equivalence relation∼ identifying pairs (T DA1

k (M), A1) and (T DA2
k (M), A2)

with T DA1
k (M) = T DA2

k (M);
2) the equivalence relation ∼ is the congruence relation producing lattice

operations of LTDr
k(M) by correspondent operations of LTDk(M);

3) for any A1, A2 ⊆M the following equality holds:

T DA1
k (M) ∧ T DA2

k (M) = T DA1
k (M) ∩ T DA2

k (M). (1)

If LTDr
k(M) exists then we say that LTDk(M) is regular.

In any case the set TDr
k(M) is supplied by the ordinary relation⊆, where

T DA1
k (M) ⊆ T DA2

k (M) means that each A1-type-definable k-ary relation is
A2-type-definable.

Here, for instance, T DAk (M) is an atom iff T DAk (M) is a proper extension
of T D∅k(M), i.e. it has a A-type-definable k-ary set which is not ∅-definable,
and there are no A′ such that T DA′

k (M) is proper between T D∅k(M) and
T DAk (M), i.e. with an A′-type-definable k-ary set which is not ∅-definable,
and with an A-type-definable k-ary set which is not A′-definable.

Recall [14] that a structureM is syntactically (respectively, semantically)
rigid if M = dcl(∅) (|Aut(M)| = 1).

Clearly that any syntactically rigid structure is semantically rigid, but
not vice versa in general.

The following proposition shows that syntactically rigid structures pro-
duce regular lattices LTDk(M), but these lattices are trivial, without vari-
ations of T DA1

k (M). In such a case the lattices LTDk(M), as derivative
structures, do not give any essential structural information on the initial
structure M.

Proposition 3.2. IfM is a syntactically rigid structure then each lattice
LTDk(M) is a regular with the singleton lattice LTDr

k(M).

Proof. Since M = dcl(∅), each tuple a ∈ M is definable, too. Using
the arguments for Remark 3.1 we observe that each element of P(Mk) is ∅-
type-definable, i.e. LTDk(M) is formed by unique lattice with the universe
P(Mk). Thus LTDk(M) is regular with the singleton lattice LTDr

k(M). 2
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In contrast to Proposition 3.2, the following proposition asserts that the
violation of syntactic rigidity, in the presence of an algebraic type, entails
non-triviality of the lattice LTDk(M) and violation of regularity.

Proposition 3.3. If a structure M realizes a complete algebraic k-type
p(x) over ∅ with at least two realizations then any lattice LTDk(M) is not
regular.

Proof. Let k = 1, a1, . . . , an be all pairwise distinct realizations of p(x),
n > 1, k be a minimal cardinality such that each k-element subset of p(M)
defines each element ai. By the conjecture we have 1 ≤ m ≤ n− 1. Clearly,
the value m is invariant under automorphisms, which connect all elements
of p(M). We take a m-element set A ⊂ p(M), elements a ∈ A and b ∈
p(M) \ A we find an automorphism f (of an elementary extension) with
f(a) = b. Then |A ∩ f(A)| < m, i.e. A ∩ f(A) does not define some

element c ∈ p(M). Hence {c} ∈ (T DA1 (M) ∩ T Df(A)
1 (M)) \ T DA∩f(A)

1 (M)
contradicting the regularity of LTDk(M).

For arbitrary k > 1 we take an appropriate k-type p(x) and repeat the
arguments for the case k = 1, replacing elements by k-tuples. 2

We denote by Σ1 an arbitrary signature consisting of constant symbols
ci, i ∈ I, as well as 0-ary and unary predicate symbols Pj, j ∈ J .

Theorem 3.4. LetM be a structure of a signature Σ1. Then any lattice
LTDk(M) is regular iff M is semantically rigid.

Proof. In view of [12, Section 8.1] formulae of any signature Σ1 are repre-
sented by Boolean combinations of formulae describing numbers of elements
in intersections of literas P δ of unary predicates P , belonging of constants
to these intersections, equalities and inequalities of constants, and satisfi-
ability and unsatisfiability of zero-ary predicates. Thus definable sets are
composed as Boolean combinations, Cartesian products and Cartesian sums
for unary ones [13]. Considering structures T DAk (M) we just extend the set
of language constants by elements of A.

If M is semantically rigid then by the described basedness of Th(M)
there are no distinct tuples connected by automorphisms. i.e. having same
type. It implies that each k-tuple in M is type-definable implying that
T DAk (M) consists of all elements of P(Mk). Repeating the arguments for
Proposition 3.2 we observe that the lattice LTDk(M) is regular.

Conversely, if M is not semantically rigid, we find a complete k-type
p(x) ∈ S(∅), realized by several tuples, each of which without distinct coor-
dinates. Now we take an appropriate set A such that p(x) is extended till a
complete type q(x) ∈ S(A) such that q(x) has finitely many and at least two
realizations in M. Repeating the arguments for Proposition 3.3 we obtain
the violation of regularity for the lattice LTDk(M) 2
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Let LTDfin
k (M) be the restriction of a lattice LTDk(M) to the family

of sets T DAk (M) with finite A. Since these sets, for a signature Σ1, can
define only their subsets and complements inside definable sets, we have the
following possibilities:

1) M is semantically rigid, with regular singletons LTDfin
k (M);

2) M has a complete 1-type over ∅ with finitely many and more then
one realizations, violating the regularity of LTDfin

k (M);
3) any complete 1-types over ∅ has only one or infinitely many realizations

in M, producing the regularity of LTDfin
k (M).

Thus we have the following modification of Theorem 3.4:

Theorem 3.5. Let M be a structure of a signature Σ1. Then any
lattice LTDfin

k (M) is regular iff any complete 1-type over ∅ has only one or
infinitely many realizations in M.

Now we argue to show that the signature Σ1 is essential for Theorem 3.5.

Lemma 3.6. If a structure M has a ∅-definable equivalence relation E
with at least two at least two-element E-classes whose elements are pairwise
connected by automorphisms then 〈TD1(M);∨,∧〉 is not regular.

Proof. Let Z be a ∅-type-definable set defined by a complete 1-types
realized by the elements in the conjecture. We have pairwise distinct el-
ements a1, a2, a3, a4 ∈ Z such that |= E(a1, a2) ∧ E(a3, a4) ∧ ¬E(a1, a3).
The formulae E(a1, x) and E(a2, x) define the same proper subset of Z
whereas Z does not have proper ∅-type-definable subsets. Thus, E(a1) =

E(a2) ∈ T D{a1}1 (M) ∩ T D{a2}1 (M) and E(a1) = E(a2) /∈ T D∅1(M), where
∅ = {a1} ∩ {a2}. Hence 〈TD1(M);∨,∧〉 is not regular. 2

Using Lemma 3.6 we have the following:

Theorem 3.7. For any signature Σ each lattice LTDfin
k (M), for a struc-

ture M of the signature Σ, without complete k-types over finite A ⊂ M
having n ∈ ω \ {0, 1} realizations, is regular iff Σ has the form Σ1.

Proof. If Σ = Σ1 then each its lattice LTDfin
k (M), without without

complete k-types over finite A ⊂ M having n ∈ ω \ {0, 1} realizations, is
regular by Theorem 3.6.

Otherwise, Σ has a n-ary predicate symbol P , n ≥ 2, or a n-ary functional
symbol f , n ≥ 1. Now we reduce P (x1, x2, . . . , xn) to binary one E(x1, x2) =
P (x1, x2, . . . , x2) and write the axioms for the conjecture of Lemma 3.6 vio-
lating the regularity of LTDfin

k (M). Having a functional symbol f we take
the formula E(x1, x2) = ∃y(f(x1, . . . , x1) ≈ y∧ f(x2, . . . , x2) ≈ y) and again
write the axioms for the conjecture of Lemma 3.6 violating the regularity
of LTDfin

k (M). Thus in any case symbols P and f violate the regularity of
LTDfin

k (M). 2
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РАНГИ ЭКВАЦИОНАЛЬНОСТИ
ДЛЯ СЕМЕЙСТВ ФОРМУЛ

А.В. Васенёва

Новосибирский государственный университет,
ул. Пирогова, 1, Новосибирск, Россия

e-mail: a.vaseneva@g.nsu.ru

В работе рассматривается обобщение ранга нётеровости [1] до ранга
эквациональности, применимого к эквациональным теориям [2].

Определение. Семейство C подмножеств множества X называется
нётеровым, если оно удовлетворяет следующим двум условиям:

1) C замкнуто относительно конечных пересечений и содержит само
множество X;

2) C имеет условие нисходящей цепи (DCC): любая нисходящая цепь
C0 ⊃ C1 ⊃ . . . ⊃ Cn ⊃ . . ., где Cn ∈ C для n ∈ ω, стабилизируется на
некотором конечном шаге, то есть найдется n0 ∈ ω такой, что для любого
n ≥ n0 выполнено Cn+1 = Cn.

Элемент C0 из семейства C называется неприводимым, если он не
является пустым и не может быть представлен в виде конечного объ-
единения C0 = C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Cn, где каждый Ck строго содержится в
C0 и принадлежит C, k ≥ 1.

Определение. [1] Пусть C — нётерово семейство подмножеств мно-
жества X. Определим порядковый ранг RkC(Y ) для каждого подмно-
жества Y из X следующим образом. Для неприводимых множеств C это
фундаментальный ранг, то есть:
1. RkC(C) ≥ 0 выполнено всегда;
2. RkC(C) ≥ α + 1 тогда и только тогда, когда RkC(D) ≥ α для некото-
рого неприводимого D ( C;
3. RkC(C) ≥ α с предельным ординалом α тогда и только тогда, когда
RkC(C) ≥ β для каждого β меньше α.
Также ранг замкнутого множества — это наибольший ранг его неприво-
димых компонент, а ранг пустого множества определим RkC(∅) = −∞.

Пусть T — произвольная полная теория, M — модель теории T ,
ϕ(x, a) — формула теории T с набором параметров a ∈ M , ∆ — мно-
жество формул теории T .
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Определение. Будет говорить, что формула ϕ(x, y) является урав-
нением, если совокупность конечных пересечений копий ϕ(M,a) форму-
лы ϕ(x, y) имеет DCC. Теория T эквациональна, если каждая формула
теории T эквивалентна булевой комбинации уравнений.

Определение. Рангом эквациональности ER(ϕ(x, a)) формулы
ϕ(x, a) (относительно модели M) называется минимальная длина вло-
женных цепей пересечений

⋂
i

ϕ(M,ai), в которые входит ϕ(M,a). По

определению любое значение ER(ϕ(x, a)) либо конечно, либо являет-
ся бесконечным ординалом, зависящим от модели M . Рангом экваци-
ональности семейства формул ∆ будем называть величину ER(∆) =
sup{ER(ϕ(x, a)) | ϕ(x, y) ∈ ∆, a ∈M, l(a) = l(y)}.

Примеры. 1. Формулы x = c, задающие константы, всегда имеют
ранг эквациональности, равный 1.

2. Атомные формулы P (x) одноместных предикатов P также всегда
имеют ранг эквациональности, равный 1.

3. Линейные порядки дают конечное значение ранга эквацинально-
сти тогда и только тогда, когда они являются конечными. При этом
формулы x ≤ y позволяют реализовать произвольные конечные ранги
эквациональности.

4. Рассмотрим ациклический граф, обозначим через Q(x, y) множе-
ство вершин x ∈ M в которые можно попасть из вершины y. Пусть
Q(M, b) = {a1, a2}, Q(M,a1) = {b, c1, c2}, Q(M,a2) = {b, c3}. Нетрудно
заметить, что ранг эквациональности для ациклических графов всегда
будет равен 1.

Определение. Рангом эквациональности типа p ∈ S(A) называется
величина ER(p) = sup{ER(ϕ(x, a)) | ϕ(x, y) ∈ p, a ∈ A, l(a) = l(y)}.

Следующее определение дает эквивалентную переформулировку по-
нятий уравнения и эквациональной теории из работы [2].

Определение. Формула ϕ(x, y) теории T называется уравнением,
если каждая формула ϕ(x, a) имеет конечный (и ограниченный при под-
становке параметров a) ранг эквациональности. Теория T называется эк-
вациональной, если любая формула теории T является T -эквивалентной
некоторой булевой комбинации формул из ∆, где ∆ состоит из уравне-
ний.

Определение [3]. Теория T называется ∆-базируемой, где ∆ — неко-
торое множество формул без параметров, если любая формула теории
T эквивалентна в T некоторой булевой комбинации формул из ∆.
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Для ∆-базируемых теорий T также говорят, что T имеет элиминацию
или сокращение кванторов с точностью до множества ∆.

Теорема 1. 1. Для любого натурального n ≥ 1 существует ∆n-ба-
зируемая эквациональная теория Tn, для которой ER(∆n) = n.

2. Для любого положительного ординала α существует ∆α-базируе-
мая теория T с моделью Mα такая, что ER(∆α) = α относительно
модели Mα.

Доказательство. 1. Рассмотрим двудольный граф G = (X, Y,E), X
и Y — доли двудольного графа. Обозначим через Q(x, y) множество
вершин x ∈ X в которые можно попасть из вершины y. Для n = 1
достаточно рассмотреть граф, в котором для любого y ∈ Y существует
единственный x ∈ X такой, что y и x — смежные вершины G, так как
∀y1, y2 ∈ Y Q(M, y1) ∩Q(M, y2) = ∅ и ∀y ∈ Y |Q(M, y)| = 1.

Для n = k+1 построим граф следующим образом. Пусть Q(M, y1) =
{x1, x2, . . . , xk+1},Q(M, y2) = {x′}∪Q(M, y1)\{xk+2}, где x′ /∈ Q(M, y1), то
есть для каждой следующей вершины yi+1 множество Q(M, yi+1) строим
из Q(M, yi) путем удаления одного из элементов множества Q(M, yi) ∩
Q(M, y1) и добавления одного нового элемента x ∈ X, 1 ≤ i ≤ k. При та-
ком построении пересечение Q(M, y1)∩Q(M, y2)∩. . .∩Q(M, yk+1) состоит
из одного элемента {xj1}, а ранг будет в точности равен n = k + 1.

2. Рассмотрим отношение R(x, a), заданное формулой ¬x ≈ a. Пусть
b — некоторый кортеж b1, b2, . . . , bk изMα , множество экземпляров фор-
мулы ϕk(x, y) задается как {x : ¬x ≈ y, l(y) = k}, где 1 ≤ k ≤ α. Тогда
∆α = {ϕk(x, b) : l(b) = k, b ∈M, 1 ≤ k ≤ α}. По построению ER(∆α) = α.

Замечание. Теория T эквациональна тогда и только тогда, когда
для каждого конечного множества ∆0 формул теории T существует ко-
нечное множество ∆1 формул теории T такое, что ER(∆1) ∈ ω и любая
формула из ∆0 T -эквивалентна некоторой булевой комбинации формул
из ∆1.

Определение. Рангом эквациональности ER(T ) теории T называ-
ется величина ER(T ) = inf∆{sup{ER(ϕ(x, a)) | ϕ(x, y) ∈ ∆, a ∈M, l(a) =
l(y)}}.

Рассматриваются семейства формул ∆ такие, что они дают ∆-бази-
руемость теорий.

Опишем поведение рангов эквациональности в теориях графов. Для
этого рассмотрим Q(M,x) – множество вершин графа, в которые можно
попасть из вершины x, для нескольких случаев:

1. Ациклические графы. Ранг эквациональности для ациклических
графов всегда будет равен 1 (показали в примере 4).
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2. Циклические ориентированные графы. Рассмотрим граф, в ко-
тором Q(M,a) = {b1, b2, a}, Q(M, b1) = {c1, c2, b1}, Q(M, b2) = {c3, b2},
Q(M, ci) = {ci}, i = 1, 2, 3. Для двух смежных вершин y и z (ребро гра-
фа из y в z) имеем Q(M, y) ∩ Q(M, z) = {z}, для несмежных вершин
такое пересечение будет давать пустое множество. Отсюда ранг эква-
циональности для циклических ориентированных графов всегда будет
равен 2.

3. Циклические неориентированные графы. Рассмотрим граф, в ко-
торомQ(M,a) = {b1, b2, a},Q(M, b1) = {c1, c2, b1, a},Q(M, b2) = {c3, b2, a},
Q(M, ci) = {ci, b1}, i = 1, 2, Q(M, c3) = {c3, b2}. Для трех вершин y, z и k
таких, что смежными являются y и z, z и k имеем Q(M, y) ∩Q(M, z) ∩
Q(M,k) = {z}. Тогда ранг эквациональности для циклических неориен-
тированных графов, у которых минимум 3 вершины, всегда будет ра-
вен 3.

4. Полные графы. Пусть {a1, ..., an} – множество вершин полного гра-
фа. При взятии пересечений Q(M,ai)∩Q(M,aj) получим все множество
вершин графа без вершин ai и aj. Таким образом ранг эквациональности
для полных графов с n вершинами будет равен n− 1.

5. Двудольные графы. В доказательстве Теоремы 1 был использован
способ построения двудольного графа так, что для любого натурального
n ранг эквациональности равен n.

Таким образом Теорему 1 можно переформулировать для теорий гра-
фов.

Теорема 2. Для любого натурального n ≥ 1 существует ∆n-бази-
руемая эквациональная теория графов Tn, для которой ER(∆n) = n.
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Abstracts

H. Alhussein, P.S. Kolesnikov, Hochschild cohomology of the Weyl

conformal algebra.

We compute Hochschild cohomology groups of the Weyl conformal alge-
bra and of the universal conformal envelope U(3) of the Virasoro conformal
algebra.

G. Cz�edli, Four generators of an equivalence lattice with consecutive

block counts.

For an integer r > 1, let Br,0 denote the (2
r + 1)-element lattice that we

obtain from the 2r-element Boolean lattice by adding a new least element
to it. For another integer k ≥ 2, let n = n(r, k) be the smallest integer such
that the k-th direct power Brk,0 of Br,0 can be generated by n elements.
Motivated by the applicability of large lattices with small generating sets in
authentication and cryptology, we give a lower estimate of n(r, k) and an
upper estimate of n(4, k). (For r < 4, lower estimates have been known.)
To reach this goal, we prove a Sperner (type) theorem. With our estimates,
we can e�ciently determine n(4, k) for most k's up to about k ≤ 10299; for
the rest of k's of this magnitude, we can give two consecutive integers such
that n(4, k) is one of them. For example, if k = 10299, then n(4, k) = 1001.

D.Y. Emelyanov, Algebras of binary isolating formulas for Cartesian

products of graphs.

We describe in more details the algebras for Cartesian products of graphs.

I.B. Kozhukhov, D.S. Khramchenok, On axiomatizability of the

class of subdirectly irreducible acts over semigroups.

Let K be a class of all subdirectly irreducible act over a semigroup S. We
prove that if the class K is axiomatizable then |X| ≤ 2|S

1| for any X ∈ K.
Similar inequality is proved for modules over associative rings. Further, we
establish that if K is axiomatizable then |X| ≤ n for some natural n and
all X ∈ K. Finally, we prove that for S being a group the class K is
axiomatizable if and only if S is �nite.

B.Sh. Kulpeshov, In.I. Pavlyuk, S.V. Sudoplatov, On pseudo-

strongly-minimal formulae, structures and theories.

Possibilities for approximations of structures and theories by strongly
minimal ones are studied.
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S.B. Malyshev, Heritability of pregeometry types by composition rela-

tive to the original structures.

We investigate how the pregeometry that arises from the composition
of two structures of a predicate signature inherits the types of pregeome-
tries of the original structures. We establish that in the case of degeneracy,
modularity, and local �niteness of the pregeometry of a graph signature, the
pregeometry of their composition inherits the corresponding properties. We
also provide counterexamples to the converse statement.

A.S. Monastyreva, The zero-divisor graph of a �nite ring.

We discuss our results concerning the zero-divisor graph of a �nite ring.
Also, the report is devoted to the main problems and direction of investiga-
tions in this area.

B. Poizat, Parameters in the algebraically closed �elds.

We study the inuence of the parameters necessary in the de�nition of
a given structure S de�nable in an algebraically closed �eld K, principally
on the relations between the group of automorphisms of S and the group of
automorphisms of K.

N.L. Polyakov, On the RK-preorder on C-cones of RK-minimal ultra-

�lters.

We describe the Rudin-Keisler preorder on the lower cones of RK-minimal
ultra�lters with respect to the Comfort preorder.

A.P. Pozhidaev, Pre-Lie Witt doubles.

Let A be a �nite-dimensional associative commutative algebra with a
nonzero derivation d over an algebraically closed �eld F , let A be d-simple
and it not be a �eld. Modulo the automorphisms of A, which are almost
commuting with d, the automorphisms are described of the left-symmetric
Witt doubles Ad and Wd(A) over F .

M.N. Rudometkina, A.V. Chekhonadskikh, Algebra of �nite pred-

icates and exible processes modeling.

The survey is devoted to �nite predicate tools designed for modeling of
arti�cial intelligence systems. Such systems are used in various areas of
practice from complex branched technological processes or business schemes
to programs analyzing texts composed of heterogeneous material. We con-
sider the main features of logical networks as a means of parallelizing tasks
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while arti�cial intelligence systems proceed symbolic information. The pa-
per emphasizes process mining abilities as an construction instrumentation
of discrete process models based on the structuring of their logs (i.e. traces
of its execution with time marks). The authors' attention is drawn to the
presentation and modeling of exible processes for information resources
transforming, the scope of which covers software development, information
web-search, text and metatext analysis, business processes, engineering de-
sign automation. Construction of exible process models based on log anal-
ysis using �nite predicate algebra is especially relevant in the identi�cation
and design of engineering systems.

A.S. Savin, Some spectra of spherical orderability of �nite groups.

We describe spectra of spherical orderability for some natural �nite groups
using an algorithm checking possibilities of coordinated orderability for di-
mensions at least 3.

M. Shahryari, On conjugately separability of nilpotent subgroups and

equational domains: a survey.

In this survey, we report some generalizations of Conjugate Separable
Abelian Groups and Commutative Transitive Groups. These ideas are gen-
eralized in di�erent directions by many people and still can be studied in
very extended frames. We review some of the recent progress of this study
and its applications.

N.A. Shchuchkin, Ternary groupoids, closely related to ternary quasi-

groups.

We construct an algorithm for transforming words using a set of Latin
squares or multiplication tables of groupoids close to quasigroups, in a quan-
tity equal to the number of alphabet symbols. Some properties of ternary
groupoids close to ternary quasigroups are given. These properties play an
important role in the analysis and design of cryptographic schemes based
on the algebras indicated, such as polynomial completeness, the absence of
nontrivial congruences.

D.V. Solomatin, Structure of semigroups admitting generalized outer-

planar Cayley graphs.

We investigate how do the properties of outerplanarity and generalized
outerplanarity of Cayley graphs of planar semigroups correlate.

A.A. Stepanova, E.L. Efremov, S.G. Chekanov, T -pseudo�nite
acts over abelian groups.
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We introduce the notion of T -pseudo�niteness for a model of a theory T
and consider T -pseudo�nite acts over group. A model M of a theory T is
called T -pseudo�nite if every sentence true inM has a �nite model which is a
model of T . It is clear that for every theory T , if a modelM of this theory is
T -pseudo�nite thenM is pseudo�nite, and if a modelM of T is pseudo�nite
and T is a �nite axiomatizable theory then M is T -pseudo�nite. We give
necessary and su�cient conditions for T -pseudo�niteness of acts over a group
G with a �nite number of subgroups of �nite index, where T is the theory of
all G-acts. As a consequence, we obtain a description of T -pseudo�nite acts
over divisible group. We show that every G-act is T -pseudo�nite, where G
is the group of integers.

A.I. Stukachev, Structures on signatures of structures.

We present a series of generalized e�ective models of Montague Inten-
sional Logic, together with natural structures on their signatures, and discuss
complexity issues of these structures.

S.V. Sudoplatov, Algebras for de�nable and type-de�nable sets in a struc-

ture.

We study possibilities for algebras of de�nable and type-de�nable sets in
a given structure. Lattices for families of type-de�nable sets are de�ned and
some their structural properties are described.

A.V. Vaseneva, Equational ranks for families of formulae.

We consider a generalization of Noetherian rank till the equational rank
which is applied for equational theories. Values of the equational rank are
obtained.
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