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INTRODUCTION 3

Introduction
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The 9th International Summer School “Problems Allied to Universal
Algebra and Model Theory — Erlagol 2011” was held on 22–28 of June
2011 in the camping center “Erlagol” in Altai mountains. The School was
organized by Algebra and Mathematical Logic chair of Novosibirsk State
Technical University (NSTU) and by Sobolev Institute of Mathematics SB
RAS. Professors Viktor D. Mazurov, Aleksandr G. Pinus, and Evgeniy I.
Timoshenko were the chairmen of Organizing Committee of School. Profes-
sors Aleksandr V. Mikhalev, Evgeniy A. Palyutin, Konstantin N. Ponoma-
ryov, Vladimir N. Remeslennikov, Vitaliy A. Roman’kov, Sergey V. Su-
doplatov, and Associate Prof. Evgenii N. Poroshenko were the members
of of Organizing Committee. Six two-four-hours talks were presented in
the School: “Foundations of Algebraic Geometry of Universal Algebra” (by
Vladimir N. Remeslennikov — Evelina Yu. Daniyarova, Boris I. Plotkin —
Eugene B. Plotkin — Elena V. Aladova, Aleksandr G. Pinus) and “Ele-
mentary and Universal Theories of Groups” (by Elena I. Bunina, Vladimir
N. Remeslennikov, Vitaliy A. Roman’kov, Evgeniy I. Timoshenko). It was
proposed ten plenary talks and many short reports in two sections “Universal
Algebra and Model Theory” and “Groups and Others Classical Algebras”.

The School was supported by RFBR (grant N 11-01-06028) and by grant
of NSTU, having a special purpose.

The Collection of Papers is composed by some articles of the participants
of School, being connected with the subject of School.

The compliers thank Dean of Faculty for External Education of NSTU,
Professor Zoya S. Temlyakova for financial support of this edition.
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Erlagol 2011
9th International Summer School-Conference

“Problems Allied to Universal Algebra

And Model Theory”

(June, 23-28)

June, 23.

Plenary talks and lectures. Chairman Vitaly Roman’kov

V. D. Mazurov (Novosibirsk, Russia).

Classification of Finite Simple Groups: a Theorem or Still a Conjunc-
ture.

V. N. Remeslennikov, E.Y. Daniyarova (Omsk, Russia).

Universal Algebraic Geometry.

V. M. Kopytov (Novosibirsk, Russia).

On Groups of Finite Malcev Rank.

Chairman Alexander Chekhonadskih

V. A. Churkin (Novosibirsk, Russia).

Polar Decomposition of Operators in Minkovski Spaces.

A. T. Nurtazin (Almaty, Kazakhstan).

Existentially and Positively Existentially Closed Models.

Short Talks

Section 1. Chairman Alexander Chekhonadskih

A. A. Kuznetsov (Krasnoyarsk, Russia).

On Centralizers of Automorphisms of Burnside group B0(2, 5).

M. V. Kotov (Omsk, Russia).

Algebraic Geometry over Some Topological Algebras.
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Section 2. Chairman Fedor Dudkin

A. M. Popova (Novosibirsk, Russia).

On a Zassenhaus Problem.

E. V. Grachev, A.M. Popova (Novosibirsk, Russia).

Automorphisms of the Group of Units of the Group Ring ZA5.

June, 24

Plenary talks and lectures. Chairman Sergey Sudoplatov

V. A. Roman’kov (Omsk, Russia).

Random Equations in Groups (a lecture from the series “Elementary
and Universal Properties of Groups”).

B. S. Baizhanov (Almaty, Kazakhstan).

Non-Orthogonality of 1-types in Ordered Structures.

E. Casanovas (Barcelona, Spain).

On Finitary Hyperimaginaries.

Chairman Valeriy Churkin

A. G. Pinus (Novosibirsk, Russia).

Algebraic and Logic Geometry of Universal Algebras. Unified Appro-
ach (a lecture from “Fundamentals of Algebraic and Logic Geometry
of Universal Algebras”).

Short Talks

Section 1. Chairman Evgeny Poroshenko

А. V. Chekhonadskih (Novosibirsk, Russia).

Extreme Replacements of the Poles of Control Systems with a Small
Number of Parameters.

S. I. Mardaev (Novosibirsk, Russia).

Properties of Model Formulae Transferable from the Original Formula
to the Formulae that Define the Least Fixed Point.
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Section 2. Chairman Valeriy Churkin

D. A. Zubko (Moscow, Russia).

Elementary Definability of Linear Groups in the Class of All Groups.

F. A. Dudkin (Novosibirsk, Russia).

On the Abstract Commensurator of Baumslag–Soliter Groups.

June, 25

Plenary talks and lectures. Chairman Bektur Baizhanov

B. Poizat (Lyon, France).

Equationnally minimal groups

E. I. Timoshenko (Novosibirsk, Russia).

Universal Theories of Partially Commutative Metabelian Groups (a
lecture from the series “Elementary and Universal Properties of Gro-
ups”).

S. V. Sudoplatov (Novosibirsk, Russia).

On Classification of Countable Models of Complete Theories.

June, 26

Plenary talks and lectures. Chairman Alexander Pinus

V. N. Remeslennikov (Omsk, Russia).).

Elementary Equivalence of Nilpotent Groups And Algebras (a lecture
from the series “Elementary and Universal Properties of Groups”).

E. I. Bunina (Moscow, Russia).

Elementary Properties of Chevalley Groups (a lecture from the series
“Elementary and Universal Properties of Groups”).

Short Talks

Section 1. Chairman Oleg Bryukhanov

A. Kungozhin (Almaty, Kazakhstan).

Positively Existentially-Closed and Maximal Models in h-universal
Axiomatizable Theories.
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A. A. Mishchenko (Omsk, Russia).

Universal Equivalence of Partially commutative Nilpotent R-groups.

A. V. Treyer (Omsk, Russia).

Automorphisms of Partially Commutative Nilpotent R-groups.

M. A. Roizner (Moscow, Russia).

Elementary Equivalence of the Automorphism for Abelian p-groups.

D. Y. Vlasov (Novosibirsk, Russia).

Definitial Axiomatic Extensions of Formal Calculi.

Section 2. Chairman Alexander Pozhidaev

E. N. Poroshenko (Novosibirsk, Russia).

Bases of Partially Commutative Lie algebras.

A. S. Krivonogov (Novosibirsk, Russia).

On a proportion of Matrices with Real Spectrum in Finitely Dimensi-
onal Real Lie Algebras.

D. I. Ozornin (Moscow, Russia).

Equivalence of Abelian Groups in the Second Order Logic

A. Borodin (Gorno-Altaysk, Russia).

2-structure of rank 3. Algebraic Approach

June, 27

Plenary talks and lectures. Chairwoman Elena Bunina

E. Aladova, B. I. Plotkin, E. Plotkin ( Bar Ilan, Israeli).

Algebraic Logic and Logical Geometry of Universal Algebras (a lecture
from “Fundamentals of Algebraic and Logic Geometry of Universal
Algebras”).

A. N. Koryukin ( Novosibirsk, Russia).

Root Systems, Reduced Words and Complete Relation Systems in Lie
Algebras A+

n , B+
n , C+

n , D+
n .
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Short Talks

Section 1. Chairwoman Asya Popova

V. V. Lodeyschikova (Barnaul, Russia).

On Levi Quasivarieties Generated by Nilpotent Groups.

R. A. Popkov (Novosibirsk, Russia).

Classification of Countable Models of Complete Theories of Unary
Predicates with Permutations of Bounded Orders.

A. Simonov (Novosibirsk, Russia).

On Right Neardomains.

A. N. Shevlyakov (Omsk, Russia).

Algebraic Geometry over Boolean algebras.

K. А. Baykalova (Novosibirsk, Russia).

Limit Models of the Theories of Graphs with Uniform Finite Separa-
bility and Abelian Groups.

Section 2. Chairman Valeriy Kopytov

P. P. Semenov (Moscow, Russia).

Automorphisms, Endomorphisms, and Elementary Equivalence of se-
migroups of invertible non-negative matrices.

A. P. Pozhidaev (Novosibirsk, Russia).

On Rota–Baxter Algebras.

M. A. Zvezdina (Novosibirsk, Russia).

On coincidence of Graphs of Alternating Groups.

N. V. Bayanova (Barnaul, Russia).

Weak Identities in Discriminated. L-groups.



ПРЕДЕЛЬНЫЕ МОДЕЛИ ТЕОРИЙ
АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

К.А. Байкалова∗

Новосибирский государственный университет,
ул. Пирогова, 2, Новосибирск, 630090, Россия

e-mail: bkristina@bk.ru

В книге [1] приведена классификация теорий абелевых групп по ин-
вариантам Шмелевой. В настоящей работе на основе инвариантов Шме-
левой устанавливается критерий малости полной теории абелевой груп-
пы, для малых теорий абелевых групп доказываются достаточные усло-
вия отсутствия, единственности и бесконечного числа предельных мо-
делей.

Последовательность моделей (Mn)n∈ω называется элементарной це-
пью, если Mn 4 Mn+1 для всех n ∈ ω.

Напомним [2], что модель M называется предельной, если M не яв-
ляется простой моделью ни над каким кортежом и M =

⋃
n∈ω

Mn для

некоторой элементарной цепи (Mn)n∈ω простых моделей над некоторы-
ми кортежами.

Через Q будем обозначать аддитивную группу рациональных чисел,
Z(pn) — циклическую группу порядка pn, Rp — группу несократимых
дробей со взаимно простым с p знаменателем, Z(p∞) — группу всех ком-
плексных корней из 1 степени pn для всех n ≥ 1. Группы Q, Z(pn), Rp,
Z(p∞) называются базисными.

Известно [1], что любая абелева группа A элементарно эквивалентна

группе ⊕p,nZ(p
n)(αp,n) ⊕ ⊕pZ(p

∞)(βp) ⊕ ⊕pR
(γp)
p ⊕ Q(ε). Здесь p - простое

число, αp,n, βp, γp, ε - инварианты Шмелевой и αp,n, βp, γp фиксированы
для каждой конкретной теории.

Известно [1], что любая формула теории абелевой группы эквива-
лентна булевой комбинации позитивно примитивных формул, а любая
позитивно примитивная формула эквивалентна относительно теории абе-

левых групп конъюнкции формул вида ∃x0
n∑

i=1

mixi ≈ pkx0 и
n∑

i=1

mixi ≈ 0,

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента
РФ для поддержки ведущих научных школ, проект НШ-3669.2010.1.
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где mi ∈ Z, k ∈ ω, p - простое число.

Теорема 1. Полная теория абелевой группы A мала тогда и только
тогда, когда множество {p | ∃nαp,n(A) 6= 0 ∨ βp(A) 6= 0} конечно.

Доказательство. Формулы вида
n∑

i=1

mixi ≈ 0 “говорят” о линейной за-

висимости или независимости элементов xi и малости теории нарушить
не могут, так как дают только счётное число комбинаций.

Если множество {p | ∃nαp,n(A) 6= 0∨βp(A) 6= 0} бесконечно, пронуме-
руем все его элементы. Для каждого слова ε в алфавите {0, 1} построим
формулу ϕε(x) по следующему правилу: ϕ∅(x) = (x ≈ x). Если длина ε
равна n, формула ϕε(x) уже построена, то ϕε0(x) = ϕε(x) ∧ ∃y(py ≈ x),
ϕε1(x) = ϕε(x) ∧ ¬∃y(py ≈ x), где p - простое число с номером n + 1.
Для каждого δ ∈ {0, 1}ω множество формул Sδ = {ϕε(x) | ε — конеч-
ный начальный отрезок δ} совместно. Если δ 6= δ′, то множество Sδ ∪Sδ′

несовместно. Таким образом для разных δ множества Sδ будут разными
типами. Всего таких δ будет 2ω. Значит, имеется 2ω типов.

Если множество {p | ∃nαp,n(A) 6= 0 ∨ βp(A) 6= 0} конечно, формулы

вида ∃x0
n∑

i=1

mixi ≈ pkx0 тоже дадут только конечное число комбина-

ций. 2

В книге [3] приведен критерий ω-категоричности полной теории абе-
левой группы на языке порядков элементов. Так как ω-категоричная
теория не имеет предельных моделей, этот критерий представляет со-
бой характеризацию отсутствия предельных моделей.

Теорема 2. Если T — полная теория абелевой группы A, то тео-
рия T ω-категорична (и не имеет предельных моделей) тогда и только
тогда, когда порядки элементов из A ограничены в совокупности.

Доказательство. Пусть порядки элементов из A ограничены некото-

рым числом n. Количество формул вида ∃x0
n∑

i=1

mixi ≈ pkx0 и
n∑

i=1

mixi ≈ 0,

в которых все коэффициенты по модулю не превосходят n, конечно. Тип
любого кортежа описывается булевой комбинацией этих формул, так
как формулы с коэффициентами, большими порядков элементов этого
кортежа, выводятся из формул, коэффициенты которых не превосходят
порядков элементов. Таким образом, тип любого элемента будет глав-
ным. А значит, теория T ω-категорична и не имеет предельных моделей.

Если порядки элементов из A не ограничены, то по теореме ком-
пактности найдется модель теории T , содержащая элемент бесконеч-
ного порядка. Тип этого элемента неизолирован, значит, теория T не
ω-категорична. 2
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Лемма. Пусть A — абелева группа и ε(A) 6= 0. Тогда A ≺ A⊕Q.

Доказательство. Рассмотрим множество p(x), состоящее из формул
¬nx ≈ 0, ∃y(x ≈ ny), ¬nx ≈ a для всех n ∈ ω \ {0} и всех a ∈ A.
Так как ε(A) 6= 0, порядки элементов группы A неограничены, а зна-
чит, множество всех формул вида ¬nx ≈ 0 локально совместно. Так
как порядки элементов неограничены, для любых натуральных чисел
n1, n2, . . . , nk найдется элемент a ∈ A, порядок которого будет больше,
чем n1n2 . . . nk, и элемент n1n2 . . . nka будет делиться на каждое из чисел
n1, n2, . . . , nk, то есть множество всех формул вида ∃y(x ≈ ny), ¬nx ≈ 0
локально совместно. А значит, и все множество p(x) локально совмест-
но. Следовательно, p(x) — тип над множеством A и существует группа
B � A, в которой этот тип реализуется. Любая реализация типа p(x)
порождает группу Q, т.е. A⊕Q′ ≤ B, где Q′ ∼= Q.

Осталось доказать, что A ≺ A⊕Q′. Для этого достаточно показать,
что для любой формулы ϕ(x0, x) и любого кортежа a = (a1, . . . , an) ∈ A,
если A ⊕Q′ |= ∃x0ϕ(x0, a), то найдётся элемент a0 ∈ A, такой что A |=
ϕ(a0, a).

Так как A и A⊕Q′ — абелевы группы, то можно считать, что ϕ(x0, x)

имеет вид
n∑

i=1

mixi ≈ pkx0. Пусть A ⊕Q′ |= ∃x0ϕ(x0, a). Тогда
n∑

i=1

miai =

a ∈ A и A ⊕Q′ |= ∃x0(a ≈ pkx0). Значит, найдётся элемент a0 ∈ A ⊕Q′

для которого верно a ≈ pka0. Так как a ∈ A, то и a0 ∈ A. 2

Следствие 1. Если T — полная теория абелевой группы A, то тео-
рия T ω-категорична тогда и только тогда, когда ε(A) = 0.

Доказательство. Известно [1], что если для абелевой группы A инва-
риант Шмелевой ε(A) = 0, то для любого простого числа p выполняется
βp(A) = γp(A) = 0 и множество {(p, n) | α(p,n) 6= 0} конечно. А значит,
порядки элементов группы A ограничены в совокупности и по теореме
2 теория T ω-категорична. Если ε(A) 6= 0, то по лемме A ≺ A⊕Q, а зна-
чит, в модели A ⊕Q теории T найдется элемент бесконечного порядка
и по теореме 2 теория T не ω-категорична. 2

Теорема 3. Если T — малая теория абелевой группы A, порядки
элементов из A не ограничены, для каждого простого p инварианты
βp(A) и γp(A) конечны и любая модель теории T представляется в виде
прямой суммы базисных групп, то предельная модель единственна.

Доказательство. По условию любая модель A′ теории T представля-
ется в виде

A ∼= ⊕p,nZ(p
n)(αp,n) ⊕⊕pZ(p

∞)(βp) ⊕⊕pR
(γp)
p ⊕Q(ε).



12 К.А. Байкалова

Так как порядки элементов неограничены, то ε(A) 6= 0. Тогда по
лемме A ≺ A ⊕ Q. Так как для каждого простого p инварианты βp(A)
и γp(A) конечны, это будет единственным способом расширения модели
теории T .

Пусть A0 — простая модель теории T . Тогда A0 ≺ A0 ⊕Q и можем
расширять так сколько угодно раз. На конечном шаге будет получаться
простая над кортежом модель, а на бесконечном — предельная. Таким
образом, предельная модель единственна. 2

Напомним [4], что группа G называется полной или делимой, если
для любого натурального n > 0 и любого g ∈ G уравнение nx = g имеет
в группе G хотя бы один корень.

Следствие 2. Если T — малая теория полной абелевой группы A,
порядки элементов которой не ограничены и для каждого простого p
инварианты βp(A) конечны, то теория T имеет единственную пре-
дельную модель.

Доказательство. По теореме 9.1.6 из [4] любая ненулевая полная абе-
лева группа раскладывается в прямую сумму групп Q и Z(p∞), быть
может, по разным простым числам p. А значит, γp(A) = 0, и по теореме
3 предельная модель теории T единственна. 2

Предложение. Если T — малая теория абелевой группы A и βp(A) =
ω или γp(A) = ω для некоторого p, то T имеет бесконечно много пре-
дельных моделей.

Доказательство. Если βp(A) = ω или γp(A) = ω, то ε(A) 6= 0 и к
простой модели теории T можно добавлять неограниченное количество
прямых слагаемых Z(p∞), Rp и Q, а это даёт бесконечное число пре-
дельных моделей. 2
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ГРУППЫ ВНЕШНИХ
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0.1 Постановка задачи

Пусть G = {a1, a2, . . . , an}-конечная группа и a1 = e - единица груп-
пы. Пусть группы G задана таблицей Кэли и {g1, g2, . . . , gk} такая ее
система порождающих, для которой выполняется условие ∀i = 2, . . . , k
gi /∈ G(g1, . . . , gi−1). Пусть каждый элемент группы ai задан словом
Wi(g1, g2, . . . , gk) от порождающих элементов. Можем считать, что эле-
менты подгруппы G(g1) заданы словами только от g1, элементы под-
группы G(g1, g2) заданы словами только от g1, g2 и т.д.

Биекция ϕ : G → G называется автоморфизмом группы G, если
∀ai, aj ∈ G выполняется ϕ(aiaj) = ϕ(ai)ϕ(aj). Автоморфизм ϕ называет-
ся внутренним, если существует такой элемент b ∈ G : ϕ(ai) = baib

−1 для
всех элементов группы ai. Группу всех автоморфизмов группы G обозна-
чим через Aut(G), подгруппу внутренних автоморфизмов через Int(G).
Подгруппа Int(G) является нормальной подгруппой группы Aut(G) и
фактор Aut(G)/Int(G) называется группой внешних автоморфизмов и
обозначается Out(G).

Пусть C1, C2, . . . , Cr - сопряженные классы группы G и C1 = {e}.
Заметим, что всякий автоморфизм ϕ отображает произвольный сопря-
женный класс Ci на некоторый сопряженный класс Cj и таким образом
реализует перестановку на множестве сопряженных классов. Тогда воз-
никает гомоморфизм группы Aut(G) на группу перестоновок, действу-
ющую на множестве сопряженных классов C1, C2, . . . , Cr. Ядром этого
гомоморфизма является погруппа H ⊂ Aut(G), содержащая подгруппу
внутренних автоморфизмов Int(G). В данной работе рассматриваются
алгоритмы построения фактора Aut(G)/H .

13
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0.2 Описание алгоритма

Пусть {g1, g2, . . . , gk} порождающие группы G. Разобьем элементы
группы на сопряженные классы C1, C2, . . . , Cr. Для каждого элемента
группы ai вычислим его порядок o(ai) и порядок сопряженного класса,
в котором он находится o′(ai).

Будем перебирать все иньективные отображения F : gi → g′i порож-
дающих группы G, где g′i - произвольные элементы группы, для которых
o(g′i) = o(gi) и o′(g′i) = o′(gi). Для каждого слова Wi(g1, g2, . . . , gk) вычис-
лим соответствующее слово Wi(g

′
1, g

′
2, . . . , g

′
k) для всех эементов группы.

Тогда мы получим продолжение отображения F на все элементы груп-
пы. Если отображение F не биекция, то это не автоморфизм. Иначе про-
веряем, выполняется ли F (giaj) = g′iF (aj), для i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n.
Если выполняется, то обозначим ϕ = F , т.к. F - автоморфизм группы
G. Вычислив ϕ(C1), ϕ(C2), . . . , ϕ(Cr), получим искомую перестановку.

0.3 Внешние автоморфизмы свободных бернсайдо-
вых групп

Пусть m,n ∈ N : m > 0, n > 1. Свободной бернсайдовой группой
B(m,n) называется группа с порождающими {g1, g2, . . . , gm} и генети-
ческим кодом W n = e, где W - произвольное слово от порождающих.
В 1902 Бернсайдом был поставлен вопрос при каких m,n такая группа
будет конечной [1]. При m = 1 группа B(1, n) ∼= Cn. При n = 2 груп-
па B(m, 2) ∼= Cm

2 . При m > 1, n > 2 группа B(m,n) некоммутативна.
К настоящему времени доказана конечность свободных бернсайдовых
групп при n = 3, 4, 6 и m > 1. До настоящего времени не удается до-
казать конечность или бесконечность группы B(2, 5), несмотря на то,
что эта группа исследуется в нескольких кандидатских и докторских
диссертациях.

Мы построили группу Aut(G)/H для двух свободных бернсайдовых
групп B(2, 3) и B(2, 4). Для этих групп H ∼= Int(G) (вычислено с помо-
щью компьютера авторами статьи). Таким образом, фактор Aut(G)/H
изоморфен группе Out(G).

|Out(B(2, 3))|=48. Группа Out(B(2, 3)) порождается четырьмя авто-
морфизмами ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, для которых ϕ1(a) = a, ϕ1(b) = ab,ϕ2(a) =
a, ϕ2(b) = b2,ϕ3(a) = a2, ϕ3(b) = b,ϕ4(a) = b, ϕ4(b) = a, где a, b - порожда-
ющие группы B(2, 3).

Таблица характеров этой группы представлена ниже.
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|G| |G| 4 6 8 6 8 8
1A 2A 2B 3A 4A 6A 8A 8B

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 -1 1 1 1 -1 -1

χ3 2 -2 0 -1 0 1
√
2i -

√
2i

χ4 2 -2 0 -1 0 1 -
√
2i

√
2i

χ5 2 2 0 -1 2 -1 0 0
χ6 3 3 -1 0 -1 0 1 1
χ7 3 3 1 0 -1 0 -1 -1
χ8 4 -4 0 1 0 -1 0 0

|Out(B(2, 4))|=3072. Группа Out(B(2, 4)) порождается пятью авто-
морфизмами ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5, для которых ϕ1(a) = a, ϕ1(b) = ab, ϕ2(a) =
a, ϕ2(b) = b3, ϕ3(a) = a, ϕ3(b) = bab2, ϕ4(a) = a, ϕ4(b) = b2ab, ϕ5(a) =
b, ϕ5(b) = a.

В группе Out(B(2, 4)) имеется нормальная подгруппа изоморфная
группе C6

2 . Обозначим фактор по ней через F48. Таблица характеров
группы F48 представлена ниже.

|G| |G| 24 24 12 12 8 8 24 24 8 24 12 12 12

1A 2A 2B 2C 2D 2E 2F 2G 3A 4A 4B 6A 6B 6C 12A

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 1 1 1 1

χ3 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1

χ4 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1

χ5 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1

χ6 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1

χ7 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1

χ8 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1

χ9 2 -2 0 0 2 -2 0 0 2 0 0 -2 0 0 0

χ10 2 -2 0 0 -2 2 0 0 2 0 0 -2 0 0 0

χ11 2 2 -2 2 0 0 0 0 -1 -2 0 -1 1 -1 1

χ12 2 2 -2 -2 0 0 0 0 -1 2 0 -1 1 1 -1

χ13 2 2 2 2 0 0 0 0 -1 2 0 -1 -1 -1 -1

χ14 2 2 2 -2 0 0 0 0 -1 -2 0 -1 -1 1 1

χ15 4 -4 0 0 0 0 0 0 -2 0 0 2 0 0 0
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Пусть G – группа. Обозначим через Ω(G) множество изоморфиз-
мов подгрупп конечного индекса группы G. Два таких изоморфизма
ϕ1 : H1 → H ′

1 и ϕ2 : H2 → H ′
2 назовем эквивалентными (пишем ϕ1 ∼ ϕ2),

если существует такая подгруппа конечного индекса H группы G, что
оба изоморфизма определены на H и ϕ1 |H= ϕ2 |H .

Для двух данных изоморфизмов ϕ1 и ϕ2 из Ω(G) определим их про-
изведение ϕ1ϕ2 : ϕ

−1
1 (H ′

1 ∩ H2) → ϕ2(H
′
1 ∩ H2) — изоморфизм из Ω(G).

Фактор множество Ω(G)/∼ наследует умножение [α][β] = [αβ] и являет-
ся группой отностельно такой операции. Будем называть такую группу
абстрактным соизмерителем группы G (англ. abstract commensurator)
или, для краткости, соизмерителем группы G и обозначать Comm(G).

Группа Comm(G), как правило, гораздо больше, чем Aut(G). Напри-
мер, Aut(Zn) ∼= GL(n,Z), в то время, как Comm(Zn) ∼= GL(n,Q).

Соизмерители точно описаны лишь для нескольких классов групп.
Для группыMCGg классов отображений поверхностей Иванов [1] нашел
Comm(MCGg). Фарб и Хэндэль доказали в [2], что Comm(Out(Fn)) ∼=
Out(Fn) для n > 4. Лейнингер и Маргалит [3] нашли соизмеритель груп-
пы кос Bn на n > 4 нитях. Для группы Ноттингема соизмеритель под-
считал Ершов [4].

Группа называется хопфовой, если всякий её гомоморфизм на се-
бя имеет тривиальное ядро, т.е. является автоморфизмом. Далее будем
считать, что p и q взаимно простые целые числа (пишем p ⊥ q), не рав-
ные нулю, единице и минус единице. Баумслаг и Солитер [6] впервые

∗Работа выполнена при финансовой поддержке АВЦП Рособразования "Развитие
научного потенциала высшей школы проект 2.1.1.419, Совета по грантам Президента
РФ для поддержки ведущих научных школ, проект НШ-3669.2010.1, и поддержана
грантами РФФИ № 10-01-00391 и ФЦП 14.740.11.0346.
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предложили серию примеров нехопфовых групп с двумя порождающи-
ми элементами и одним соотношением, они теперь обозначаются

BS(p, q) = 〈a, t | t−1apt = aq〉.

Эти группы оказались интересными и с других позиций: геометрических
свойств, функций роста, функции Дэна и т.д.

Пусть Bm — граф-цикл с вершинами
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Рис. 1: Граф групп Bm.

c1, c2 . . . , cm и ребрами e1, e2 . . . , em. По-
ставим в соответствие вершинам и реб-
рам графа Bm бесконечные циклические
группы C1, C2 . . . , Cm и E1, E2 . . . , Em со-
ответственно. Пусть αei : bi → cqi и
ωei : bi → cpi+1 — вложения реберной груп-
пы Ei = 〈bi〉 в вершинные группы Ci+1 =
〈ci+1〉 и Ci = 〈ci〉 вершин ci+1 и ci, ин-
цидентных ребру ei. Эти вложения обо-
значены на рис. 1 метками p и q на нача-
лах и концах ребер ei. Таким образом по-
строен граф групп Bm. Обозначим через
Hm = π1(Bm) фундаментальную группу
графа групп Bm.

По определению фундаментальной группы графа групп

Hm =
〈
c1, c2, . . . , cm, d | d−1cp1d = cqm, c

q
i = cpi+1, i = 1, 2, . . . , m− 1

〉
.

Заметим, что группа BS(p, q) изоморфна H1. В [5] доказано, что вся-
кая подгруппа конечного индекса группы BS(p, q) изоморфна некото-
рой группе Hm. Так как автоморфизм подгруппы конечного индекса
является изоморфизмом, то для описания Comm(BS(p, q)) нужно знать
Aut(Hm).

ТЕОРЕМА 1. Пусть p и q взаимно простые целые числа, не рав-
ные 0, 1, -1, тогда

Aut(Hm) ∼= 〈S,A, I | I2 = 1, [S, I] = 1, AI = A−1, Aq = S−1ApS,

[Sm, A]q = S−1[Sm, A]pS, [[Sm, A], S−kASk] = 1, k = 0, 1, . . . , m− 1〉.
Обозначим через Qp,q подгруппу рациональных чисел {m

n
|

m ∈ Z\{0}, n ∈ N, mn ⊥ pq} относительно умножения. В группе Aut(Hm)
есть подгруппа индекса 2, порожденная элементами A и S, обозначим ее
через Lm. Мы доказываем, что если m | n, то группа Lm вкладывается
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в Ln. Кроме того описываем действие группы Qp,q автоморфизмами на
прямом пределе групп Lm. Справедлива

ТЕОРЕМА 2. Пусть p и q взаимно простые целые числа, не рав-
ные 0, 1, -1, тогда

Comm(BS(p, q)) ∼= Qp,q i lim−→Lm.

В работе [7] О. В. Богопольский доказал, что

Comm (BS(1, n)) ∼=
{(

1 r
0 s

)
, где s ∈ Q\{0}, r ∈ Q

}
. (1)

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Теорема 2 при p = 1, q = n, эквивалентна фор-
муле (1).
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Введение. Теория автоматического управления с самого начала ак-
тивно использовала алгебраические идеи и подходы. Исследование ли-
нейных систем, описывающихся системами обыкновенных дифференци-
альных уравнений, под действием преобразования Лапласа принимает
форму системы алгебраических уравнений, так что классический кри-
терий Гурвица устойчивости системы имеет чисто алгебраическую фор-
му [1]. В последние десятилетия прошлого века был хорошо разработан
синтез систем полного порядка, в которых регулятор (controller) описы-
вается матричной передаточной функцией со строчными степенями в
тех же границах, что и управляемый объект; большое количество воз-
никающих случаев изложено в фундаментальной монографии [2]. Тем
не менее, в технике и промышленной практике значительное преимуще-
ство получили регуляторы малых порядков, в частности, П, ПИ и ПИД
(пропорционально-интегрально-дифференциальные).

Изучение ПИД-управления — одна из самых актуальных ныне об-
ластей теории автоматического управления, которой посвящено мно-
жество статей и монографий последних лет [3-5]. Конструирование и
настройка трёхпараметрических ПИД-регуляторов, с одной стороны,
оставляют немало содержательных проблем, с другой — допускают при-
менение компьютерного моделирования и вычислений, что приводит к
значительному прогрессу в инженерной практике.

Однако синтез систем пониженного порядка с числом параметров
выше трёх наталкивается на существенно большие трудности численно-
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го анализа; сколько-нибудь универсальных численных методов до сих
пор не найдено.

1. Основные понятия и соотношения. Система автоматическо-
го управления в классическом случае представляет собой пару объект-
регулятор с отрицательной обратной связью. Объект предполагается
заданным и математически смоделированным; его результатом работы
является контролируемая величина, скалярная или векторная, которая
в силу тех или иных причин отклоняется от стандартного значения - за-
дания. Регулятор — специальное устройство, управляющее воздействие
которого на объект зависит от разности между заданием и текущим зна-
чением выхода. В идеале регулятор должен быть построен так, чтобы
его управление индуцировало переходный процесс в объекте, возвраща-
ющий значение контролируемой величины к стандарту.

Объект описывается соотношением Dy(t) = Nu(t), где y — вектор
выхода объекта; u — вектор входных (управляющих) воздействий

(dim y = dim u); D, N — линейные дифференциальные операторы (в
стационарном случае — с постоянными коэффициентами).

С помощью преобразования Лапласа получается операторное описа-
ние объекта, которое может быть записано в левом и правом разложе-
ниях: y(s) = G(s) · u(s) = D−1

obj(s)Nobj(s) · u(s) = Nr(s)D
−1
r (s) · u(s).

Аналогично, регулятор (контроллер) описывается соотношением

u(s) = C(s) · e(s) = D−1
con(s)Ncon(s) · e(s)

(здесь e = w−y — рассогласование между заданием w и выходом y).
Отсюда u(s) = C(s) · (w−G(s)u(s)), или u(s) = (E+C(s)G(s))−1C(s) ·w.
Матричная передаточная функция системы связывает задание и выход:
y(s) = G(s) · (E + C(s)G(s))−1 · C(s) · w. С помощью этих разложений
матрица системы Hsys = G(s) · (E+C(s)G(s))−1 ·C(s) приводится к виду

Hsys = G · (E + CG)−1 · C =
NrD

−1
r · (D−1

conDconDrD
−1
r +D−1

conNconNrD
−1
r )−1D−1

conNcon =
Nr[DconDr +NconNr]

−1Ncon (переменная s пропущена).
Здесь явно присутствует характеристическая матрица (“знаменатель

системы”) Dsys = DconDr +NconNr.
Характеристический многочлен системы f(s) = det(Dcon(s)Dr(s) +

Ncon(s)Nr(s)) инвариантен относительно левых и правых представлений.
Полюсами системы называются корни характеристического многочле-
на. Расположением полюсов системы определяются её принципиальные
свойства. Оно влияет на многие показатели переходных процессов. Упо-
мянутый во введении синтез регулятора полного порядка предусматри-
вает задание знаменателя системы Dsys, имеющего нужное расположе-
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ние полюсов и обеспечивающего разрешимость матричного диофанто-
ва уравнения Dsys = XDr +Y Nr относительно полиномиальных матриц
“числителя” X = Ncon и “знаменателя” Y = Dcon регулятора. Решение
сводится к системе линейных алгебраических уравнений для коэффици-
ентов полиномов xij(s) и yij(s), причём условия существования техниче-
ски реализуемых решений также основательно разработаны [2]. При ста-
билизации такой системы с помощью регулятора пониженного порядка
заведомо некорректно произвольное задание правой части Dsys(s), по-
скольку система линейных уравнений для элементов матрицы (yij|xij)
почти всегда оказывается несовместной.

Естественной постановкой задачи оказывается задание некоторой
структуры регулятора, как правило, связанной с гарантированной воз-
можностью технической реализации и включающей в себя несколько
свободных (настраиваемых) параметров, с последующим выяснением
возможностей регулирования.

Прежде всего, целесообразность такого управления определяется воз-
можностью за счёт выбора значений параметров регулятора сделать си-
стему устойчивой, т.е. расположить полюса системы в левой полуплос-
кости.

Далее, качество управления связано с запасом устойчивости — от-
клонением влево от мнимой оси самых правых корней max Rezk , ве-
личиной колебательности max |Imzk|, перерегулированием, которое кос-
венно связано с порядком задачи: числом полюсов и, тем самым, числом
слагаемых в операторном решении), и т.д.

Таким образом, естественным методом поиска управления понижен-
ного порядка оказывается задание некоторой целевой области на ком-
плексной плоскости, расположение полюсов в которой позволяет удовле-
творить инженерные требования к переходным процессам, и нахождение
таких значений коэффициентов полиномов yij(s), xij(s), чтобы полюса
располагались в этой области.

Предположим, что задана некоторая численная характеристика
E(z1, ..., zn) расположения полюсов, зависящая от вектора p парамет-
ров регулятора. Например, функция устойчивости по Гурвицу H(p) =
maxk=1,...,nRezk (нулевое значение которой разделяет области классиче-
ской устойчивости системы и неустойчивости), или коническая функция
G(p) = maxk=1,...,n(Rezk+|Imzk|), учитывающая также колебательную со-
ставляющую (её отрицательное значение гарантирует устойчивость вме-
сте с ограничением на осцилляции). Приняв такую функцию в качестве
целевой, можно придать задаче оптимизационную форму: найти такое
значение вектора p, на котором достигается глобальный минимум этой
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функции в пространстве параметров или в его определённой части.
Однако такая постановка задачи сопряжена с рядом оптимизаци-

онных трудностей: невыпуклостью, многоэкстремальностью, овражным
рельефом, недифференцируемостью с неограниченным субдифференци-
алом [7,8].

Резюмируя сказанное, можно утверждать, что упрощение структуры
регулятора и уменьшение числа его параметров наталкивается, с одной
стороны, на отсутствие гарантированного решения диофантова урав-
нения, и значительную сложность критических многообразий целевых
функций — с другой.

2. Критические корневые диаграммы. Серия работ [9-11] посвя-
щена изучению действительных координат для всевозможных корневых
наборов действительных многочленов. Наличие целевой функции зада-
ёт предпорядок на корневом множестве: z1 ≤α z2 ⇔ E(z1) ≤ E(z2). По-
этому можно пользоваться действительными координатами для корней
в корневых зонах — тех областях пространства параметров, где меж-
ду ними сохраняется неизменное соотношение — так называемая корне-
вая диаграмма. Границы между зонами характеризуются соотношени-
ями, где наряду с неравенствами присутствуют равенства: z1 =α z2 ⇔
E(z1) = E(z2), и соответствующими корневыми диаграммами.

Для действительных корней равенства z1 = z2, z1 =α z2 равносильны,
и корневая зона с кратными действительными корнями оказывается гра-
ницей, где действительная пара переходит в комплексно сопряжённую,
причём соотношения между всеми остальными корнями сохраняются.

Точно так же α-равенство, не связанное с наличием кратных корней,
задаёт границу двух корневых зон. Так, α-равенство комплексной пары
и действительного корня x1 ± i · y2 =α x3 задаёт границу между зонами
x1 ± i · y2 ≤α x3 и x1 ± i · y2 ≥α x3. А α-равенство двух комплексных пар
x1 ± i · y2 =α x3 ± i · y4 оказывается своего рода “внутренней границей”:
линией “склейки” двулистных сегментов действительных координат для
таких пар [11].

Существенно, что кусочно-дифференцируемая функция E(z1, ..., zn)
задаёт кусочно-гладкие границы между корневыми зонами.

Поскольку значения функций типа H(p) и G(p) определяются са-
мыми α-правыми корнями, равенство (кратность) или α-равенство та-
ких корней приводит к недифференцируемости целевой функции [8,10]
и, следовательно, к критической точке. Поэтому критические многооб-
разия целевых функций включают границы между зонами с различ-
ными α-правыми корнями. Особое значение при этом приобретает раз-
мерность соответствующей критической зоны. Каждое α-равенство свя-
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Рис. 1: Критические корневые диаграммы для трёхпараметрической САУ.
Кратность корня подписывается рядом с изображающей его точкой. Нахож-
дение корней на одной вертикали указывает на их α-равенство. Расположение
прочих корней (помимо α-правых) обозначено тёмным сегментом слева.

зывает одну из степеней свободы в пространстве параметров, будь то
кратность действительного корня или α-равенство комплексных пар.
Кратность комплексных пар связывает две степени свободы. Пока раз-
мерность критического многообразия положительна, на нём сохраняет-
ся возможность дальнейшей минимизации — пока не добавляется ещё
несколько равенств (т.е. несколько α-правых или просто кратных дей-
ствительных корней), и размерность не становится нулевой.

Поэтому для трёхпараметрического регулятора (в частности, для
ПИД) есть восемь возможностей (рис. 1), при которых справа оказыва-
ется от 4 до 8 корней. “Неправые” корни расположены в серой области
в левой части диаграммы. Все такие корневые расположения для трёх-
параметрического регулятора оказываются нульмерными — т.е. крити-
ческими точками в самом обычном смысле. При k > 3 параметрах эти
же диаграммы описывают (k − 3)-мерные критические многообразия.

Надо подчеркнуть, что во всех этих случаях критическая точка вы-
является через недифференцируемость. Хотя снижение размерности и
возникновение критических точек на многообразиях положительной раз-
мерности возможно и при обращении в нуль градиента по многообразию
dE/dK, где K — касательное пространство к критическому многообра-
зию. В последнем случае в критической точке по одним направлениям
производная не существует, а по другим обращается в нуль.

Таким образом, поиск в пространстве параметров точек, соответству-
ющих критическим корневым диаграммам и вычисление значений це-
левой функции в этих точках, в некоторых случаях позволяет находить
локальные и глобальный минимумы целевой функции, а в остальных —
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продолжить поиск на критическом многообразии положительной раз-
мерности, параметризуя его нужным числом координат и решая систему
уравнений dE/dK = 0. Ниже это демонстрируется

на конкретном примере.
3. Трёхмассовая система.

В качестве объекта управления возьмем систему

Рис. 2: Трёхмассо-
вый объект, управ-
ляемый действиями
сил u1 − u3

из трех тел с массами mi (i = 1, 2, 3), соединенных
c неподвижным подвесом и между собой пружина-
ми жесткости ki (i = 1, 2, 3) (рис. 2). Управляющие
воздействия — силы ui, которые могут приклады-
ваться к этим телам вертикально с положительным
направлением вниз. Переменными состояния будем
считать координаты грузов xi, отсчитываемые вниз
от состояния равновесия. Движение тел сопровож-
дается трением, пропорциональным их скорости с
коэффициентом ai (i = 1, 2, 3). При малых колеба-
ниях уравнения системы выглядят так:

m1ẍ1 + a1ẋ1 + k1x1 + k2 · (x1 − x2) = u1
m2ẍ2 + a2ẋ2 + k2 · (x2 − x1) + k3 · (x2 − x3) = u2
m3ẍ3 + a3ẋ3 + k3 · (x3 − x2) = u3.
Эти же уравнения в операторной форме:
(m1s

2 + a1s+ k1 + k2)x1 − k2x2 = u1
−k1x1 + (m2s

2 + a2s+ k2 + k3)x2 − k3x3 = u2
−k2x2 + (m3s

2 + a3s+ k3)x3 = u3.
В [12] решается задача стабилизации такого объекта регулятором

полного порядка при контролируемых переменных yi = xi (i = 1, 2), и
управляющих воздействиях ui (i = 1, 2, u3 = 0). Одновременно с этим
выполняется требование автономизации каналов управления.

Сложности при этом создаёт совпадение нулей и полюсов объекта,
находящихся на мнимой оси, что возникает при mi = 1, ai = 0, k1 =
k2 = 2, k3 = 4. После исключения переменной x3 объект описывается
матричным уравнением

[
s2 + 4 −2

−2(s2 + 4) (s2 + 6)(s2 + 4)− 16

]
y(s) =

[
1 0
0 s2 + 4

]
u(s),

что соответствует левому полиномиальному разложению объекта
Dl(s)y(s) = Nl(s)u(s). Отсюда возникает матричная передаточная

функция Wob(s) = D−1
l (s)Nl(s). Её правое разложение включает такие

матрицы [12]: Dr(s) =

[
16(s2 + 4) −2(s2 + 4)

−32 s4 + 10s2 + 8

]
, Nr(s) =

[
16 0
0 s2 + 4

]
.
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Эти матрицы входят в диофантово уравнение для матричного “зна-
менателя” системы управления C(s)sys = Y (s)Dr(s)+X(s)Nr(s), которое
можно записать с помощью прямоугольных матриц:

(
y11(s) y12(s) x11(s) x12(s)
y21(s) y22(s) x21(s) x22(s)

)



16(s2 + 4) −2(s2 + 4)
−32 s4 + 10s2 + 8
16 0
0 s2 + 4


 =

(
C11 C12

C21 C22

)
.

В [12] задана диагональная матрица системы C(s)sys, соответствую-
щая инженерному свойству системной автономизации, с многочленами
четвёртой и восьмой степени на диагонали. У элементов матриц регуля-
тора полного порядка те же степени, что и у соответственных элементов
матриц объекта.

Как указано во введении, синтез регулятора пониженного порядка
сводится к возможности расположить полюса системы в некоторой це-
левой области левой комплексной полуплоскости, а в оптимизационной
постановке — возможно левее: минимизируя функцию гурвицевой устой-
чивости H(z1, .., zn) = max Re(z1, .., zn).

В [10] рассматривается структура ПД-регулятора

E

(
u1
u2

)
=

(
c11s+ d11 c12s+ d12
c21s+ d21 c22s+ d22

)(
y1
y2

)
, cij, dij ∈ R

(т.е. Y = E, X = Cs+D), позволяющая существенно снизить объём
вычислений и сложность критических многообразий целевой функции.

Уже в случае диагональной матрицы “числителя” X =

(
d11 0
0 c22s+ d22

)

становится возможным добиться стабилизации системы. При этом гур-
вицева функция H(z1, .., z6) оказывается двухэкстремальной:

локальный минимум F (5.70, 1.57, 1.53) ≈ −0.26 достигается на кор-
невом наборе {−0.26±3.08i,−0.26±1.12i}, где первая пара двухкратна;

глобальный минимум F (−2.68, 5.05, 2.66) ≈ −0.55 достигается на кор-
нях {−2.29;−0.55;−0.55± 1.52i} с также двухкратной комплексной па-
рой.

Задав числитель регулятора

(
c11s+ d11 d12

d21 c22s+ d22

)
и положив d12 =

d21 = 2, получим верхнетреугольную матрицу C(s), где элемент C11(s) =
s2+c11s+d11+4 позволяет добиваться любых расположений полюсов по
первому каналу, а элемент C22(s) = s4+c22s

3+(d22+10)s2+4c22s+4d22+8
допускает существенное упрощение задачи возможно более левого рас-
положения характеристических корней в зависимости от параметров
c22, d22. Единственный минимум, общий для нескольких видов целевых
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Рис. 3: Корневые диаграммы для многочлена пятой степени, зависящего от
трёх параметров.

функций, достигается при c22 = 4, d22 = 2 на кратной паре корней
−1 ±

√
3i.

4. Двухканальный ПИД-регулятор и его критические корне-
вые диаграммы. 2× 2 ПИД-регулятор предполагает матричный “зна-

менатель” первой степени Y (s) = s ·
(
e11 e12
e21 e22

)
, а “числитель” — второй

степени: X(s) = s ·
(
c1s

2 + b1s+ a1 d1s
d2s c2s

2 + b2s+ a2

)
. Чтобы уменьшить

число параметров, сохранив тип регулятора, зададим знаменатель в ви-
де Y = sE. Как и выше, значения d1,2 = 2 позволяют сделать матрицу
системы C(s) диагональной.

За счёт этого задача также распадается на две, причём в левом верх-
нем углу получается элемент C11(s) = 16 · (s3 + c1s

2 + (b1 + 4)s + a1),
коэффициенты которого могут быть сделаны произвольными, так же
как расположение полюсов. В нижнем правом углу получается трёхпа-
раметрическая минимизация многочлена P (s) = C22(s) = s5+c2s

4+(b2+
10)s3 + (a2 + 4c2)s

2 + (4b2 + 8)s+ 4a2.
Из-за того, что число его корней не более 5, из восьми возможных

корневых диаграмм, указанных на рис. 1, остаётся только три (рис. 3).
Рассмотрим эти случаи по очереди, предполагая, что в качестве це-

левой взята гурвицева функция H(p) = H(a, b, c) = max(Rez1, .., Rez5).
Индекс 2 при параметрах регулятора a, b, c везде ниже опущен.

4.1. Четырёхкратный вещественный корень. Покажем, что этот
случай не реализуется, т.е. характеристический многочлен не может
иметь четырёхкратных корней. Такие корни были бы общими для мно-
гочлена и трёх его производных. Выписав выражения для производных,
получим систему алгебраических уравнений

P (s) = P ′(s) = P ′′(s) = P ′′′(s) = 0,

линейную по параметрам регулятора a, b, c. Исключив их, получим урав-
нение относительно переменной s:

s8 + 16s6 + 112s4 − 128s2 + 512 = 0.
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Численная проверка показывает, что оно не имеет вещественных кор-
ней: s ∈ {±1.1897 ± 3.1850i,±1.1590 ± 0.7836i}, т.е. исходная система
несовместна над R.

4.2. Трёхкратный вещественный корень на одной вертикали
с комплексной парой. Пусть x — трёхкратный вещественный корень;
y > 0 — мнимая часть простой комплексной пары; q = x2 + y2. Полином
p(s) с этими корнями имеет вид (s− x)3(s2 − 2xs+ q) =

= s5 − 5xs4 + (9x2 + q)s3 − (7x3 + 3qx)s2 + (2x4 + 3qx2)s− qx3.
Приравнивая коэффициенты полиномов P (s) и p(s), получим систе-

му из пяти уравнений для неизвестных a, b, c, x, q: c = −5x,
b+ 10 = q + 9x2, a+ 4c = −7x3 − 3qx, 4b+ 8 = 2x4 + 3qx2, 4a = −qx3.
Первое, второе и пятое уравнения содержат готовые выражения па-

раметров регулятора a, b и c через значения x и q. Подставляя их в два
оставшихся, получим связи между x и q:

x(qx2 − 28x2 − 12q + 80) = 0, 2x4 − 36x2 − 4q + 32 = 0.
Считая, что x 6= 0, с помощью первого из двух последних равенств

можно выразить q через x: q = 4(7x2−20)
x2−12

. После этого остаётся уравнение
для неизвестного x: x6 + 12x4 + 56x2 − 32 = 0.

Оно имеет два вещественных корня x ≈ ±0.716. Взяв x ≈ −0.716, по-
лучим q ≈ 5.714, a ≈ 0.524, b ≈ 0.328, c ≈ 3.580. Подставляя найденные
параметры управления в характеристическое уравнение, можно прове-
рить, что оно действительно имеет вещественный трёхкратный корень
и комплексную пару на той же вертикали.

Итак, для данной корневой диаграммы получается единственное зна-
чение параметров управления, при которых корни лежат на одной вер-
тикали в левой полуплоскости.

4.3. Вещественный корень на одной вертикали с кратной
комплексной парой.

Рассмотрим полином с кратной комплексной парой x± yi и действи-
тельным корнем x на одной вертикали: g(s) = (s − x)(s2 − 2xs + q)2 =
s5 − 5xs4 + (2q + 8x2)s3 − x(6q + 4x2)s2 + (4qx2 + q2)s− q2.

Приравняем коэффициенты этого и характеристического многочле-
нов. Получим систему из пяти уравнений, линейную относительно пара-
метров регулятора. Исключив их, получим: a = −1

4
xq2, b = 8x2+2q−10,

c = −5x, −32 + 32x2 + 8q − 4qx2 − q2 = 0, x · (q2 + 80− 24q − 16x2) = 0.
Для x < 0 и q > 0 два последних уравнений равносильны тому, что

x = −1
4

√
q2 − 24q + 80, −512 + 240q − 28q2 + q3 = 0.

Последнее уравнение имеет только один положительный корень q ≈
3.1777. Теперь из приведённых выше формул вычислим значения осталь-
ных неизвестных: x ≈ −0.9298, y ≈ 1.520, a ≈ 2.347, b ≈ 3.271, c ≈ 4.649.
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Поскольку здесь указывается минимальное из достигнутых значений
целевой функции, рассмотрим многообразие α-равных корней особо (ни-
же в п.6).

5. Многообразие двукратной комплексной пары. Исследуем
теперь вопрос: где достигается минимум целевой функции Гурвица для
параметров регулятора, при которых среди корней характеристический
многочлена есть двукратная комплексная пара?

Из пяти корней характеристического многочлена четыре образуют
двукратную комплексную пару (обозначим эти корни x± iy). Остаётся
один некратный вещественный корень. Обозначим его через t.

Многочлен пятой степени, имеющий двукратную комплексную пару
корней x± iy и простой действительный корень t, имеет вид:

(s − t)(s2 − 2 xs + q)2 = s5 + (−t − 4 x)s4 + (4 tx + 2 q + 4 x2)s3 +
(−t(2 q+4 x2)−4 qx)s2+(4 tqx+q2)s−tq2. Здесь по прежнему q = x2+y2.
Приравняем коэффициенты этого и характеристического многочленов.
Получим систему из пяти уравнений для шести неизвестных a, b, c, t, x,
q: c+ t+4x = 0, b+10− 4tx− 2q− 4x2 = 0, a+4c+ q(2t+4x) + 4tx2 = 0,
4b+ 8− 4qtx− q2 = 0, 4a+ tq2 = 0.

Эта система линейна по параметрам управления a, b и c. Первое из
уравнений системы не зависит от q, второе и третье уравнение линейно
по q, два последних уравнения второй степени по q. Отсюда видно, что
неизвестные a, b, c, q можно исключить. В итоге получим:

a = −4t(−2t + t2x+ 4x3 + x3t2)
(4 + t2)x

,

b = −2(8tx2 + 2t3x2 − 4t− 4x− t2x+ 8x3 + 2x3t2)
(4 + t2)x

,

c = −t− 4x,

q = 4 · (1− t
(4 + t2)x

),

−t2 − 16x2 − 4t2x2 + 16x4 + 8t2x4 + t4x4 = 0.

Помимо равенств, выражающих неизвестные, осталось последнее урав-
нение, связывающее переменные t и x. Его можно переписать в виде
(x2(t2 + 4) − 2)2 = t2 + 4, или x2(t2 + 4) = 2 ±

√
t2 + 4. Левая часть по-

следнего равенства неотрицательная. Значит, x2(t2 + 4) = 2 +
√
t2 + 4.

Полагая, что главный интерес представляют устойчивые решения, т.е.
x < 0, получим

x = −
√

2

t2 + 4
+

1√
t2 + 4

.

Итак, достигнута параметризация всех неизвестных переменной t
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Рис. 4: Слева функция q − x2 − 2 на интервале −20 < x < 0, справа — веще-
ственная часть кратной комплексной пары в зависимости от вещественного
корня x

— простым корнем характеристического многочлена. Основной интерес
представляют её отрицательные значения.

Нарисуем график функции q − x2 − 2 (рис. 4 слева) и его помощью
убедимся, что для отрицательных t выполнено неравенство q − x2 >
0, обеспечивающее смысл переменной q = x2 + y2, и даже выполнено
неравенство q − x2 > 2.

Изобразим теперь график функции x = −
√

2
t2+4

+ 1√
t2+4

и прямую

x = t (рис. 4 справа). Из формулы x = x(t) видно, что при t < 0 функ-
ция x(t) монотонно убывает до значения x(0) = −1. Таким образом, есть
единственная точка, где действительная часть комплексной пары сов-
падает с действительным корнем: t = x. Значит, минимум гурвицевой
функции H(a, b, c) = max(t, x) достигается в точке пересечения графи-
ков, а это и означает, что все корни многочлена находятся на одной
вертикали. Численное решение уравнения x(t) = t приводит к значению
x = t ≈ −0.9298.

Используя найденное значение параметра t, найдём значения осталь-
ных переменных: параметры регулятора a ≈ 2.347, b ≈ 3.271, c ≈ 4.649;
мнимая часть кратной пары корней y ≈ 1.520.

Замечание. Поскольку |y| =
√
q − x2 >

√
2, “коническая” функция

G(р) оказывается в данном случае неэффективной:
G(a, b, c) = maxk=1,..,5(Rezk+|Imzk|) > 0.4, что не позволяет разделять
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области устойчивости и неустойчивости.
Таким образом, точку, реализующую правую корневую диаграмму

рис. 3, можно найти непосредственно, как в п.4.3. Однако рассмотрение
этого пункта позволило указать в пространстве параметров управле-
ния {(a, b, c)} параметризацию многообразия, на котором характеристи-
ческий многочлен имеет кратную комплексную пару — т.е. получить
конкретную алгебраическую кривую — и гарантировать, что найденная
точка доставляет минимум гурвицевой функции на этой кривой.

6. Все корни на одной вертикали при отсутствии кратных.
Обе нульмерные корневые диаграм-

Рис. 5: Корневые диаграммы од-
номерного критического многооб-
разия и его нульмерных концов.

мы, реализуемость которых установ-
лена в п.4, являются частными слу-
чаями расположения пяти корней на
одной вертикали (рис. 5), которое за-
даётся двумя равенствами:

x1 = Re(z2,3) = Re(z4,5),

и, тем самым, связывает две степени
свободы, задавая одномерное многооб-
разие, заведомо непустое.

Пусть x < 0 — действительная часть
всех корней; y1 = |Imz2,3|, y2 = |Imz4,5|;

qk = x2 + y2k; p = q1 + q2, q = q1q2.
Полином с корнями x, z2,3, z4,5 имеет вид: p(s) =
= (s− x)(s2 − 2xs+ x2 + y21)(s

2 − 2xs+ x2 + y22) =
= (s− x)(s2 − 2xs+ q1)(s

2 − 2xs+ q2) =
= (s− x)[(s2 − 2xs)2 + p · (s2 − 2xs) + q] =
= s5 − 5xs4 + (p+ 8x2)s3 − x · (3p+ 4x2)s2 + (q + 2px2)s− qx.
Приравняв коэффициенты этого и характеристического полиномов,

получим систему из пяти уравнений относительно шести переменных a,
b, c, x, p, q, нелинейную только по x. Исключим из неё неизвестные a,
b, c: a = −1

4
xq, b = 8x2 + p − 10, c = −5x. После этого остаётся два

соотношения, связывающие переменные x, p, q:
−32 + 32x2 + 4p− 2px2 − q = 0, x · (q + 80− 12p− 16x2) = 0.
Сократив на x, получим:

p =
8(3 + x2)

4 + x2
, q =

16(−2 + 5x2 + x4)

4 + x2
.

Итак, все переменные параметризованы действительным корнем x.
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Выпишем теперь ограничения на параметры x, q1, q2. Прежде все-
го, q1, q2 являются различными действительными корнями квадратного
уравнения t2−pt+q = 0. Значит, его дискриминант должен быть больше
нуля: p2 − 4q > 0.

Кроме того, q1 > x2, q2 > x2. Это равносильно неравенствам

(q1 − x2) + (q2 − x2) > 0, (q1 − x2)(q2 − x2) > 0,

что, в свою очередь, можно переписать в виде p−2x2 > 0, q−px2+x4 > 0.
Итак, переменные x, p, q удовлетворяют неравенствам p2 − 4q > 0,

p − 2x2 > 0, q − px2 + x4 > 0. Первое из этих неравенств гарантирует
существование различных вещественных чисел q1, q2 таких, что q1+q2 =
p, q1q2 = q. Неравенства p− 2x2 > 0, q − px2 + x4 > 0 гарантируют, что
q1 > x2, q2 > x2, что обеспечивает существование двух комплексных пар
на вертикали x.

Посмотрим теперь, когда выполняются эти три неравенства, обеспе-
чивающие существование вещественного корня и двух комплексных пар
на вертикали x.

Подставляя в неравенство p2 − 4q > 0 выражения p и q через x,
получим:

64(3 + x2)2

(4 + x2)2
− 64(−2 + 5x2 + x4)

4 + x2
> 0.

Знаменатель левой части последнего неравенства положителен. Изба-
вимся от знаменателя и получим: 1088 − 768x2 − 512x4 − 64x6 > 0. По-
лином в левой части последнего неравенства имеет только два веще-
ственных корня x ≈ ±0.9298. Значит, ось x разбивается на три интерва-
ла, в каждом из которых полином не меняет знак. Ясно, что только в
интервале между этими своими вещественными корнями этот полином
положителен.

Итак, для x < 0 неравенство p2 − 4q > 0 равносильно тому, что
x1 < x < 0, где x1 ≈ −0.9298 — единственный отрицательный нуль
функции p2 − 4q.

Заметим, что значение x1 ≈ −0.9298 соответствует правой корневой
диаграмме рис. 5. Действительно, при p2 − 4q = 0 получаем q1 = q2, то
есть получаем кратную комплексную пару.

Посмотрим теперь, когда x < 0, p−2x2 > 0. Так как p−2x2 = 212−x4

4+x2 ,
то при x < 0 неравенство p− 2x2 > 0 равносильно тому, что 12− x4 > 0,
то есть −1.8612 ≈ − 4

√
12 < x < 0. Значит, неравенства x < 0, p2−4q > 0,

p− 2x2 > 0 совместно равносильны тому, что −0.9298 ≈ x1 < x < 0.
Наконец, посмотрим, когда выполняется неравенство q−p x2+x4 > 0
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при x < 0. Вычислим q − p x2 + x4 как функцию от x. Получим

q − px2 + x4 =
−32 + 56x2 + 12x4 + x6

4 + x2
.

Полином −32 + 56x2 + 12x4 + x6 имеет единственный отрицательный
корень x2 ≈ −0.716, причём он при x = −1 положителен и при x = 0
отрицателен. Значит, неравенство q−p x2+x4 > 0 при x < 0 равносильно
тому, что x < x2 ≈ −0.716.

Так как q − p x2 + x4 =

Рис. 6: График целевой функции Гурвица на
интервале −1 < x < −0.5 при параметриза-
ции одномерного многообразия вертикальной
пятёрки корней вертикалью x

(q1 − x2)(q2 − x2) = y21y
2
2, то

равенство q − p x2 + x4 = 0
равносильно тому, что
y1y2 = 0. Т.е. при

x = x1 ≈ −0.716

комплексная пара характе-
ристических корней
сливается с действительным
корнем, образуя трёхкрат-
ную пару и реализуя левую
корневую диаграмму рис. 5
точку, указанную в п.4.2.

Резюмируя сказанное,
можно утверждать, что от-
резок

(x1, x2) ≈ (−0.9298,−0.7160)

переменной x, имеющей смысл действительного характеристического
корня, переходит в аналитическую кривую {(a(x), b(x), c(x))} в про-
странстве параметров регулятора

a = −1

4
xq = −4x(−2 + 5x2 + x4)

4 + x2
,

b = 8x2 + p− 10 = 8x2 − 10 +
8(3 + x2)

4 + x2
, c = −5x,

все точки которой реализуют верхнюю корневую диаграмму рис. 5, а
концевые точки — левую (при x ≈ −0.7160) и правую (при x ≈ −0.9298)
диаграммы рис. 5. В силу этого очевидно, что точка из пункта 4.2 не
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является точкой минимума целевой функции Гурвица: вдоль указанной
кривой происходит снижение значения равных между собой действи-
тельных частей корневого набора вплоть до точки из пункта 4.3. Это
наглядно подтверждается графиком целевой функции Гурвица на ука-
занной кривой (рис.6).

7. Минимум целевой функции Гурвица в многообразии дву-
кратных вещественных корней.

Остаётся рассмотреть возможность, предложенную в конце п.2. Усло-
вие кратности действительных корней связывает одну степень свободы и
задаёт поверхность в пространстве параметров регулятора. Попробуем
минимизировать целевую функцию на этом двумерном многообразии,
допуская как несуществование градиента, так и обращение его в нуль.
Наличие двухкратного действительного корня x характеристического
многочлена равносильно тому, что характеристический многочлен и его
производная в точке x обращаются в нуль, то есть равносильно равен-
ствам

x5 + cx4 + (b+ 10)x3 + (a+ 4c)x2 + (8 + 4b)x+ 4a = 0
5x4 + 4cx3 + 3(b+ 10)x2 + 2(a+ 4c)x+ 8 + 4b = 0.

Выразив переменные a, b, получим:

a =
x2(2x5 + cx4 + 16x3 + 8cx2 + 64x+ 16c)

(x2 + 4)2

b = −3x6 + 2cx5 + 30x4 + 16cx3 + 112x2 + 32cx+ 32
(x2 + 4)2

.

Теперь многообразие двукратных вещественных корней параметри-
зовано независимыми переменными x, c. Подставив в характеристиче-
ский многочлен эти выражения параметров a и b, получим многочлен с
параметрами x, c: Pc,x(s) = (x2+4)−2(s−x)2[(x2+4)2s3+(2x5+cx4+16x3+
8cx2+32x+16c)s2+(4x4+16x2+128)s+8x5+4cx4+64x3+32cx2+256x+64c].

Обозначим множитель в квадратных скобках через q(s):
q(s) = (x2 + 4)2s3 + (2x5 + cx4 + 16x3 + 8cx2 + 32x + 16c)s2 + (4x4 +

16x2 + 128)s+ 8x5 + 4cx4 + 64x3 + 32cx2 + 256x+ 64c.
7.1. Предположим, что многочлен q(s) имеет двукратный корень y.

Так как это многочлен степени 3, то корень y — действительный. Под-
ставив в многочлен q(s) и его производную вместо s корень y, получим:
(x2+4)2y3+(2x5+ cx4+16x3+8cx2+32x+16c)y2+(4x4+16x2+128)y+
8x5 + 4cx4 + 64x3 + 32cx2 + 256x+ 64c = 0,

3(x2+4)2y2+2(2x5+cx4+16x3+8cx2+32x+16c)y+(4x4+16x2+128) = 0.
После исключения параметра c получаем уравнение: 16x4 + 8y2x4 +

y4x4 + 8y4x2 + 80y2x2 + 64x2 − 256yx+ 64y2 + 16y4 + 512 = 0.
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Выделив полные квадраты, легко убедиться, что левая часть строго
положительна: 16(x2 − 2)2 + 16(y2 − 2)2 + 128(x − y)2 + 8y2x4 + y4x4 +
8y4x2 + 80y2x2 + 384 > 0. Значит, двукратных корней многочлен q(s) не
имеет, и его корни всегда либо все вещественные, либо это комплексная
пара и вещественный корень.

При x = c = 0 получим q(s) = 16s3 + 128s. Следовательно, при
любых параметрах x, c корни многочлена q(s) — это комплексная пара
и вещественный корень.

7.2. Обозначим этот вещественный корень через z. Подставим в по-
лином q(s) вместо переменной s его корень z. Получим уравнение

(x2+4)2z3+(c (x2+4)2+2x5+16x3+32x)z2+(4x4+16x2+128)z+(4x4+
32x2 +64)c+8x5 +64x3+256x = 0, линейное относительно параметра c.
Выражая его, получим

c = −(z + 2x) + 16
zx2 − 4(z + 2x)

(z2 + 4)(x2 + 4)2
.

Благодаря последнему равенству получена параметризация тройки
a, b, c двумя независимыми переменными x, z (двукратным и однократ-
ным корнями характеристического многочлена).

Как показано в п.7.1, корни многочлена q(s) — это комплексная па-
ра и вещественный корень z. То есть корни характеристического много-
члена P (s) = s5 + cs4 + ... — это комплексная пара, простой веществен-
ный корень z и двукратный вещественный корень x. Обозначим через
r вещественную часть комплексной пары. Коэффициент приведённого
многочлена P (s) при четвёртой степени c = −(z + 2x + 2r). Теперь из
последнего равенства и полученной ранее параметризации параметра c
переменными x, z получим заведомо гладкую функцию

r = −8
zx2 − 4(z + 2x)

(z2 + 4)(x2 + 4)2
.

График функции r(x, z) в квадрате −6 < x, z < 0 изображен на
рис. 7.

7.3. Из графика видно, что в этом квадрате функция r(x, z) имеет
минимум, и этот минимум достигается не на границе квадрата. Понятно,
что этот минимум гладкий.

Найдём теперь экстремумы функции r(x, z). Для этого вычислим
частные производные функции 1

8
r(x, z) и приравняем их к нулю:

− 2zx− 8

(z2 + 4)(x2 + 4)2
+

4(zx2 − 4(z + 2x))x

(z2 + 4)(x2 + 4)3
= 0,
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− x2 − 4

(z2 + 4)(x2 + 4)2
+

2(zx2 − 4(z + 2x))z

(z2 + 4)2(x2 + 4)2
= 0.

Избавимся от знаменателей:

Рис. 7: График действительной части
комплексных характеристических кор-
ней как функции действительных кор-
ней: двукратного x и простого z

(x3 − 12x)z − 12x2 + 16 = 0,
(x2−4)z2−16zx−4x2+16 = 0.
Выразим z из первого урав-

нения: z =
4(3x2 − 4)
x(x2 − 12)

. Подста-

вив теперь полученное выраже-
ние для z во второе уравнение,
получим:

x8 − 16x6 − 160x4 − 256x2 +
256 = 0.

Найдём разложение полино-
ма из левой части последнего ра-
венства над полем вещественных
чисел:

x8 − 16x6 − 160x4 − 256x2 +
256 = (x2+4x−4)(x2−4x−4)(x2+
4)2.

Нас интересуют только веще-
ственные корни этого полинома.
Найдём их. Корни полинома x2+

4x− 4 — это 2 · (−1±
√
2), или численно: x ≈ −4.8284, 0.8284. Корни по-

линома x2 − 4x− 4 — это 2 · (1±
√
2), или численно: x ≈ 4.8284,−0.8284.

Отрицательные корни: 2 · (−1 −
√
2), 2 · (1 −

√
2), или численно: x ≈

−4.8284,−0.8284.
Для x = −4.8284 получим z ≈ −4.8284, то есть z ≈ x. Для x =

z = −4.8284 получим r(x, z) ≈ 0.0214 > 0, что не обеспечивает устой-
чивость системы: комплексная пара находится в правой полуплоскости.
Из графика 7 видно, что это точка максимума функции r.

Для x = −0.8284 получим z ≈ −0.8284, то есть z ≈ x. Для x = z =
−0.8284 получим r(x, z) ≈ −0.7285 < 0, что обеспечивает устойчивость
системы. Из графика 7 видно, что это точка минимума функции r.

Итак, экстремумы функции r(x, z) достигаются при x = z. Приве-
дём теперь график функции r(x, z) при x = z (рис. 8). Это график
положения вертикали комплексной пары корней характеристического
многочлена в многообразии трёхкратных корней в зависимости от трёх-
кратного корня x.

Таким образом, z = x ≈ −0.8284 — трёхкратный корень характе-
ристического многочлена, обеспечивающий минимум r ≈ −0.7285 < 0
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целевой функции в многообразии двукратных вещественных корней.
Вычислим для него пара-

Рис. 8: Функция r(x, z) при x = z

метры управления:

a ≈ 0.740, b ≈ 0.887, c ≈ 3.942.

Для этих параметров управ-
ления вычислим характери-
стический многочлен: P (s) ≈
s5+3.942s4+10.887s3+16.509s2+
11.549s+2.960. Для этого мно-
гочлена вычислим корни: −0.828±
0.0009i, −0.827, −0.728±2.162.
В итоге максимум веществен-
ных частей этих корней — это
r ≈ −0.728 < 0.

Таким образом, в области
устойчивости минимум целе-
вой функции на многообразии двукратных вещественных корней, как и
минимум на многообразии трёхкратных вещественных корней, оказыва-
ется U -образным и определяется тем, что в этой точке градиент равен
нулю.

8. Заключение. Итак, задача стабилизации трёхмассовой систе-
мы двухканальным ПИД-регулятором решена как задача минимизации
функции гурвицевой устойчивости H(p) = maxk=1,..,n Rezk, обеспечива-
ющей самое левое расположение полюсов регулятора, возможное при
выбранной структуре регулятора.

Конструкция корневых симплексов указывает критические корневые
диаграммы (рис. 1, 3), т.е. такие расположения полюсов на комплекс-
ной плоскости, при которых не существует частных производных целе-
вой функции. В таком нульмерном многообразии (одной или нескольких
точках) может достигаться экстремум целевой функции.

Все такие возможности были исследованы, и для одной из них (пра-
вой на рис. 3 и 5) достигается наименьшее из обнаруженных целевых
значений. Ещё одна возможность (левая на рис. 3, с четырёхкратным
действительным корнем справа) оказалась неосуществимой.

Выяснилось, что третья из этих точек (центральная на рис. 3) не
является точкой локального минимума.

Таким образом, представленный здесь подход реализует более эф-
фективную и гибкую схему поиска экстремумов, чем градиентные ме-
тоды, использовавшиеся во множестве работ, в т.ч. [14,15,16].
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Особо следует отметить, что достижение экстремума в точке макси-
мальной кратности, отмеченное в работе [14] как “интересный феномен”
(там это был пятикратный полюс) здесь невозможно, поскольку четы-
рёхкратных корней заданная структура регулятора вообще не допуска-
ет. Ближайшая из осуществимых возможностей — трёхкратные корни
— реализуется как алгебраическая кривая в пространстве параметров.
Однако минимум на ней достигается в критической точке другого типа:
там, где на многообразии градиент обращается в нуль, а не там, где он
не существует.

Две эти точки (несуществования и обращения в нуль градиента) рас-
положены по соседству: разности координат в пространстве параметров
порядка 0.1, а значений целевой функции — порядка 0.01. Тем не ме-
нее, различие этих точек устанавливается с большим запасом точности,
а локальный экстремум даёт пример U -образного минимума целевой
функции.

Далее, идея корневых координат, побудившая развитие конструкции
корневого симплекса [9-11], оказалась здесь достаточно эффективной:
сами значения корней (их действительная и мнимая части) позволи-
ли рационально параметризовать многообразия с заданным корневым
портретом.

Естественно, такая эффективность обусловлена тем, что в качестве
целевой функции взята самая простая. Реализация других конструкций
целевой функции позволяет предположить дополнительные трудности,
не носящие, однако, принципиального характера.

То же самое можно сказать и о числовых особенностях выбранного
примера. Почти нигде авторы не пользовались тем, что характеристики
объекта заданы именно такими. Для любых других параметров системы
ситуацию можно анализировать и просчитывать аналогично. Например,
неравенство в п.7.1, доказанное выделением полных квадратов, легко
устанавливливается численно; вместо аналитического вычисления кор-
ней п.7.3 можно ограничиться их приближённым расчётом; численные
сведения п.6 можно легко извлечь из графиков, и т.д.

Cравнение значений целевой функции в п.4.3 и п.7 нельзя считать
доказательством того, что в п.4.3 найден глобальный минимум функ-
ции H(p). Строго говоря, для этого требуется полное исследование на
экстремум всех сегментов корневого симплекса — ведь, как показывает
пример п.7, экстремум может достигаться и в том случае, если справа
находится всего одна пара (или один действительный корень).

Однако нахождение точек с критическими корневыми портретами и
в этом случае даёт надёжный ориентир. Пункт 7 иллюстрирует и метод,
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с помощью которого можно искать экстремумы на “дне” оврагов с Y -
образным поперечным сечением”, поскольку само это “дно” гладкое, и
градиент на параметризованном многообразии существует.

Дальнейшее развитие предложенного метода, разработка вычисли-
тельного аппарата и обобщение использованных выше приёмов остав-
ляют широкое поле проблем.

Авторы считают приятным долгом поблагодарить проф. А.А. Вое-
воду за ценные обсуждения рассмотренной в статье системы и общее
научное руководство.
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1 Введение

В универсальной алгебраической геометрии изучаются алгебраиче-
ские множества — множества решений систем уравнений над алгебрами.
В случае, если алгебра является топологической алгеброй, то некоторую
информацию об алгебраических множествах можно получить из свойств
заданного топологического пространства.

Например, в классической алгебраической геометрии изучаются мно-
жества нулей многочленов над полем вещественных чисел R. Хорошо
известно, что в этом случае все множества решений уравнений будут
замкнутыми в евклидовой топологии множествами. Несложно показать,
что аналогичное утверждение имеет место в случае произвольной топо-
логической алгебры A = 〈A,T, L〉 с хаусдорфовой топологией T (см. тео-
рему 3).

Для некоторых топологических алгебр A = 〈A,T, L〉 верно и об-
ратное включение, то есть любое замкнутое в топологии Tn множество
X ⊆ An является алгебраическим над A множеством. Заметим, что в
этом случае мы получаем описание алгебраических множеств, а в этом
и состоит одна из основных задач универсальной алгебраической гео-
метрии.

Описание таких алгебр даётся теоремой 5. Несмотря на то, что эта
теорема формулируется достаточно сложно, эта теорема удобна в тех-
ническом плане, и в разделе 4 показано, как с помощью этой теоре-
мы можно получить описание алгебраических множеств над алгебрами
〈N,+,min,max, 0, 1〉, 〈R,+, | · |,−1, 0, 1〉, 〈R,+,max,−1, 0, 1〉 и некоторы-
ми другими.

40
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Основным результатом данной работы является теорема 5.

2 Необходимые понятия универсальной

алгебраической геометрии

В этом разделе напомним некоторые определения из теории моделей
и универсальной алгебраической геометрии, следуя [2] и [1].

Функциональный язык L полностью определяется заданием

1. множества функциональных символов F и положительных целых
чисел nf для каждого f ∈ F ;

2. множества константных символов C.

Далее для краткости слово „функциональный“ будет опускаться.
Пусть x — конечный набор переменных, L — некоторый язык. Мно-

жество термов языка L от переменных x — это наименьшее множе-
ство T такое, что

1. c ∈ T для каждого константного символа c ∈ C;

2. x ∈ T для каждой переменной x из x;

3. если t1, t2, . . . , tnf
∈ T и f ∈ F , то f(t1, t2, . . . , tnf

) ∈ T .

Формула вида t1 = t2, где t1 и t2 — термы, называется уравнени-
ем от переменных x языка L. Любое множество уравнений называется
системой уравнений от переменных x языка L.

Алгебра A языка L полностью определяется заданием

1. непустого множества A, называемого носителем алгебры A;

2. функции fA : Anf → A для каждого f ∈ F ;

3. константы cA ∈ A для каждого c ∈ C.

Функция fA и константа cA называются интерпретациями симво-
лов f и c соответственно. Далее алгебру A будем записывать в ви-
де 〈A,L〉.

По любому терму можно построить функцию, а именно, пусть t —
терм от n переменных x. Индуктивно определим tA(a), a ∈ An, следую-
щим образом:

1. если t — константный символ c, то tA(a) = cA;
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2. если t — переменная xi, то tA(a) = ai;

3. если t — терм f(t1, . . . , tnf
), где f — функциональный символ и

t1, . . . , tnf
— термы, то tA(a) = fA(tA1 (a), . . . , t

A
nf
(a)).

Теперь вернёмся к системам уравнений. Точка a ∈ An называется ре-
шением уравнения t1(x) = t2(x) над A, если tA1 (a) = tA2 (a). Мы говорим,
что точка a ∈ An является решением системы уравнений S(x) над A,
если a является решением каждого из уравнений системы S.

Множество всех решений системы S(x) называется алгебраическим
множеством над A, соответствующим системе S, и обозначается VA(S).
Совокупность всех алгебраических над A множеств Y ⊆ An обозна-
чим AA,n.

Приведём несколько примеров алгебраических множеств. Пусть A =
〈A,L〉 — произвольная алгебра.

1. Множество An (называемое аффинным n-мерным пространством)
является алгебраическим, так как является множеством решений,
например, уравнения x1 = x1.

2. Если существуют два константных символа c1, c2 ∈ L таких, что
cA1 6= cA2 , то пустое множество является алгебраическим, так как
∅ = VA(c1 = c2).

3. Пусть C = {cA, c ∈ L} — множество элементов, которыми проин-
терпретированы константные символы языка L. Тогда любое од-
ноточечное множество {(a1, . . . , an)}, ai ∈ C, является алгебраиче-
ским, так как VA(x1 = a1, . . . , xn = an) = {(a1, . . . , an)}.

4. Пусть {Yi, i ∈ I} — произвольное семейство алгебраических мно-
жеств, тогда пересечение

⋂
i∈I Yi также является алгебраическим

множеством. В самом деле, пусть Yi = VA(Si), i ∈ I, тогда
⋂

i∈I Yi =
VA
(⋃

i∈I Si

)
.

5. Пусть Y1 и Y2 — алгебраические множества, тогда их произведение
Y1×Y2 — алгебраическое множество. Пусть Y1 = VA(S1(x1, . . . , xm)),
Y2 = VA(S2(xm+1, . . . , xn)), тогда Y1 × Y2 = VA(S1 ∪ S2).

Пример 1. Рассмотрим алгебру Amdpm = 〈R,max, ·,+,−, 0, 1〉, кото-
рая рассматривалась в работе [5]. Класс алгебраических множеств над
этой алгеброй достаточно большой. Например, единичный круг являет-
ся алгебраическим множеством, так как является множеством решений
уравнения max(x2 + y2 − 1, 0) = 0.
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Рассмотрим следующую систему уравнений от переменной x. Пусть
f1(x) = x(x−1) и первое уравнение s1 имеет вид max(f1(x), 0) = 0. Мно-
жество решений этого уравнения есть отрезок [0, 1]. Все последующие
уравнения будут также иметь вид max(fi(x), 0) = 0, а многочлены fi(x)
строятся следующим образом. Множество решений уравнения si−1 над
Amdpm есть объединение отрезков

⋃
16k62i−1[ak, bk]. Положим

fi(x) =
∏

16k62i−1

(x− ak)

(
x− 2ak + bk

3

)(
x− ak + 2bk

3

)
(x− bk).

Несложно заметить, что множество решений полученной системы урав-
нений {s1, s2, . . .} над Amdpm является множеством Кантора [4, стр. 31].

Видно, что над алгебраической системой Amdpm являются алгебраи-
ческими множества очень сложной структуры. Тем не менее легко по-
лучить описание всех алгебраических множеств. Оказывается совокуп-
ность алгебраических множеств совпадает с совокупностью замкнутых
в евклидовой топологии множеств. Это будет следовать из теоремы 5.

Пример 2. Рассмотрим алгебру Anmmp = 〈N,+,min,max, 0, 1〉, которая
также изучалась в работе [5]. Пусть (k1, . . . , kn) ∈ Nn, Рассмотрим урав-
нение s(k1,...,kn)(x1, . . . , xn) вида

max

(
n∑

i=1

max (xi, ki) , 1 +
n∑

i=1

min (xi, ki)

)
=

n∑

i=1

max (xi, ki) .

Множеством решений этого уравнения над алгеброй Anmmp является
множество Nn \ {(k1, . . . , kn)}. Отсюда сразу же следует, что любое мно-
жество X ⊆ Nn является алгебраическим над Anmmp, так как множество
решений системы {s(k1,...,kn)(x1, . . . , xn)}(k1,...,kn)∈Nn\X совпадает с X.

3 Топологические алгебры

Пусть A = 〈A,L〉 — произвольная алгебра. Предположим также, что
на множестве A задана топология T. Тогда если все функциональные
символы языка L проинтерпретированы непрерывными в топологии T

функциями, то алгебра A называется топологической алгеброй [3] и обо-
значается 〈A,T, L〉.

Если некоторая топология T превращает алгебру A в топологиче-
скую алгебру, то будем говорить, что T является топологией на A.

Если топология является хаусдорфовой, то имеют место следующие
две леммы [4, стр. 192–193].
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Лемма 1. Пусть A = 〈A,T, L〉 — произвольная топологическая ал-
гебра. Пространство 〈A,T〉 хаусдорфово тогда и только тогда, когда
множество решений уравнения x = y замкнуто в топологическом про-
странстве 〈A2,T2〉.

Лемма 2. Пусть A = 〈A,T, L〉 — топологическая алгебра, топология T

является хаусдорфовой, и f(x) = g(x) — произвольное уравнение языка
L от n переменных x. Тогда множество VA(f(x) = g(x)) замкнуто в
топологическом пространстве 〈An,Tn〉.

Так как V(S) =
⋂

s∈S V(s), а пересечение произвольного числа за-
мкнутых множеств замкнуто, то, используя эти две леммы, получаем
следующую теорему.

Теорема 3. Пусть A = 〈A,T, L〉 — произвольная топологическая ал-
гебра. Топологическое пространство 〈A,T〉 является хаусдорфовым то-
гда и только тогда, когда для любого положительного целого n любое
алгебраическое над A множество Y ⊆ An является замкнутым в то-
пологическом пространстве 〈An,Tn〉.

Из этой теоремы следует, что если топология хаусдорфова, то для
любого целого положительного n верно включение

AA,n ⊆ Cl(Tn).

4 Совпадение совокупности алгебраических

множеств с заданной топологией

В предыдущем разделе показано, когда все алгебраические множе-
ства являются замкнутыми. Выясним, при каких условиях совокупность
алгебраических множеств совпадает с совокупностью замкнутых мно-
жеств.

Очевидно, что если алгебраические множества образуют базу за-
мкнутых множеств некоторой топологии, то и все замкнутые множества
будут алгебраическими, так как произвольное пересечение алгебраиче-
ских множеств является алгебраическим.

Докажем утверждение, которое поможет нам проверять, в каком слу-
чае алгебраические множества образуют базу замкнутых множеств.

Лемма 4. Пусть 〈A,T〉 — топологическое пространство, B1 — ба-
за (открытых множеств) топологии T. Для того, чтобы некоторая
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совокупность B2 замкнутых множеств топологии T была базой за-
мкнутых множеств этой топологии, необходимо и достаточно, что-
бы для каждой точки a ∈ A и любого содержащего точку a множества
X ∈ B1 существовало множество Z ∈ B2, не содержащее точку a и
содержащее множество A \X.

Доказательство. Необходимость. Пусть B2 — база замкнутых множеств,
a ∈ A и X ∈ B1 — открытое множество, содержащее точку a. Тогда
A\X =

⋂
i∈I Zi — пересечение каких-то элементов из B2. Найдётся хотя

бы одно Zi не содержащее a, оно и будет искомым.
Достаточность. Пусть B2 удовлетворяет условию утверждения. Пусть

X — произвольное замкнутое множество, тогда его дополнение A \ X
открыто и, следовательно, представимо в виде A \ X =

⋃
i∈I Xi, где

Xi ∈ B1. Для каждого множества Xi и для всех точек a ∈ Xi найдётся
замкнутое множество Zi,a ∈ B2 такое, что a /∈ Zi,a и Zi,a ⊇ A \Xi. Тогда
X =

⋂
i∈I
⋂

a∈Xi
Zi,a, в чём несложно убедиться.

Таким образом, имеет место следующая теорема, которая является
прямым следствием теоремы 3 и леммы 4.

Теорема 5. Пусть A = 〈A,T, L〉 — топологическая алгебра, T — ха-
усдорфова топология, n — положительное целое число. AA,n = Cl(Tn)
тогда и только тогда, когда найдётся такая база B топологии Tn,
что для любой точки a ∈ An и любого содержащего точку a множе-
ства X из B найдётся алгебраическое множество Y не содержащее
точку a и содержащее множество An \X.

Рассмотрим несколько примеров.

Пример 3. В примере 2 была рассмотрена алгебраическая система
Anmmp = 〈N,+,min,max, 0, 1〉. Рассмотрим на множестве N дискрет-
ную топологию. Как было показано, множества вида Nn \ {(k1, . . . , kn)}
являются алгебраическими. Несложно заметить, что они образуют ба-
зу замкнутых множеств дискретной топологии. Таким образом, можно
применить теорему 5 и получить известный нам результат: любое мно-
жество X ⊆ Nn является алгебраическим над Anmmp множеством.

Пример 4. Рассмотрим алгебру Apa = 〈R,+, | · |,−1, 0, 1〉 , где симво-
лы сигнатуры интерпретированы естественным образом. Наделив мно-
жество R евклидовой топологией TE, получим топологическую алгеб-
ру. Пусть n задано, рассмотрим на множестве Rn базу состоящую из
кирпичей, то есть множеств вида ]r1, s1[ × . . . × ]rn, sn[. Итак, пусть
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(a1, . . . , an) ∈ Rn — некоторая точка и X = ]r1, s1[ × . . . × ]rn, sn[ — эле-
мент базы, содержащий точку (a1, . . . , an). Покажем, что существует не
содержащее точку (a1, . . . , an) алгебраическое множество Y такое, что
Y ⊇ Rn \ X. Заметим, что при записи уравнений можно использовать
рациональные числа, подразумевая, что уравнение всегда можно будет
переписать так, чтобы все числа в записи уравнения стали целыми. Рас-
смотрим уравнение

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

|xi − qi| − r

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|xi − qi| − r, (1)

где r, q1, q2, . . . , qn ∈ Q, r > 0. Множеством решений этого уравнения яв-
ляется внешность «n-мерного октаэдра» размера 2r с центром в точке
(q1, q2, . . . , qn). Заметим, что внутри этого «октаэдра» содержится кир-
пич ∏

16i6n

]
qi −

r

n
, qi +

r

n

[
.

Положим r = 1
2
min(s1 − a1, a1 − r1, . . . , sn − an, an − rn). И выбе-

рем q1, . . . , qn так, чтобы qi − r
n
< ai < qi +

r
n
. При таких параметрах

множество решений уравнения (1) будет искомым алгебраическим мно-
жеством. Таким образом, к алгебре Apa применима теорема 5, следова-
тельно, AApa,n = T

n
E.

Пример 5. Рассмотрим теперь алгебру Ampm = 〈R; +,−,max, 0, 1〉. Все
рассуждения предыдущего примера можно повторить для уравнения

max

(
n∑

i=1

max(xi − qi,−xi + qi)− r, 0

)
=

n∑

i=1

max(xi − qi,−xi + qi)− r

и получить, что AAmpm,n = Tn
E.

Заметим, что если добавить в сигнатуру новые функциональные сим-
волы и интерпретировать их непрерывными функциями, то все наши
рассуждения останутся в силе, поэтому к алгебре Amdpm из примера 1
также применима теорема 5, следовательно, AAmdpm,n = Tn

E.

Пример 6. Рассмотрим алгебру Amp = 〈R; +,max,−1, 0, 1〉, которая
является идемпотентным полукольцом. Все рассуждения можно приме-
нить к уравнению

max

(
2

n∑

i=1

max(xi − qi, 0),

n∑

i=1

(xi − qi) + r

)
= 2

n∑

i=1

max(xi − qi, 0)

и получить аналогичный результат: AAmp,n = Tn
E.
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1 Введение

В [1] по конечному простому (без петель и кратных ребер) графу Γ
введена частично коммутативная группа GΓ в многообразии двуступен-
но нильпотентных Q-групп, с помощью порождающих и определяющих
соотношений. Порождающими группы является множество вершин гра-
фа V (Γ) = {x1, . . . , xn}, а определяющими соотношениями будет множе-
ство R(Γ) = {[xi, xj ] = x−1

i x−1
j xixj = 1| для всех (xi, xj) ∈ EΓ}.

По произвольному простому графу T определим графовую ∃-формулу
φ(T ):

φ(T ) = ∃z1 . . . zn
∧

(yi, yj)∈ET

[zi, zj ] = 1 ∧
∧

(yi, yj)/∈ET

[zi, zj ] 6= 1

∧
∧

i 6=j

zi 6= zj ∧
∧

i=1,...,n

zi 6= 1. (1)

где {y1, . . . , ym} – множество вершин графа T , а ET – множество его
ребер.

В статье [1] мы привели критерий выполнимости формулы φ(T ) на
группе GΓ.

Теорема 9 Формула φ(T ) выполняется на группе GΓ для произ-
вольного конечного простого графа T , тогда и только тогда, когда су-
ществует граф Γ0 – полученный из Γ последовательностю элементар-

48
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ных раздутий и сжатий первого, второго и третьего рода, такой, что
граф T является полным подграфом графа Γ0.

К сожалению, доказательство этого критерия не является полным.
Данная работа является существенным дополнением к [1], к тому же мы
обобщаем все полученные в [1] результаты на случай частично комму-
тативных двуступенно нильпотентных R-групп, где R – биномиальное
евклидово кольцо. Ради удобства читателя все необходимые определе-
ния и отдельные фрагменты доказательства из [1] мы приведем в данной
статье.

2 Предварительные сведения

Пусть R – биномиальное евклидово кольцо, N2,R – многообразие
двуступенно нильпотентных R-групп. Определение биномиального ев-
клидова кольца и многообразия N2,R можно найти в [2]. По конечному
простому графу Γ с множеством вершин X = {x1, . . . , xn} с помощью
порождающих и определяющих соотношений определим частично ком-
мутативную группу в многообразии N2,R:

GΓ = 〈x1, . . . , xn|[xi, xj ] = 1, где (xi, xj) – ребро в графе Γ〉N2,R

Отметим, что из двуступенной нильпотентности группы GΓ следует,
что для любых элементов группы x, y и любых α, β ∈ R выполняется
тождество:

[xα, yβ] = [x, y]αβ.

В предложении 1 из [1] приводится нормальная форма элементов
группы GΓ в случае, если R – поле рациональных чисел. Доказатель-
ство этого результата полностью проходит и для случая произвольного
евклидова биномиального кольца. Приведём описание нормальной фор-
мы для произвольного элемента g группы GΓ:

g = xα1
1 . . . xαn

n

∏
yβkl

kl , (2)

где xi ∈ X, ykl = [xk, xl] 6= 1, k < l, и αi, βkl ∈ R.
Введём важное для нашей дальнейшей работы понятие блокового

элемента. Для этого для произвольного элемента w ∈ GΓ, записанного
в виде (2), обозначим через

w = xα1
1 . . . xn

αn,
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а через α(w) обозначим множество всех порождающих xi ∈ X, входящих
в запись w с ненулевыми показателями αi. Наряду с графом коммута-
тивности Γ для группы GΓ рассмотрим двойственный граф ∆. Множе-
ство вершин графа ∆ совпадает сX, причём (xi, xj) ∈ E∆ тогда и только
тогда, когда (xi, xj) /∈ EΓ. Для элемента w ∈ GΓ через ∆(w) обозначим
максимальный подграф ∆ на множестве вершин α(w).

Определение 1. Элемент w ∈ GΓ называется блоковым, если ∆(w) —
связный граф.

Пусть ∆1, . . . ,∆m — все компоненты связности графа ∆(w), то есть
∆(w) = tm

i=1∆i. Тогда w можно записать в виде w = w1 . . . wm, где
∆(wi) = ∆i. Назовем w = w1 . . . wm блоковым разложением элемента
w и w, а элементы w1, . . . , wm — его блоками. Заметим, что из определе-
ния следует, что блоки w1, . . . , wm как элементы группы перестановочны
между собой.

Для произвольного конечного множества элементов M = {g1, . . . , gk}
группы GΓ определим понятие графа коммутативности ΓM . Вершинами
этого графа будут элементы множества M . Две вершины gi и gj соеди-
нены ребром в графе ΓM тогда и только тогда, когда элементы gi и gj
коммутируют в группе GΓ. Заметим, что если графовая формула φ(T )
выполняется на множестве элементов M = {g1, . . . , gl} группы GΓ, то
граф коммутативности ΓM для этого множества элементов будет совпа-
дать с графом T .

Кольцо R называется евклидовым, если в нем определена норма

d : R → N ∪ {0}

и возможно деление с остатком, то есть для любых a, b ∈ R (b 6= 0), су-
ществуют q, r ∈ R такие, что a = bq+ r, причем d(r) < d(b). Примерами
евклидовых колец являются поле нулевой характеристики, кольцо це-
лых чисел, кольцо многочленов от одной переменной над полем нулевой
характеристики.

Обозначим E(R) множество обратимых элементов кольца R. Два эле-
мента a, b ∈ R назовем ассоциированными, если существует e ∈ E(R),
такой, что a = be. Ясно, что отношение ассоциированности является
отношением эквивалентности, следовательно кольцо R разбивается на
непересекающиеся классы эквивалентности по отношению ассоцииро-
ванности. Если α ∈ R и [α] – класс эквивалентности, содержащий эле-
мент α, то имеет место равенство [α] = αE(R).

На классах эквивалентности можно ввести частичный порядок, сле-
дующим образом: класс [α] ≤ [β], если существует c ∈ R, такое, что
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αc = β. Нетрудно заметить, что этот частичный порядок не зависит от
выбора представителей α и β.

Определение 2. Пусть g ∈ GΓ. Элемент g0 ∈ GΓ будем называть
корневым элементом для g, если существует α ∈ R, такое, что вы-
полнены следующие условия:

• g = gα0 mod G′
Γ;

• если существует h ∈ GΓ и β ∈ R такие, что g = hβ mod G′
Γ, то

[β] ≤ [α].

Без ограничения общности будем считать, что для корневых элемен-
тов выполнено g0 = g0.

Пусть α1, . . . , αn набор элементов кольца R. Элемент d ∈ R назовем
наибольшим общим делителем элементов α1, . . . , αn (d = НОД(α1, . . . , αn)),
если выполнены следующие условия:

• [d] ≤ [αi], для всех i = 1, . . . , n;

• для любого d′, такого, что [d′] ≤ [αi], для всех i = 1, . . . , n, выпол-
нено [d′] ≤ [d].

Доказательство следующего предложения можно найти в [2].

Предложение 3. Пусть GΓ — частично коммутативная двуступен-
но нильпотентная R-группа, где R — биномиальное евклидово кольцо.
Тогда для любого элемента g ∈ GΓ \G′

Γ существует корневой элемент.

Следующая лемма описывает централизатор произвольного элемен-
та группы GΓ, доказательство можно найти в [2].

Лемма 4. Пусть w ∈ GΓ и w = w1 . . . wk — блоковое разложение эле-
мента w, a w′

i — корневой элемент для wi, тогда

C(w) = (
∏

|α(wi)|>1

〈w′
i〉 × A(w)) ·G′

Γ.

3 Элементарные операции на графах

Напомним нужные нам в статье операции на графах, введенные нами
в [1].

Рассмотрим граф T и вершину v ∈ V (T ), обозначим через v⊥ шар
радиуса 1 в графе T . Иногда, если речь идет о каком-нибудь конкретном
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графе T , множество соседних с v вершин будем обозначать v⊥T . Пусть V
подмножество вершин графа T , тогда обозначим V ⊥ =

⋂
v∈V

v⊥. Данные

операции ортогональности были введены в [5] для изучения свободных
частично коммутативных алгебр и групп.

Две вершины x и y графа T называются эквивалентными, если x⊥ =
y⊥. Обозначим за [x] – класс эквивалентных с x вершин.

Определение 5. Элементарным раздутием первого рода графа T бу-
дем называть граф T̂ , полученный из T следующим образом (смотри
Рис. 9):

1. Выбираем вершину v ∈ V (T ).

2. Добавляем вершину v′ в граф.

3. Соединяем v′ со всеми вершинами соседними с v в графе T и самой
вершиной v так, чтобы вершины v′ и v были эквивалентны.

v v

v′

Рис. 9: Элементарное раздутие первого рода

Пусть в графе T есть вершина v, для которой |[v]| > 1, назовем
элементарным сжатием первого рода графа T , такой граф T̂ , который
получен из графа T с помощью удаления одной вершины из [v] вместе
с исходящими из нее ребрами.

Элементарные раздутия и сжатия первого рода были введены как
графы получаемые из исходных, также понятия элементарного разду-
тия и сжатия можно воспринимать как операцию перехода от исходного
графа T к графу T̂ . Ясно, что операция элементарного сжатия первого
рода является обратной к операции элементарного раздутия первого ро-
да. Отметим, что если в графе T, |[v]| = 1 для любой вершины v ∈ V (T ),
то операцию элементарного сжатия первого рода уже нельзя применять
к графу T . Поэтому количество возможных элементарных сжатий пер-
вого рода для конечного графа T конечно и равно |[v1]|+ . . .+ |[vn]| − n,
где vi ∈ V (T ), i = 1, . . . n.
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Определение 6. Будем говорить, что граф T̃ получен из графа T
элементарным раздутием второго рода (смотри Рис. 10), если суще-
ствует ребро e ∈ E(T ) и вершина v0 ∈ V (T̃ ) такие, что граф T̃
отличается от графа T только на вершину v0 и множество ребер
{v0xi| xi ∈ (v1)

⊥
T ∩ (v2)

⊥
T }, где v1 и v2 – вершины ребра e.

v1 v2 v1 v2

v′

Рис. 10: Элементарное раздутие второго рода

Определение 7. Будем говорить, что граф Ť получен из графа T эле-
ментарным раздутием третьего рода (смотри Рис. 11), если суще-
ствуют две вершины v1 и v2 ∈ V (T ) и вершина v0 ∈ V (Ť ) такие, что
ребро v1v2 /∈ E(T ) и граф Ť отличается от графа T только на вершину
v0 и множество ребер {v0xi| xi ∈ (v1)

⊥
T ∩ (v2)

⊥
T }.

v1 v2 v1 v2

v′

Рис. 11: Элементарное раздутие третьего рода

Как и в случае элементарного сжатия первого рода, определим ана-
логичным образом элементарные сжатия второго и третьего рода как
операции обратные к элементарным раздутиям второго и третьего рода
соответственно. Ясно, что к конечному графу T можно применить лишь
конечное число элементарных сжатий второго и третьего рода.

Следующая лемма показывает, что операции элементарного разду-
тия и сжатия первого второго или третьего рода сохраняют выполни-
мость формулы на группе. Эта лемма доказана в [1] для случая если R
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– поле рациональных чисел, но доказательство верно для случая, когда
R – биномиальное евклидово кольцо.

Лемма 8. Если T2 элементарное раздутие графа T1, то φ(T1) выпол-
няется на группе GΓ тогда и только тогда, когда φ(T2) выполняется
на группе GΓ.

4 Критерий выполнимости графовых

∃-формул

Следующая теорема и будет критерием, объявленным в заглавии па-
раграфа. Пусть GΓ –частично коммутативная двуступенно нильпотент-
ная R-группа, построенная по произвольному графу Γ (R – биномиаль-
ное евклидово кольцо).

Теорема 9. Формула φ(T ) выполняется на группе GΓ для произволь-
ного конечного простого графа T , тогда и только тогда, когда суще-
ствует граф Γ0 – полученный из Γ последовательностью элементар-
ных раздутий и сжатий первого, второго и третьего рода, такой, что
граф T является полным подграфом графа Γ0.

Доказательство
Пусть формула φ(T ) выполняется на группе GΓ, и g = {g1, . . . , gk} –

набор элементов группы GΓ на которых выполняется эта формула, k =
|V (T )|. Запишем элементы gi через образующие по модулю коммутанта
группы GΓ:

g1 = xα11
1 · · ·xα1n

n ,
g2 = xα21

1 · · ·xα2n
n ,

· · ·
gk = xαk1

1 · · ·xαkn
n ,

где αij ∈ R.
Каждый из элементов gi можно представить в виде блокового раз-

ложения:
g1 = w11w12 · · ·w1l1 ,
g2 = w21w22 · · ·w2l2 ,

· · ·
gk = wk1wk2 · · ·wklk .

Как отмечалось выше, блоки участвующие в записи одного элемента
коммутируют между собой (то есть все блоки w1j, где j = 1, . . . , l1 по-
парно коммутируют). Обозначим через Ω множество всех блоковых эле-
ментов группы GΓ, участвующих в записи g1, . . . , gk.
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Ω = {w11, . . . , w1l1 , w21, . . . , w2l2, . . . , wklk}.
Ясно, что формула φ(Γ) выполняется в группе GΓ на множестве ка-

нонических порождающих. Стартуя с графа Γ по набору блоковых эле-
ментов Ω мы построим граф Γ0, описанный в формулировке теоремы.
Мы будем строить этот граф с помощью цепочки раздутий графов, на-
чиная с графа Γ.

Γ = Γ1 ⊂ Γ2 ⊂ . . . ⊂ Γm = Γ0.

Наш процесс построения цепочки графов будет состоять из двух эта-
пов. На первом этапе мы присоединим к графу Γ вершины соответствую-
щие блокам из Ω. На втором этапе из вершин соответствующим данным
блокам мы получим нужные нам элементы g1, . . . , gk.

На каждом шаге процесса с помощью элементарных раздутий мы
будем строить по графу Γs граф Γs+1. На каждом шаге процесса при
добавлении новой вершины в граф мы будем ставить ей метку. Каж-
дая метка это элемент группы GΓ. Метка для новой вершины будет
равна произведению меток раздуваемых вершин в случае элементарно-
го раздутия второго и третьего рода. В случае элементарного раздутия
первого рода будем ставить метку являющейся нужной степенью метки
раздуваемой вершины. Граф коммутативности для множества меток бу-
дет совпадать с получаемым на каждом шаге графом. Можно считать,
что все раздутия на графах проводятся не только на вершинах, но и на
множестве меток для вершин этого графа. Поэтому, когда мы говорим,
что к элементу g1 присоединяется элемент g2 это означает, что прово-
диться раздутие второго или третьего рода для вершин, которые имеют
метки g1 и g2 соответственно.

На каждом шаге первого этапа процесса будем действовать так, что-
бы выполнялись следующие четыре условия:

1. К блоку будем присоединять только одну букву (образующий груп-
пы GΓ);

2. Разрешается присоединять к блоку только ту букву, которой в нем
еще нет;

3. Буквы будем присоединять в таком порядке, чтобы на каждом ша-
ге получались вершины, метки которых состоят только из одного
блока;
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4. Если нам нужно добавить какой-то блок w ∈ Ω, а в графе Γs уже
есть вершина v с меткой wα, то мы добавляем его как раздутие
первого рода вершины v.

Рассмотрим несколько случаев, в зависимости от того каким элемен-
тарным раздутием мы пользуемся и покажем корректность графа Γs+1.
Под корректностью графа мы понимаем выполнение следующего усло-
вия: любые две вершины соединены ребром тогда и только тогда, когда
их метки коммутируют в группе GΓ.

1. Раздутие первого рода. Поскольку централизатор элемента g сов-
падает с централизатором элемента gα, где α ∈ R, то корректность
графа Γs+1 очевидна.

2. Раздутие второго рода. Пусть мы хотим раздуть две вершины.
Без ограничения общности можно считать, что им соответствуют
метки w1 и xγ1 , где w1 блоковый элемент, и γ ∈ R. При этом до-
бавляется вершина с меткой w = w1x

γ
1 . Очевидно, что w будет

коммутировать со всеми метками, которые одновременно комму-
тируют с w1 и с x1, и не будет коммутировать с метками, которые
коммутируют ровно с одной из меток w1 или x1. Отметим, что так
как w1 и x1 коммутируют, то w будет коммутировать с w1 и с xγ1 :

[w1x
γ
1 , w1] = [w1, w1][x

γ
1 , w1] = 1;

[w1x
γ
1 , x

γ
1 ] = [w1, x

γ
1 ][x

γ
1 , x

γ
1 ] = 1.

Покажем корректность графа Γs+1. Пусть в графе Γs+1 нашлась
вершина с меткой w0, которая коммутирует с w. Покажем, что
такого не может быть. Заметим

[w,w0] = [w1x
γ
1 , w0] = [w1, w0][x

γ
1 , w0] = 1,

причем [w1, w0] 6= 1, [xγ1 , w0] 6= 1.

Можно считать, что

w1 = xα2
2 . . . xαn

n

w0 = xβ1

1 . . . xβn
n ,

где αi, βj ∈ R.

Получаем

[xα2
2 . . . xαn

n , xβ1
1 . . . xαn

n ][xγ1 , x
β1
1 . . . xβn

n ] = 1.
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Второй коммутатор раскладывается в произведение только y∆1i
1i =

[x1, xi]
∆1i , где xi не коммутирует с x1 в группе GΓ. Но таких y1i

не может получиться из первого коммутатора, так как [w1, x1] = 1
(другими словами x1 коммутирует со всеми буквами из w1). Полу-
ченное противоречие доказывает корректность графа Γs+1.

3. Раздутие третьего рода. Пусть мы хотим раздуть две вершины.
Без ограничения общности можно считать, что им соответствуют
метки w1 и xγ1 , где w1 блоковый элемент, и γ ∈ R. При этом до-
бавляется вершина с меткой w = w1x

γ
1 . Очевидно, что w будет

коммутировать со всеми метками, которые одновременно комму-
тируют с w1 и с x1, и не будет коммутировать с метками, которые
коммутируют ровно с одной из меток w1 или x1. Отметим, что так
как w1 и x1 не коммутируют, то w не будет коммутировать с w1 и
с xγ1 :

[w1x
γ
1 , w1] = [w1, w1][x

γ
1 , w1] = [xγ1 , w1] 6= 1;

[w1x
γ
1 , x

γ
1 ] = [w1, x

γ
1 ][x

γ
1 , x

γ
1 ] = [w1, x

γ
1 ] 6= 1.

Покажем корректность графа Γs+1. Пусть в графе Γs+1 нашлась
вершина с меткой w0, которая начинает коммутировать с w. Пока-
жем, что такого быть не может. Пусть

[w,w0] = [w1x
γ
1 , w0] = [w1, w0][x

γ
1 , w0] = 1,

причем [w1, w0] 6= 1, [xγ1 , w0] 6= 1.

Можно считать, что

w1 = xα2
2 . . . xαn

n

w0 = xβ1

1 . . . xβn
n ,

где αi, βj ∈ R.

Получаем

[xα2
2 . . . xαn

n , xβ1

1 . . . xαn

n ][xγ1 , x
β1

1 . . . xβn

n ] = 1.

Коммутатор [xγ1 , x
β1
1 . . . xβn

n ] раскладывается только в произведение
y∆1i
1i , поэтому все эти элементы должны сократиться с аналогич-

ными элементами из первого коммутатора. То есть

∏
y
∆

(1)
1i

1i

∏
y
∆

(2)
1i

1i = 1,
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где

∆
(1)
1i =

∣∣∣∣
0 αi

β1 βi

∣∣∣∣ = −αiβ1;

∆
(2)
1i =

∣∣∣∣
γ 0
β1 βi

∣∣∣∣ = γβi.

Получаем −αiβ1 + γβi = 0. То есть имеет место соотношение:

αiβ1 = γβi.

Если β1 = 0, то все βi = 0 для всех i таких что xi не коммутирует
с x1. Это означает, что [xγ1 , w0] = 1, следовательно и [w1, w0] =
1, что противоречит тому, что w0 не коммутирует с x1 и с w1.
Следовательно, β1 6= 0. Таким образом, получаем, что для всех i
таких что существует путь от вершины x1 до вершины xi в графе не
коммутативности группы GΓ (обозначим это множество индексов
I), выполнено:

αiβ1 = γβi (β1, γ − const).

Заметим, что в это множество индексов I входят индексы всех
букв блока w1, так как w1x1 является блоковым элементом. Сле-
довательно, wγ

0 = (w1x
γ
1)

β1w2, где w2 – какой-то другой блоковый
элемент, либо произведение блоковых элементов. Но так как на
каждом шаге мы можем получать только элементы состоящие из
одного блока, то w2 = 1. Таким образом

wγ
0 = wβ1.

Значит, w0 и w являются степенями одного корневого элемента.
Следовательно, если нам нужен блок w, то нам нужно добавлять
его как раздутие первого рода блока w0.

После того как получены все блоки множества Ω переходим ко вто-
рому этапу процесса – построение самих элементов g1, . . . , gk. Для этого
рассматриваем вершины соответствующие блокам w11, . . . , w1l1 и после-
довательно соединяем их раздутием второго рода, таким образом, по-
лучим вершину с меткой g1. Здесь используется раздутие второго рода
так как все блоки блокового разложения одного элемента коммутируют
между собой.

Покажем, что при этом получим корректный граф Γs+1. Пусть мы
хотели раздуть две вершины, меткой одной из них будет элемент h1 =
w1 . . . wk−1, а меткой второй вершины будет элемент h2 = wk, где w1, . . . , wk
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– блоковые элементы. При раздутии мы получим вершину с меткой
w = w1 . . . wk−1wk. При этом, пусть нашелся элемент w0 который ком-
мутирует с w, но не коммутирует с h1 с h2 и со всеми элементами с ко-
торыми коммутируют и h1 и h2. Так как w имеет блоковое разложение
w = w1 . . . wk, то по лемме 4 его централизатор по модулю коммутанта
в группе GΓ будет иметь вид

C(w) = 〈w′
1〉 × . . .× 〈w′

k〉 × A(w),

где A(w) – подгруппа порожденная образующими {xi} которые ком-
мутируют со всеми буквами блоков w1, . . . , wk, а w′

1, . . . , w
′
k – корневые

элементы для блоков w1, . . . , wk соответственно. Так как w0 ∈ C(w),
получаем, что w0 должен коммутировать и с h1 и с h2. Полученное про-
тиворечие доказывает корректность графа Γs+1.

Продолжая действовать подобным образом, мы добавим в граф все
вершины с метками g1, . . . , gk, которые будут соединены ребрами в стро-
гом соответствии коммутированию данных элементов в группе GΓ. По-
лученный граф Γm и будет являться графом Γ0.

�
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ПРОДОЛЖЕНИЯ ЧАСТИЧНЫХ
1-ИЗОМОРФИЗМОВ КОНЕЧНЫХ

ПРЕДИКАТНЫХ СИСТЕМ

Е.В. Овчинникова∗

Новосибирский государственный технический университет,
пр К. Маркса, 20, Новосибирск, 630092, Россия
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Для алгебраической системы A = 〈A,Σ〉 любой изоморфизм меж-
ду ее подсистемами A1 и A2 (мощности k) называется частичным (k-)
изоморфизмом системы A.

В работе Хрушовского [1] доказано, что для любых конечного неори-
ентированного графа без петель A и его частичных изоморфизмов p1,
. . . , pn существует конечный граф B, расширяющий A, и автоморфизмы
графа B, расширяющие p1, . . . , pn.

Хервиг [2] обобщил этот результат Хрушовского для произвольной
конечной предикатной алгебраической системы.

В работе [3] показано, что любой конечный полигон над линейно упо-
рядоченным моноидом вложим в конечный полигон, у которого любой
частичный изоморфизм продолжается до автоморфизма.

В работе [4] и в данной работе предпринимаются попытки построения
c помощью проективных плоскостей расширяющей системы, в которой
частичные автоморфизмы продолжаются до автоморфизмов.

В работе [4] показано, что конечная предикатная алгебраическая си-
стема, в которой любые две одноэлементные подсистемы изоморфны,
вложима в систему с транзитивной группой автоморфизмов.

Система A называется n-pi-однородной, если в ней любой частичный
изоморфизм ϕ, для которого |domϕ| = n, продолжается до автоморфиз-
ма системы A.

Определим дизъюнктное объединение семейства систем предикатной
сигнатуры Ai = 〈Ai,Σ〉i∈I с непересекающимися носителями по правилу:⊔
i∈I

Ai = 〈⋃
i∈I
Ai,Σ〉, где PA =

⋃
i∈I
PAi

для всех P ∈ Σ.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований, проект 09-01-00336-а.
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Отношение эквивалентности θ системы
⊔
i∈I

Ai называется a-эквива-

лентностью, если для любых i ∈ I и a, b ∈ Ai из условия aθb следует
a = b.

a-Эквивалентность θ на A, являющаяся конгруэнцией, называется
a-конгруэнцией системы A.

Для a-эквивалентности θ на A и индексов i, j ∈ I, i 6= j, положим
Aij 
 {a ∈ Ai | aθb для некоторого b ∈ Aj} и θij 
 θ ∩ (Aij × Aji).
Заметим, что отношения θij являются биекциями между Aij и Aji.

Верно следующее

Утверждение 1.
1. a-Эквивалентность θ на A является a-конгруэнцией тогда и толь-

ко тогда, когда θij являются изоморфизмами между Aij и Aji.
2. Конгруэнция θ на системе A =

⊔
i∈I

Ai является a-конгруэнцией

тогда и только тогда, когда для любого i ∈ I отображение

χi : Ai →
(
⊔

i∈I
Ai

)/
θ,

действующее по правилу χi(a) = θ(a), является изоморфным вложени-
ем.

Система P(q) = 〈P, L, I〉, где P — множество точек , L — множество
линий, I ⊆ P ×L — отношение инцидентности, q ∈ ω, называется про-
ективной q-плоскостью, если выполняются следующие предложения:

∀p ∈ P ∃=ql ∈ L I(p, l), ∀l ∈ L ∃=qp ∈ P I(p, l),

∀p1 6= p2 ∈ P ∃=1l ∈ L (I(p1, l) ∧ I(p2, l)),
∀l1 6= l2 ∈ L ∃=1p ∈ P (I(p, l1) ∧ I(p, l2)).

Здесь ∃=q означает “существует ровно q”.
Обычно предполагается, что каждая линия проективной плоскости

содержит не менее трех точек, но мы будем допускать q = 1 и q = 2.

Факт 1 [5]. Любая проективная q-плоскость состоит из m 
 q2 −
q + 1 точек и имеет такое же количество линий.

Если P = {p0, . . . , pm−1}, L = {l0, . . . , lm−1}, то матрицей инцидент-
ности проективной q-плоскости P (q) называется матрица S(q) порядка
m, состоящая из элементов

sij =

{
1, если pj ∈ li,
0, если pj 6∈ li.
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Если q = pn + 1 для некоторого простого числа p и натурального
n, то матрицу S(q) можно построить, используя таблицы сложения и
умножения поля GF(pn). Плоскость с такой матрицей инцидентности
называется плоскостью Галуа и обозначается через S2,q.

Если матрица S(q) — циклическая и симметрическая (по отношению
к главной диагонали), то будем обозначать ее через Ω(q). Например, на
рис. 1–3 представлены матрицы Ω(1), Ω(2) и Ω(5) порядков 1, 3 и 21
(нулям соответствуют пустые клетки).

Факт 2 [6]. Матрица инцидентности плоскости Галуа S2,q пере-
становками строк и столбцов приводится к матрице Ω(q).

0
0 1

Рис. 1

0 1 2

0
1
2

1 1
1 1

1 1

Рис. 2

0 1 4 9 14 16 20

0
1

4

9

14

16

20

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

Рис. 3



Продолжения частичных 1-изоморфизмов 63

Для проективной плоскости P(q) обозначим через

M(q) = {mq,0, . . . , mq,q−1}

множество номеров ненулевых элементов строки с номером 0 в мат-
рице Ω(q). Например, m2,0 = 0, m2,1 = 1; M(4) = {0, 1, 3, 7}; M(5) =
{0, 1, 4, 14, 16}.

Так как матрица Ω(q) — циклическая и симметрическая (по отноше-
нию к главной диагонали), верно следующее

Утверждение 2.
1. В матрице Ω(q) выполняется slu = 1 тогда и только тогда, когда

l + u ≡ mq,v (mod(q2 − q + 1)) для некоторого v ∈ {0, . . . , q − 1}.
2. В проективной плоскости P(q) прямые с номерами l и r пересе-

каются в точке с номером b тогда и только тогда, когда существуют
mq,j, mq,v ∈M(q) такие, что mq,j − l ≡ mq,v − r ≡ b (mod(q2 − q + 1)).

Теорема. Для предикатной системы A = 〈A,Σ〉 мощности n су-
ществует расширяющая её 1-pi-однородная система B = 〈B,Σ〉 мощ-
ности не более 4n.

Доказательство. Зафиксируем n-элементную предикатную систе-
му A = 〈A,Σ〉. Рассмотрим разбиение множества A на максимальные
по включению qi-элементные подмножества Ai = {ai0, . . . , aiqi−1}, i ∈
{1, . . . , k}, такие, что все одноэлементные подсистемы системы A, состо-
ящие из элементов множества Ai, попарно изоморфны.

Далее будем предполагать, что для каждого i = 1, . . . , k,

qi ∈ {1} ∪ {pk + 1 | p — простое число, k ∈ ω}

(если это не так, то увеличим мощности множеств Ai дизъюнктным до-
бавлением к системе A одноэлементных систем, изоморфных 〈{ai,1},Σ〉).

Для кортежей 〈l1, . . . , lk〉, где lm ∈ {0, . . . , q2m − qm}, m ∈ {1, . . . , k},
рассмотрим попарно непересекающиеся изоморфные копии A〈l1,...,lk〉 си-
стемы A. При этом будем считать, что носитель системы A〈l1,...,lk〉 со-
стоит из кортежей 〈aij , l1, . . . , lk〉, где aij ∈ A, j ∈ {0, . . . , qi − 1}, i ∈
{1, . . . , k}, и отображение ϕ〈l1,...,lk〉: A→ A〈l1,...,lk〉 с условием

ϕ〈l1,...,lk〉(aij) = 〈aij, l1, . . . , lk〉

является изоморфизмом между A и A〈l1,...,lk〉.
На элементах системы

⊔
lm∈{0,...,q2m−qm}

A〈l1,...,lk〉 определим отношение θ

по следующему правилу: 〈aij , l1, . . . , lk〉θ〈auv, r1, . . . , rk〉 тогда и только
тогда, когда
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〈aij , l1, . . . , lk〉 = 〈auv, r1, . . . , rk〉 или
(i = u, li 6= ri, lm = rm для всех m 6= i

и mqi,j − li ≡ mqi,v − ri (mod(q2i − qi + 1))).

Если 〈l1, . . . , lk〉 = 〈r1, . . . , rk〉, то, по определению отношения θ, вы-
полняется 〈aij, l1, . . . , lk〉θ〈auv, r1, . . . , rk〉 только при aij = auv, и, следо-
вательно, θ является a-эквивалентностью.

Пусть li 6= ri. Если условие lm = rm выполнено не для всех m 6= i, то,
по определению отношения θ, A〈l1,...,lk〉,〈r1,...,rk〉 = ∅. Если условие lm = rm
выполняется для всех m 6= i, то, так как в P(qi) прямые c номерами li
и ri пересекаются в единственной точке и в силу утверждения 2, мно-
жество A〈l1,...,lk〉,〈r1,...,rk〉 одноэлементно. Так как i = u, то aij , auv ∈ Ai.
По построению множеств Ai, любые две одноэлементные подсистемы
системы A, состоящие из элементов множества Ai, попарно изоморфны.
Следовательно, в силу утверждения 1, θ — a-конгруэнция на системе⊔
lm∈{0,...,q2m−qm}

A〈l1,...,lk〉, а отображения

χ〈l1,...,lk〉: A〈l1,...,lk〉 →


 ⊔

lm∈{0,...,q2m−qm}
A〈l1,...,lk〉



/

θ,

действующие по правилам

χ〈l1,...,lk〉 (〈aij, l1, . . . , lk〉) = θ (〈aij , l1, . . . , lk〉) ,

являются изоморфными вложениями.

На системе B =

(
⊔

lm∈{0,...,q2m−qm}
A〈l1,...,lk〉

) /
θ для каждого кортежа

〈t1, . . . , tk〉, где tm ∈ {0, . . . , q2m−qm}, m ∈ {1, . . . , k}, определим автомор-
физм ψ〈t1,...,tk〉 по следующему правилу:

ψ〈t1,...,tk〉(θ(〈aij, l1, . . . , lk〉) = θ(〈aiv, r1, . . . , rk〉),

если rm ≡ lm− tm (mod(q2m− qm +1)) для всех m ∈ {1, . . . , k} и v ≡ j− ti
(mod(q2i − qi + 1)).

Если mqi,j − li ≡ mqi,u − fi (mod(q2i − qi + 1)), то mqi,j − li + ti ≡
mqi,u − fi + ti (mod(q2i − qi + 1)). Следовательно, отображение ψ〈t1,...,tk〉
определено корректно. Поскольку при изменении tm от 0 до q2m − qm +
1 числа (lm − tm)(mod(q2m − qm + 1)) пробегают это же множество, то
отображение ψ〈t1,...,tk〉 является подстановкой на множестве B.

Если для кортежа 〈t1, . . . , tk〉 выполняется tm = 0 для всех m 6= i,
обозначим ψ〈t1,...,tk〉 через ψi,ti . Покажем, что при любом i ∈ {1, . . . , k},
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ψi,ti сохраняет значения предикатов из Σ. Для определенности положим
i = 1 (для остальных значений i рассуждение проводится аналогично).

Пусть P — m-местный предикатный символ сигнатуры Σ и
(b1, . . . , bt) ∈ PB. Тогда, по определению системы B как фактор-системы
по a-конгруэнции, существуют l̄ = 〈l1, . . . , lk〉 и элементы

〈ai1,j1, l̄〉, . . . , 〈aim,jm, l̄〉 ∈ Al̄,

для которых (〈ai1,j1, l̄〉, . . . , 〈aim,jm, l̄〉) ∈ PAl̄
и br = θ(〈air,jr , l̄〉) при r ∈

{1, . . . , m}. Обозначим через l̄′ кортеж

〈(l1 − t1)(mod(q21 − q1 + 1), l2, . . . , lk)〉.

Очевидно, отображение ϕ−1
l̄

◦ ϕ−1
l̄′

является изоморфизмом между Al̄

и Al̄′. Следовательно, в системе Al̄′ выполняется

(〈ai1,j1, l̄′〉, . . . , 〈aim,jm, l̄
′〉) ∈ PAl̄′

.

Таким образом, биекция ψ1,t1 сохраняет значения предикатов из Σ.
Так как ψ〈t1,...,tk〉 = ψ1,t1 ◦ . . . ◦ ψk,tk , то ψ〈t1,...,tk〉 сохраняет предикаты.
Покажем, что для любых элементов b, c ∈ B таких, что 〈{b},Σ〉 '

〈{c},Σ〉, существует автоморфизм из Aut(B), переводящий b в c. Без
ограничения общности можно считать, что b = θ(〈ai0, l1, . . . , lk〉), c =
θ(〈ai0, r1, . . . , rk〉). Тогда отображение

ϕ〈(l1−r1)(mod(q21−q1+1)),...,(lk−rk)(mod(q2
k
−qk+1))〉

является изоморфизмом, переводящим b в c.
Таким образом, система B 1-pi-однородна и отображения ϕl̄ ◦ χl̄ яв-

ляются изоморфными вложениями системы A в систему B.
Для завершения доказательства найдем верхнюю оценку для мощ-

ности системы B. Пусть мощность |Ai| равна ni, i ∈ {1, . . . , k}. Тогда
n1 + . . . nk = n. Для каждого ni существует qi такой, что ni ≤ qi ≤ 2ni и
qi ∈ {1} ∪ {2s + 1 | s ∈ ω}. Таким образом, чтобы достичь нужных мощ-
ностей расширений множеств Ai мощность множества A увеличивается
не более чем в 2 раза. Тогда |B| ≤ f(q1, . . . , qk), где

f(q1, . . . , qk) = (q21 − q1 + 1) · . . . · (q2k − qk + 1).

В предположении q1 + . . . + qk = 2n функция f(q1, . . . , qk) принимает
максимальное значение при q1 = . . . = qk = 2n

k
. Рассмотрим функцию

h(q) = f(q, . . . , q) = (q2−q+1)
2n
q . Для любого n эта функция принимает

максимальное значение при q ≈ 3, 3 и h(3, 3) ≤ 4n. 2



66 Е.В. Овчинникова

Список литературы

[1] Hrushovski E. Extending partial isomorphisms of graphs //
Combinatorica. 1992. V. 12. P. 204–218.

[2] Herwig B. Extending Partial Automorphisms on Finite Structures //
Combinatorica. 1995. V. 15. P. 365–371.

[3] Овчинникова Е.В. О расширениях частичных изоморфизмов конеч-
ных полигонов над линейно упорядоченными моноидами // Алгеб-
ра и теория моделей, 6. Сборник трудов. Новосибирск: изд-во НГ-
ТУ, 2007. С. 45–48.

[4] Овчинникова Е.В. 1-однородные расширения конечных предикат-
ных структур // Алгебра и теория моделей, 7. Сборник трудов.
Новосибирск: изд-во НГТУ, 2009. С. 54–59.

[5] Картеси Ф. Введение в конечные геометрии. — М.: Наука, 1980.

[6] Singer J. A theorem in finite projective geometry and some applications
to number theory // Trans. Amer. Math. Soc. 1938. V. 43. P. 377 – 386.



О РЕШЕТКАХ ПОДМНОЖЕСТВ
УНИВЕРСАЛЬНЫХ АЛГЕБР

А.Г. Пинус

Новосибирский государственный технический университет,
пр К. Маркса, 20, Новосибирск, 630092, Россия

e-mail: algebra@nstu.ru

В системе понятий алгебраической геометрии универсальных алгебр
(см., к примеру, [1, 2, 3, 4]) одно из центральных мест занимает понятие
алгебраического множества.

Напомним, что подмножество B ⊆ An, где n — натуральное число, а
A — основное множество некоторой универсальной алгебры A = 〈A; σ〉
называется n-мерным алгебраическим, если существует система уравне-
ний

{ti1(x1, . . . , xn) = ti2(x1, . . . , xn)|i ∈ I}
сигнатуры σ (здесь tij — термы этой сигнатуры) таких, что B есть со-
вокупность всех решений этой системы в алгебре A. Совокупность всех
n-мерных алгебраических множеств алгебры A образует, относительно
теоретико-множественного включения ⊆, полную решетку AlgnA (ре-
шетку n-мерных алгебраических подмножеств алгебры A). При этом
операция ∧ на AlgnA совпадает с операцией теоретико-множественного
пересечения ∩, в то время как операция ∨ может быть отличной от опе-
рации ∪.

Абстрактные свойства решеток AlgnA связаны со свойствами алгеб-
ры A. К примеру, одноэлементность решетки Alg1A равносильна идем-
потентности алгебры A.

Действительно, если алгебра A = 〈A; σ〉 идемпотентна, то множество
решений любого σ-уравнения t1(x) = t2(x) есть A и, тем самым, Alg1A =
{A}. Обратное, если f(x1, . . . , xn) ∈ σ, то в силу того, что множество
решений уравнения f(x, . . . , x) = x (при условии |Alg1A| = 1) должно
быть равно множеству A, алгебра A идемпотентна.

Алгебру A = 〈A; σ〉 назовем равномерно n-конечной, если существует
натуральное mn такое, что все n-порожденные подалгебры алгебры A

имеют не более чем mn элементов. Алгебра A = 〈A; σ〉 называется рав-
номерно локально конечной, если она равномерно n-конечна для любого
натурального n.
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Для алгебр A конечной сигнатуры условия равномерной n-конечности
и конечности решетки AlgnA равносильны. Действительно, пусть
A = 〈A; σ〉 — алгебра конечной сигнатуры σ и для любого кортежа
ā = 〈a1, . . . , an〉 элементов алгебры A подалгебра 〈ā〉A алгебры A порож-
денная множеством {a1, . . . , an} не более чем mn-элементна. Так как су-
ществует лишь конечное число попарно неизоморфных mn-элементных
алгебр сигнатуры σ с выделенными порождающими a1, . . . , an, то суще-
ствует лишь конечное число σ-термов от переменных x1, . . . , xn имеющих
на алгебре A отличные друг от друга термальные функции. Тем самым,
существует лишь конечное число попарно не эквивалентных на алгебре
A систем σ-уравнений от переменных x1, . . . , xn. То есть решетка AlgnA
конечна.

Обратно: если решетка AlgnA конечна, то существует лишь конечное
число попарно не эквивалентных на A систем σ-уравнений, т.е. суще-
ствует лишь конечное число σ-термов от переменных x1, . . . , xn имею-
щих на алгебре A отличные друг от друга термальные функции. Чис-
ло этих функций и определяет число mn мажорирующее мощности n-
порожденных подалгебр алгебры A.

Тем самым, для алгебр конечной сигнатуры равносильны условия:

• A — равномерно локально конечна и

• все решетки AlgnA конечны.

Легко видеть, что для алгебр бесконечной сигнатуры это не так.
Представляет интерес дальнейшее исследование взаимосвязи свойств

алгебр A и решеток AlgnA.
Естественным представляется и интерес к абстрактному описанию

как отдельных решеток видa AlgnA, так и последовательностей
〈AlgnA|n ∈ ω〉 для произвольных универсальных алгебр A. Этим во-
просам и посвящена данная работа.

Теорема 1. Для любой полной решетки L существует универсальная
алгебра A такая, что L ∼= Alg1A.

Доказательство. Утверждение этой теоремы содержится в рабо-
те [4], однако доказательство ее приведенное там содержит неточности
устраненные в приводимом далее. Прежде всего напомним, что полной
решеткой L0 подмножеств множества B называется любая решеточно
упорядоченная отношением ⊆ совокупность подмножеств L0 множества
B такая, что для любого C ⊆ L0 inf C =

⋂
D∈C

D. В частности, единич-

ный элемент решетки L0 это inf ∅ =
⋂

D∈∅
D = B. Пусть L произвольная
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полная решетка. Как хорошо известно (см. к примеру [5]) L допускает
представление полной решеткой L1 подмножеств некоторого множества
C. Через L′

1 обозначим совокупность L1\{C} подмножеств множества C.
Через T обозначим совокупность любых конечных последовательностей
B = B1, ..., Bn элементов из L′

1. Пусть D = {dB|B ∈ T} — совокупность
попарно различных (для различных B ∈ T ) элементов, дизъюнктная с
C и A = C ∪ D. Через P обозначим совокупность L′

1 ∪ {A}. Очевидно,
что P упорядоченная теоретико-множественным включением, является
полной решеткой подмножеств множества A изоморфной решетке L. На
множестве A определим алгебру A = 〈A; σ〉 сигнатуры σ, состоящей из
попарно различных символов hB(B ∈ L′

1) унарных функций, следую-
щим образом:

hB(a) =





a, если a ∈ B
dB, если a ∈ A\B
dBC , если a = dC, где C ∈ T.

Здесь BC — результат конкатенации (приписывания) последователь-
ности C вслед за символом B.

Таким образом,

B = {a ∈ A|A |= hB(a) = a},

A = {a ∈ A|A |= a = a}
и мы имеем включение

P ⊆ Alg1A.

С другой стороны, для любого терма

t(x) = hBn
(hBn−1(...(hB1(x))...)) (t(x) = x)

сигнатуры σ через Dt обозначим множество
n⋂

i=1

Bi (A), а через t̄ после-

довательность Bn, Bn−1, . . . , B1. Для любых термов t1(x), t2(x) отличных
друг от друга и от терма x через t̄1 ∩ t̄2 обозначим наибольший общий
конечный интервал последовательностей t̄1 и t̄2. Таким образом, если
t̄1 ∩ t̄2 = Bm−1, . . . , B1, то t̄1 = t̄′1B

1
mt̄1 ∩ t̄2, t̄2 = t̄′2B

2
mt̄1 ∩ t̄2, где B1

m 6= B2
m

элементы из L′
1 и t̄′1, t̄

′
2 ∈ T . Из определения функций h ∈ σ следует, что,

если t̄1 ∩ t̄2 = Bm−1, . . . , B1, то

{a ∈ A|A |= t1(a) = t2(a)} = B1
m ∩B2

m ∩ Bm−1 ∩ . . . B1.

Тем самым, включение Alg1A ⊆ P , а, вместе с тем и равенство
Alg1A = P и, значит, изоморфизм решеток L и Alg1A доказаны.
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Таким образом, полнота –– единственное абстрактное ограничение
на решетки вида Alg1A. Иначе обстоит дело для решеток вида AlgnA,
при n > 1.

Через Partn обозначим решетку разбиений множества {1, 2, . . . , n},
отождествляя последнюю с решеткой эквивалентностей на этом мно-
жестве. Каждой эквивалентности Θ на множестве {1, . . . .n} сопоставим
систему уравнений

UΘ = {xi = xj |i, j ∈ {1, . . . , n},Θ(i, j)}

от переменных x1, . . . , xn на алгебре A.
Пусть AΘ — совокупность решений системы уравнений UΘ в алгеб-

ре A = 〈A; σ〉. Очевидно, что отображение ϕ(Θ) = AΘ является, для
неодноэлементных алгебр A, изоморфным вложением решетки Part∗ n
(двойственной решетке Partn) в решетку AlgnA. В том числе, это вле-
чет мощностные ограничения на решетки AlgnA в случае их конечности
(при n > 1). Отметим так же, что условия |AlgnA| = 1 (при n > 1) и
|A| = 1 равносильны.

При этом очевидно, что вложение ϕ таково, что для любой Θ ∈
Partn, в интервал [0, ϕ(Θ)] решетки AlgnA изоморфно вложима решетка
Alg|n/Θ|A.

Через Sym n обозначим симметрическую группу на множестве {1, . . .,
n}. Для любого уравнения

t1(x1, . . . , xn) = t2(x1, . . . , xn)

через π(t1 = t2) обозначим уравнение

t1(xπ(1), . . . , xπ(n)) = t2(xπ(1), . . . , xπ(n)).

Для любой универсальной алгебры A = 〈A; σ〉 и любой системы J(x1, . . .,
xn) уравнений сигнатуры σ через AJ обозначим совокупность решений
этой системы в алгебре A. Тогда, для любого π ∈ Symn отображение

ψπ(AJ) = A{π(t1=t2)|t1=t2∈J}

является, очевидным образом, автоморфизмом решетки AlgnA. Тем са-
мым, группа Sym n гомоморфно отображается в группу AutAlgnA авто-
морфизмов решетки AlgnA. В силу же того, что (для неодноэлементных
алгебр A для нетождественных π ∈ Symn отображения ψπ на подре-
шетке ϕ(Partn) решетки AlgnA так же нетождественны, то отображение
ψ : Sym n → AutAlgnA, где ψ(π) = ψπ, является изоморфным вложе-
нием группы Symn в AutAlgnA. Тем самым, имеет место
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Теорема 2. Для любого натурального n, для любой неодноэлементной
алгебры A в решетку AlgnA изоморфно вложима решетка двойствен-
ная решетке Partn, а в группу AutAlgnA изоморфно вложима группа
Sym n.

К примеру, рассмотрим решетки
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Решетка L0 двойственна решетке Part 3. Тем самым, ни для какой
неодноэлементной алгебры A решетка Alg3A не может быть изоморфна
ни какой из решеток L1, L2, L3. Для L1 это следует из мощностных
соображений, т.к. |L1| < |L0|. Для L2 — из того, что L0 не вложима в L2.
Для L3: существуют два вложения решетки L0 в L3, но AutL3

∼= Sym 2
и, значит, Sym 3 ∼= AutL0 не вложима в AutL3.

Представляет интерес выявление других абстрактных свойств реше-
ток вида AlgnA и последовательностей 〈AlgnA|n ∈ ω〉.

В частности отметим, что если местность сигнатурных функций ал-
гебры A не превышает n и AlgnA ∼= Part∗ n, то с учетом указанного выше
вложения ϕ решетки Part∗ n в решетку AlgnA очевидно (рассматривая
решения в алгебре уравнений вида f(x1, . . . , xn) = xi для сигнатурных
функций f), что эти сигнатурные функции суть обобщенные селекторы.
Последнее же и влечет, что все термальные функции алгебры A так же
обобщенные селекторы и, значит, AlgkA ∼= Part∗ k для любых натураль-
ных чисел k. Напомним, что обобщенными селекторами на множестве
A называются функции вида

f(x1, . . . , xm) =





xi1 , если D1(x1, . . . , xm),
...

xis , если Ds(x1, . . . , xm),

где Dj(x1, . . . , xm) (при 1 6 j 6 s) попарно несовместные условия вида
xir = xip дизъюнкция которых тождественно истинна.
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В монографии [2] поставлена проблема описания предпорядков Ру-
дин – Кейслера и функций распределения предельных моделей для раз-
личных естественных классов алгебраических систем. В данной статье
рассматриваются полные теории одноместных предикатов с разным чис-
лом неглавных типов, выясняется изменения числа типов и их реализуе-
мости после обогащения сигнатуры подстановкой ограниченного поряд-
ка.

1 Предварительные сведения.

Взаимосвязь счётных моделей будем прослеживать с помощью сле-
дующего обобщения предпорядка Рудин – Кейслера:

Рассмотрим множество XT типов изоморфизма счётных моделей тео-
рии T с заданным на нём рефлексивным, транзитивным отношением
подчинения ≤: Mi ≤ Mj ⇔ FD(Mi) ⊆ FD(Mj), и обозначим получен-
ную систему 〈XT ,≤〉 через CM(T ). Отношение эквивалентности ∼ на
предупорядоченном множестве 〈XT ,≤〉 зададим соотношением a ∼ b ⇔
a ≤ b и b ≤ a. Заметим, что XT = 〈XT/ ∼,6〉, где x1 6 x2 ⇔ y1 ≤ y2
для любых y1 ∈ x1, y2 ∈ x2, является частично упорядоченным множе-
ством. Если из контекста ясно о какой теории идёт речь, индекс T будет
опускаться.

∗Работа финансово поддержана грантом Новосибирского государственного техни-
ческого университета.
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Линейно упорядоченное подмножество в частично упорядоченном
множестве X называется цепью. Зафиксируем элемент x ∈ X/ ∼. Будем
говорить, что он находится на (0x)-уровне. ((λ+ 1)x)-уровнем системы
X будем называть множество покрывающих элементов для элементов
(λx)-уровня. Если x — наименьший класс, то (λx)-уровень будем назы-
вать λ-уровнем. Супремум мощностей цепей будем называть высотой
и обозначать H(X ). Супремум мощностей попарно несравнимых эле-
ментов, находящихся на N -уровне будем называть шириной λ-уровня и
обозначать W (X (λ)).

2 Теории одноместных предикатов.

Будем рассматривать далее счётную сигнатуру Σ = 〈P0, . . . , Pn, . . .〉,
состоящую из одноместных предикатных символов. В [1] показано, что
данная теория допускает элиминацию кванторов. Следовательно, мно-
жества, изолирующие 1-типы, состоят из формул, имеющих вид

P δ0
0 (x) ∧ P δ1

1 (x) ∧ . . . ∧ P δn
n (x) ∧ . . . ,

где δi ∈ {0, 1} и P 0(x) = ¬P (x), P 1(x) = P (x). Множества, изолирующие
n-типы состоят из формул, имеющих вид

∧

i,j

(xi ≈ xj)
δi,j ∧

∧

l,i

ϕl(xi),

где ϕl(xi) — формулы, составляющие множества, изолирующие 1-типы
p(xi) ⊆ p(x1, . . . , xn).

Счётное множество 1-типов U ⊆ S1
x(∅) называется модельным, если

U содержит все главные 1-типы и для любой произвольной совместной
формулы ϕ(x) существует тип p(x) такой, что ϕ(x) ∈ p(x).

Пусть K — класс всех модельных множеств, тогда:
1. U ∈ K ⇒ |U | = ω;
2. U ∈ K, U ⊆ V , |V | 6 ω ⇒ V ∈ K;
3. V ⊆ U ∈ K, |V | < ω, V не содержит главных типов ⇒ (U\V ) ∈ K.

Поясним данное свойство: Пусть некоторая формула ϕ принадлежит
типу p, ψ — формула, отделяющая типы p и p′, ψ ∈ p, ψ → ϕ. Тогда
формула ϕ ∧ ¬ψ принадлежит типу p′. Следовательно, ϕ ∈ p′. То есть
при удалении одного неглавного типа, содержащего формулу ϕ найдётся
другой неглавный тип, содержащий её.

Рассмотрим теорию независимых одноместных предикатов P0, . . . , Pn

c аксиомами ∃x(P δ0
0 (x) ∧ . . .∧P δn

n (x)), где δi ∈ {0, 1}, i = 0, n, n ∈ ω. По-

ставим в соответствие последовательностям формул P
δ0(x)
0 , . . . , P

δn(x)
n , . . .



Классификация счётных моделей 75

последовательности δ0, δ1, . . . , δn, . . .. Тогда примером модельного мно-
жества можно считать счётное множество формул U соответствующих
множеству W последовательностей нулей и единиц, таких, что для лю-
бого кортежа нулей и единиц этот кортеж является началом некоторой
последовательности из W .

Пусть f : S1
x(∅) → ω + 1 — функция распределения числа реали-

заций типов в некоторой счётной модели M, то есть для любого типа
p(x) неотрицательное значение f(p(x)) показывает число реализаций ти-
па p(x) в M. Если тип p(x) ∈ S(∅) главный, то его число реализаций
одинаково в любой счётной модели, а если p(x) неглавный, то f(p(x))
может произвольно варьироваться в пределах от 0 до ω. Через M(f)
будем обозначать модель, реализующую типы согласно функции f .

Предложение 1. Для любого модельного множества U существует
модель M, реализующая данное модельное множество.

Доказательство. Достаточно взять модель, реализующую все глав-
ные типы и имеющую хотя бы по одной реализации каждого неглавного
типа из модельного множества. 2

Предложение 2. Если f — функция распределения для счётной моде-
ли, то

∑
pi∈S1

x(∅) f(pi) = ω. Верно и обратное.

Доказательство. Ясно, что если модель счётная, то она содержит
счётное число реализаций каких-то типов. С другой стороны, если со-
гласно некоторой функции дано счётное число реализаций типов, то для
модели с данными реализациями функция f является функцией распре-
деления. 2

Теорема 3. Пусть f и g — функции распределения числа реализа-
ций типов моделей M(f) и M(g) рассматриваемой теории T . Тогда
M(f) ' M(g) если и только если f = g.

Доказательство. Пусть M(f) ' M(g). Тогда каждой реализации
типа p в модели M(f) взаимно однозначно соответствует реализация
типа p в модели M(g). Следовательно, f = g.

Пусть f(p) = g(p) = λ, λ ∈ ω+1. Перенумеруем все типы pn(x), n ∈ ω,
реализуемые согласно функции f = g. Построим изоморфизм F между
M(f) и M(g) индукцией по n. На начальном шаге существует частичный
изоморфизм F0, взаимно однозначно переводящий все реализации типа
p0 в модели M(f) во все реализации типа p0 в модели M(g). Допустим,
что для n типов p0, p1, . . . , pn−1 существует частичный изоморфизм Fn,
взаимно однозначно переводящий реализации данных типов в модели
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M(f) в соответствие реализации этих типов в модели M(g). Так как
f(pn) = g(pn), то существует биекция Gn между всеми реализациями
типа pn в моделях M(f) и M(g), Fn+1 
 Fn ∪ Gn. После прохождения
всех типов получим изоморфизм F =

⋃
n∈ω Fn : M(f) ' M(g). 2

Рассмотрим полные счётные теории одноместных предикатов с раз-
личным числом неглавных 1-типов: 0, 1, 2 6 m < ω, ω, 2ω.

Теории, все типы которой изолированные.
Для данных теорий справедлива теорема Рыль-Нардзевского, т.е.

теории ω-категоричные и система X состоит из одной точки — простой
модели, H(X ) = 1, W (X (0)) = 1.

Теории с ненулевым, не более чем счётным, числом неглав-
ных 1-типов.

Для данных теорий справедлива теорема существования для насы-
щенных моделей. Следовательно, теории имеют и простую модель, на-
ходящуюся а 0-уровне. Модели на λ-уровнях (λ > 0) существуют по
теореме компактности, H(X ) = ω. Элементы и характеристики систем
X теорий с конечным числом неглавных 1-типов приведены в табли-
це 1, со счётным — в таблице 2, m — число неглавных 1-типов. Через
M(〈p1, n1〉, . . . , 〈pm, nm〉, . . .) обозначаются модели, имеющие n1 реализа-
ций типа p1, n2 реализаций типа p2 и т.д.

Таблица 1: Теории с конечным числом неглавных 1-типов.

m = 1 2 6 m < ω
Модели на λ-уровнях, λ ∈ ω M(〈p1, λ〉) M(〈p1, n1〉, . . . , 〈pm, nm〉)

Предельные модели M(〈p1, ω〉) M(〈p1, µ1〉, . . . , 〈pm, µm〉)
Насыщенная модель M(〈p1, ω〉) M(〈p1, ω〉, . . . , 〈pm, ω〉)
W (X (λ)), λ ∈ ω 1 Cm−1

N+m−1

W (X (ω)) 1 ω

Таблица 2: Теории со счётным числом неглавных 1-типов.

m = ω
Модели на λ-уровнях, λ ∈ ω M(〈p1, n1〉, . . . , 〈pm, nm〉, . . .)

Предельные модели M(〈p1, µ1〉, . . . , 〈pm, µm〉, . . .)
Насыщенная модель M(〈p1, ω〉, . . . , 〈pm, ω〉, . . .)
W (X (λ)), λ ∈ ω ω

W (X (ω)) 2ω
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m∑

i=1

ni = λ, λ ∈ ω;
m∑

i=1

µi = ω.

Теории с континуумом 1-типов.
У теорий с континуумом типов возможны две ситуации: теория име-

ет простую модель, теория не имеет простой модели. Если есть простая
модель, то она находится на 0-уровне. Насыщенной модели нет. Эле-
менты и характеристики системы X для данных теорий приведены в
таблице 3.

Таблица 3: Теории c континуумом типов и простой моделью.

Модели на λ-уровнях, λ ∈ ω M(〈p1, n1〉, . . . , 〈pm, nm〉, . . .)
Предельные модели M(〈p1, µ1〉, . . . , 〈pm, µm〉, . . .)
W (X (λ)), λ > 0 2ω

m∑

i=1

ni = N,

m∑

i=1

µi = ω

Если нет простой модели, то для определения 0-уровня воспользуем-
ся модельным множеством.

Будем считать, что на (0x)-уровне находится модель M(U), реали-
зующая некоторое модельное множество U и называть его 0-уровнем.
Так как из модельного множества можно убирать неглавные типы при
условии сохранения модельности, то будем рассматривать не только λ-
уровни, но и (−λ)-уровни. Если g(pi) = f(pi) − νi,

∑
νi = λ, то модель

M(g) находится на (−λ)-уровне. Насыщенной модели нет. H(X ) = ω.
Элементы и характеристики системы X для теорий с континуумом ти-
пов без простой модели приведены в таблице 4.

Через M(f, 〈p1, n1〉, . . . , 〈pm, nm〉, . . .) обозначена модель, реализую-
щая типы из модельного множества U согласно функции f и типы
pi ∈ S1

x(∅)\U .

Таблица 4: Теории с континуумом типов без простой модели.

Модели на λ-уровнях M(f, 〈p1, µ1〉, . . . , 〈pm, µm〉, . . .)
Модели на (−λ)-уровнях M(〈q1, f(q1)− ν1〉, . . . , 〈ql, f(ql)− νl〉, . . .)

W (X (λ)) 2ω

W (X (−λ)) ω
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∑

i>1

µi = λ, λ ∈ ω + 1, p1, . . . , pm, . . . ∈ S1
x(∅)\U ;

∑

i>1

νi = λ, q1, . . . , ql, . . . ∈ U

Пример теории независимых одноместных предикатов показывает,
что в отличие от класса малых теорий в классе теорий с континуаль-
ным числом типов отношение подчинения 6 на множестве типов изо-
морфизма может не иметь наименьшего элемента, являющегося типом
изоморфизма простой модели.

Теорема 4. Пусть T1 и T2 — счётные теории одноместных преди-
катов, тогда соотношение СМ(T1) ' CM(T2) равносильно одному из
следующих трёх условий:
1) T1 и T2 имеют одинаковое, не более чем счётное, число неглавных
1-типов;
2) T1 и T2 имеют континуальное число типов и простую модель;
3) T1 и T2 имеют континуальное число типов и не имеют простой
модели.

Доказательство. Пусть СМ(T1) ' CM(T2). Тогда H(XT1(λ)) =
= H(XT2(λ)), cледовательно, между элементами соответствующих уров-
ней можно установить взаимно однозначное соответствие. Так как ши-
рина λ-уровней определяется шириной 1-уровня, ширина (−λ)-уровня
(если он есть) определяется шириной (-1)-уровня, а ширина 1-уровня
определяется числом неглавных типов (ширина (-1)-уровня всегда счёт-
ная), то всё сводится к соответствующим трём ситуациям.

Обратно, пусть выполняется одно из трёх условий. Тогда существует
биекция ξ : S1

x(T1)\Y1 ↔ S1
x(T2)\Y2 (Y1, Y2 множества главных типов в

S1
x(T1), S

1
x(T2) cоответственно), то есть для любого типа p ∈ S1

x(T1)\Y1,
f(p) = g(ξ(p)), p ∈ S1

x(T1). Поставим в соответствие каждой модели M(f)
модель M(g). Пусть x1, x2 ∈ XT1 и им соответствуют модели M(f1) и
M(f2). Тогда x1 6 x2 означает, что f1(p) 6 f2(p) для всех p ∈ S1

x(T1).
Пусть ϕ : XT1 ↔ XT2 , ϕ(x1) соответствует модель M(g1), ϕ(x2) — модель
M(g2). Тогда для любых типов ξ(p) ∈ S1

x(T2) g1(ξ(p)) 6 g2(ξ(p)), что
равносильно тому, что ϕ(x1) 6 ϕ(x2), то есть сохраняется отношение
подчинения. Следовательно СМ(T1) ' CM(T2). 2
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3 Теории одноместных предикатов с подста-

новкой.

Рассмотрим теории одноместных предикатов, обогащённые подста-
новкой F ограниченного порядка L, действующий на несущем множе-
стве счётной модели данной теории. Множества формул, изолирующие
1-типы, состоят из формул вида ∃xϕ(x, y), где

ϕ(x, y) = (F s(x) ≈ y)δ ∧
∧

r

P δr
r (y).

Множества формул, изолирующих n-типы, состоят из формул вида
∃yϕ(xi, y) и ϕ(xi, xj).

Будем называть типы p(x) и q(x) cвязанными подстановкой F, ес-
ли существует такое число m, что множество p(x) ∪ q(y) ∪ {Fm(x) = y}
совместно. Реализация некоторого типа влечёт реализацию связанного
с ним.

Далее будем обозначать главные типы Coli(x), неглавные pi(x).

Образ и прообраз подстановки принадлежат одному типу.
Имеем F (a) = b, Coli(a), Coli(b), i ∈ ω, где a и b — элементы счётной
системы M сигнатуры Σ. Тогда все реализации главного типа Coli(x) в
M являются реализациями главных типов

∃y(Fm(x) ≈ y ∧ Coli(x) ∧ Coli(y)).

Рассмотрим неглавный тип p1(x) ∈ S(∅). Предположим, что совмест-
но множество r(x, y) = {F (x) ≈ y}∪ pi(x)∪ p1(y) и (a0, a1) — реализация
типа r. Тогда F (a0) = a1 и для некоторых реализаций a2, a3, . . . , am−1

типа p1 выполняется F 2(a0) = F (a1) = a2, F
3(a0) = F (a2) = a3, . . .,

Fm(a0) = F (am−1) = a0. Если для любой реализаций данного типа p1
длина цикла постоянна, то число реализаций типа p1 кратно длине цик-
ла m1. Модель M (〈p1, k1〉, . . . , 〈pj, kj〉, . . .) преобразуется в модель

M̃ (〈p1, m1k1〉, . . . , 〈pl, kl〉, . . .) , ml 6 L.

Если длины циклов различны, то модель M (〈p1, k1〉, . . . , 〈pj, kj〉, . . .) пре-
образуется в модель

M̃ (〈q1, m1k1〉, . . . , 〈ql, mlkl〉, . . .) ,

m1, . . . , ml, . . . 6 L,ql — неглавные типы, расширяющие типы pj при обо-
гащении сигнатуры подстановкой.
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Образ и прообраз подстановки принадлежат разным типам
(образы реализаций главных типов — главным, неглавных —
неглавным).

Имеем F (a) = b, Coli(a), Colj(b), i, j ∈ ω, i 6= j где a и b — элементы
счётной системы M сигнатуры Σ. Тогда все реализации главного типа
Coli(x) в M являются реализациями главных типов

∃y(Fm(x) ≈ y ∧ Coli(x) ∧ Colj(y)).

Рассмотрим неглавные типы pi(x), pj(x) ∈ S(∅). Предположим, что
совместно множество r(x, y) = {F (x) ≈ y} ∪ pi(x) ∪ pj(y) и (a0, a1)
— реализация типа r. Тогда F (a0) = a1 и для некоторых реализаций
a2, a3, . . . , am−1 типа p выполняется F 2(a0) = F (a1) = a2, F

3(a0) = F (a2) =
a3, . . ., F

m(a0) = F (am−1) = a0. Таким образом, одна реализация типа pi
влечёт реализации m− 1 типов pj, связанных с типом pi циклом длины
m. Если образы одного типа постоянны, то это приводит к тому, что
ширина новой системы X̃ уменьшается: W (X̃ (1)) = W (X (1))− (m− 1).
Ширина N -уровней (N > 1) определяется новой шириной 1-уровня. Мо-
дель M (〈p1, k1〉, . . . , 〈pj, kj〉, . . .) преобразуется в модель

M̃ (〈q1, k1〉, . . . , 〈ql, kl〉, . . .) ,

ql — неглавные типы, расширяющие типы pj при обогащении сигнату-
ры подстановкой. Если порядок подстановки равен числу неглавных 1-
типов, то реализация одного неглавного 1-типа влечёт реализацию всех
неглавных 1-типов

Образ и прообраз подстановки принадлежат разным типам.
Имеем конечное число неглавных типов p1, p2, . . . , pm сигнатуры Σ.

Если главные типы связываются только с неглавными, то связь главно-
го типа Coli c неглавным типом pi описывается формулами F (x) ≈ y,
Coli(x), ϕi(y), где ϕi — формула, позволяющая отличить неглавный тип
pi от остальных неглавных типов. В этом случае элементы y, являвшиеся
элементами неглавных типов, после обогащения сигнатуры подстанов-
кой становятся элементами главного типа. Также, в силу теоремы ком-
пактности, образуются неглавные типы qj , реализации которых связаны
только с реализациями неглавных типов pi.

Если реализации главных типов связываются не только с реализаци-
ями неглавных типов, но и с окрестностями неглавных типов, то связь
элементов типов Coli c данными окрестностями описываются следую-
щими формулами:

F (x) ≈ y, Coli(x), Col1(y);
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F (x) ≈ y, Coli(x), Col2(y);

. . .

F (x) ≈ y, Coli(x), Colj(y);

. . .

Таким образом, при обогащении сигнатуры Σ подстановкой ограни-
ченного порядка возможно увеличение числа неглавных типов с конеч-
ного числа до счётного.

Если имеется счётное число неглавных типов сигнатуры Σ, то эле-
мент неглавного типа может стать элементом главного типа только в
том случае, если существует конечная формула ψ, отделяющая любой
неглавный тип от остальных неглавных типов. Если такой формулы нет,
то все реализации неглавных типов сигнатуры Σ становятся реализаци-
ями неглавных типов обогащённой сигнатуры.

В случае континуума типов невозможно одной конечной формулой
отделить любой неглавный тип от остальных неглавных типов, следова-
тельно, неглавных типов при обогащении сигнатуры Σ так же останется
континуум.

Таким образом, при обогащении сигнатуры Σ подстановкой ограни-
ченного порядка сохраняется ω-категоричность и малость теории T . При
обогащении теорий с конечным числом неглавных 1-типов число несвя-
занных неглавных типов может меняться в пределах (ω + 1)\{0}.

Теорема 5. Пусть T1 и T2 — счётные теории одноместных преди-
катов, тогда соотношение СМ(T1) ' CM(T2) равносильно одному из
следующих трёх условий:
1) T1 и T2 имеют одинаковое, не более чем счётное, максимальное чис-
ло попарно несвязанных неглавных 1-типов;
2) T1 и T2 имеют континуальное число типов и простую модель;
3) T1 и T2 имеют континуальное число типов и не имеют простой
модели.

Спектральная функция принимает следующие значения:
1. I(T, ω) = 1 ⇔ неглавных типов нет;
2. I(T, ω) = ω ⇔ конечное число неглавных 1-типов;
3. I(T, ω) = 2ω ⇔ счётное или континуальное число неглавных 1-типов.
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Let X be a finite set and let G = 〈X,E〉 be an undirected graph without
loops with the set of vertices X and the set of edges E. Since the graph G is
undirected the elements of E are unordered pairs that we denote by {x, y},
where x, y ∈ X.

Definition. Let R be a commutative associative ring with unit. A partially
commutative Lie algebra over R is just the Lie R-algebra under the ring R
with the set of generators X and the set of defining relations

(xi, xj) = 0, for {xi, xj} ∈ E (1)

(thereafter, we denote the Lie product of x and y) by (x, y).
The graph G is called a defining graph for the corresponding algebra that

we denote by LR(G). If there is no ambiguity we omit the subscript and write
L(G) instead of LR(G).

So, the definition of the partially commutative Lie algebras is analogous
to ones of other partially commutative structures such as groups, monoids
etc. (see [4]).

The goal of this paper is to make up for a deficiency and find the bases for
partially commutative Lie algebras explicitly. We are using totally different
methods, namely the technique of the Gröbner–Shirshov bases.

Let us order the set X and extend it the linear order on X∗ by two
different ways.

1. u < 1 for any non-empty word u. By induction, u < v, if u = xiu
′,

v = xjv
′, where xi, xj ∈ X, and either xi < xj or xi = xj and u′ < v′.

This is so called lexicographic order.

83



84 E.N. Poroshenko

2. u ≺ v if either `(u) < `(v) or `(u) = `(v) and u < v, where `(u) is the
length of u. This order is denoted by deg-lex.

Define associative and non-associative Lyndon–Shirshov words as in [5]
and [6]. Let us denote the set of all associative Lyndon–Shirshov words in
X by LSA(X) and the set of all non-associative Lyndon–Shirshov words in
the same alphabet by LS(X).

By [6], LS(X) is a linear basis of the free Lie algebra with the set in
generators X over an arbitrary field. We can easily conclude from this that
this set is also a basis of the free Lie R-algebra. Let us denote this algebra
by LieR(X).

In [6], it was shown that for any associative Lyndon–Shirshov word there
is the unique bracketing making a non-associative Lyndon–Shirshov word.
It means that there exists a bijection [ · ] : LSA(X) → LS(X). So, from
now on, we denote the image of u ∈ LSA(X) under this bijection by [u].
Finally, for [u], [v] ∈ LS(X) we write [u] < [v] ([u] ≺ [v]) if u < v (u ≺ v
respectively). In a similar manner, we understand the notations: [u] 6 [v],
[u] � [v], [u] > [v], [u] � [v], [u] > [v], [u] � [v].

To find a basis of a partially commutative Lie algebra we use the technique
of Gröbner–Shirshov basis. The definition of Gröbner–Shirshov basis and
the auxiliary definitions (for example the definition of a composition) were
introduced in [5, 6, 7]. On can also find all necessary definitions in [1]).

The main result we need is the following one:

Lemma 1 (CD-Lemma). (see [1, 2]) S is a Gröbner–Shirshov basis if and
only if the set of all Lyndon–Shirshov S-reduced words is a linear basis for
LieR(X)/Id(S).

Finally, let us remind a couple properties of the Lyndon—Shirshov words
that we are going to use in this paper.

Lemma 2. ([3], Lemma 2.12) If u, v ∈ LSA(X) and u > v, then uv ∈
LSA(X).

Lemma 3. Let [u], [v] ∈ LS(X) and [u] > [v]. In LieR(X), we can write
([u], [v]) = [uv] +

∑
i[wi], where [wi] ∈ LS(X) and wi < uv.

Доказательство. It follows clearly from [6] (Lemmas 2 and 3) and from
Lemma 2.

Note that one can find English versions of [5, 6, 7] in [8].
To find a linear basis of L(G), let us find its Gröbner–Shirshov basis.
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Let G = 〈X,E〉. Consider the free Lie R-algebra LieR(X) whose set of
generators coincides with the set of the vertices of G. Let us denote by S(G)
the set of Lyndon–Shirshov words [u] such that [u] = ([ũ], b), where b ∈ X,
[ũ] does not contain b, and {b, y} ∈ E for any letter y appearing in [ũ].

Note that if [u] ∈ S(G) then its last letter is the second largest one in
this word. The following statements hold:

Lemma 4. S(G) ⊆ I(G), where I(G) is the ideal of LieR(X) generated by
the set of relations (1).

Lemma 5. Let [u], [v] ∈ S(G) and let the last letter of [u] be equal to the
first letter of [v]. Then the composition of [u] and [v] is trivial relative to
S(G).

It follows from Lemma 5 that the set S(G) is a Gröbner–Shirshov basis
of LR(G). Therefore, the set of S(G)-reduced words is a linear basis of this
algebra.

For the partially commutative algebra L(G) with the set of generators X,
let us define partially commutative Lyndon–Shirshov words (PCLS-words) by
induction:

1. All elements in X are PCLS-words.

2. LS-word [u] such that `([u]) > 1 is a PCLS-word if [u] = ([v], [w]),
where [v] and [w] are PCLS-words, and the first letter of [w] is not
connected with at least one of the letters of [v] in the graph G.

3. There are no other PCLS-words.

Now, we can formulate the main results of this paper.

Theorem 6. Let G = 〈X,E〉 be an undirected graph. Then the set of all
PCLS-words is a linear basis of the partially commutative Lie algebra L(G).

Let G = 〈X,E〉 be an undirected graph. We denote by L(G, n) the
partially commutative nilpotent Lie algebra of the nilpotence degree n cor-
responding to the graph G, namely the algebra L(G)/I, where I is an ideal
consisting of all words with the lengthes not less than n.

Theorem 7. Let G = 〈X,E〉 be an undirected graph. Then a linear basis
of hte Lie algebra L(G, n) consists of all PCLS-words with the lengthes not
greater than n− 1.

Acknowledgments: The author is very grateful to Prof. E. I. Timoshenko
for very helpful criticism and suggestions about this paper.
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Свойство абелевости для алгебр было рассмотрено в [1 − 3]. В [4]
описаны абелевы группоиды 〈A; ·〉, для которых |A · A| ≤ 3. В [5, 6] да-
на характеризация абелевых полугрупп, периодических абелевых групп,
полупростых абелевых полугрупп. В работе [7] описаны абелевы конеч-
ные квазигруппы, абелевы группоиды с единицей. Кроме этого, в этой
же работе исследуются абелевы полугруппы 〈A; ·〉 с условием (∗), т.е.
с условием минимальности всех односторонних главных идеалом полу-
группы 〈A; ·〉 или конечности множества A ·A. В данной статье удалось
опустить условие конечности множества A · A.

Напомним некоторые определения. Алгебра 〈A; ·〉, где · – бинарная
операция, называется группоидом. Группоид с ассоциативной бинарной
операцией называется полугруппой. Всюду ниже в выражениях вида
a ·b, где a, b – элементы полугруппы 〈A, ·〉, знак операции ·, как правило,
будет опускаться.

Алгебра называется абелевой, если для любой полиномиальной опе-
рации t(x, y1, . . . , yn) и любых элементов u, v, c1, . . . , cn, d1, . . . , dn алгеб-
ры из равенства t(u, c1, . . . , cn) = t(u, d1, . . . , dn) следует t(v, c1, . . . , cn) =
t(v, d1, . . . , dn).

Нетрудно понять, что группа 〈A; ·〉 является абелевой алгеброй тогда
и только тогда, когда она коммутативна. Заметим, что модуль и унарная
алгебра являются абелевыми.

Следующие определения можно найти в [8]. Полугруппа 〈A, ·〉 назы-
вается прямоугольной связкой полугрупп, если существует семейство
{Aiλ | i ∈ I, λ ∈ Λ}, являющееся разбиением множества A, причем
〈Aiλ, ·〉 – подполугруппы полугруппы 〈A, ·〉 и для любых i ∈ I, λ, µ ∈ Λ
выполняется включение Aiλ · Ajµ ⊆ Aiµ. Полугруппа 〈A, ·〉 называется
раздуванием полугруппы 〈B, ·〉, если существует разбиение {Xa | a ∈ B}
множества A такое, что a ∈ Xa и x · y = a · b для любых a, b ∈ B, x ∈
Xa, y ∈ Xb. Полугруппа 〈A, ·〉 называется стационарной, если равенство
ub = uc влечет vb = vc и равенство bu = cu влечет bv = cv для любых
u, v, b, c ∈ A.

87
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Следующее утверждение вытекает непосредственно из определения
абелевой алгебры.

Утверждение 1. Полугруппа 〈A, ·〉 абелева тогда и только тогда, ко-
гда 〈A, ·〉 стационарна и для любых a, b, c, d, u, v ∈ A равенство aub =
cud влечет равенство avb = cvd.

Для полугруппы 〈A, ·〉 определим отношение эквивалентности на мно-
жестве A:

aαb⇔ ∀x ∈ A(ax = bx и xa = xb)

для любых a, b ∈ A.

Замечание 2. Полугруппа 〈A, ·〉 – раздувание полугруппы 〈B, ·〉 тогда
и только тогда, когда для любого a ∈ A существует b ∈ B такой, что
a α b.

Лемма 3. Если полугруппа 〈A, ·〉 являются раздуванием прямоуголь-
ной связки 〈T, ·〉 абелевых групп, то T = A · A.

Доказательство. Пусть 〈A, ·〉 – раздувание прямоугольной связки 〈T, ·〉
абелевых групп. Ясно, что T ⊆ A · A. Если a1 · a2 ∈ A · A, то по опреде-
лению раздувания полугруппы существуют x, y ∈ T такие, что xαa1 и
yαa2, т.е. a1 · a2 = x · y ∈ T и A · A ⊆ T .

Пусть 〈A, ·〉 – полугруппа. Если Θ – отношение эквивалентности на
A и a ∈ A · A, то через Θa обозначим множество (a/Θ)

⋂
(A · A), где

a/Θ – класс эквивалентности Θ с представителем a. Введем следующие
отношения на множестве A:

xΦy ⇔ ∃z(xz = yz),

xΨy ⇔ ∃z(zx = zy).

xXy ⇔ ∃z(zx = x ∧ zy = y ∧ z2 = z),

xY y ⇔ ∃z(xz = x ∧ yz = y ∧ z2 = z),

xZy ⇔ xXy ∧ xY y.
Замечание 4. Если полугруппа 〈A, ·〉 – абелева, то

xΦy ⇔ ∀z(xz = yz),

xΨy ⇔ ∀z(zx = zy).

и отношения Φ и Ψ являются отношениями эквивалентности на мно-
жестве A.
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Лемма 5. Пусть 〈A, ·〉 – абелева полугруппа. Тогда для любого идем-
потента f ∈ A и любых элементов x, y из A выполняется равенство
xy = xfy.

Доказательство. Пусть x, y ∈ A, f ∈ A – идемпотент. Тогда xf = xff .
Так как полугруппа 〈A, ·〉 абелева, имеем xy = xfy.

Лемма 6. Пусть 〈A, ·〉 – абелева полугруппа, все односторонние глав-
ные идеалы которой минимальны. Тогда

1) отношения X и Y являются отношениями эквивалентности на
A · A;

2) для любых идемпотентов e, f ∈ A имеет место Φe

⋂
Ψf = {ef},

причем ef – идемпотент;
3) для любого a ∈ A ·A найдутся идемпотенты e, f ∈ A такие, что

a ∈ Xe

⋂
Yf , причем Xe

⋂
Yf = Zef .

Доказательство. Докажем утверждение 1). Покажем, что отношение
X является отношением эквивалентности на A ·A. Докажем рефлексив-
ность отношения X. Пусть a = bc – произвольный элемент A ·A. В силу
минимальности односторонних главных идеалов полугруппы Ac = Aa.
Из того, что a ∈ Ac следует, что a ∈ Aa, т.е. a = da для некоторого
d ∈ A. Пусть e = dd. Тогда ea = dda = da = a. Так как ddda = da,
то (ddd)Φd. Тогда e2 = dddd = dd = e. Следовательно, aXa для любого
a ∈ A · A.

Докажем транзитивность отношенияX. Пусть aXb и bXc, где a, b, c ∈
A · A, т.е. ea = a, eb = b, fb = b, fc = c для некоторых идемпотентов
e, f ∈ A. Из равенства eb = fb в силу абелевости полугруппы 〈A, ·〉
следует ea = fa = a. Следовательно, aXc. Таким образом, отношение
X является эквивалентностью на A · A. Аналогично доказывается, что
отношение Y также является отношением эквивалентности на A · A.

Докажем утверждение 2). Пусть e, f - идемпотенты. Так как eff =
ef и eef = ef , то (ef)Φe и (ef)Ψf , т.е. ef ∈ Φe

⋂
Ψf . Пусть g ∈ Φe

⋂
Ψf ,

g = bc, где b, c ∈ A. Так как ge = ee, то bcb(ce) = b(ce), т.е. (bcb)Φb.
Следовательно, bcbc = bc, т.е. g2 = g, в частности, ef – идемпотент. Если
g, g′ ∈ Φe

⋂
Ψf , то, поскольку g, g′ – идемпотенты, g = gg = gg′ = g′g′ =

g′. Таким образом, Xe

⋂
Yf = Zef .

Докажем утверждение 3). Если a ∈ A · A, то в силу рефлексивности
отношенияX существует идемпотент e ∈ A такой, что aXe. Аналогично,
существует идемпотент f такой, что aY f . Следовательно, a ∈ Xe

⋂
Yf .

По лемме 5 a = ea = e(fa) и a = ef = (ae)f . Так как ef – идемпотент,
то a ∈ Zef . Равентство Xe

⋂
Yf = Zef доказано.
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Лемма 7. Если 〈A, ·〉 – абелева полугруппа, все односторонние глав-
ные идеалы которой минимальны, то 〈A ·A, ·〉 – прямоугольная связка
абелевых групп

{〈Zef ; ·〉 | e, f − идемпотенты},
причем Zef ′ ⊆ Zef · Ze′f ′ для любых идемпотентов e, f, e′, f ′ ∈ A.

Доказательство. Отношение Z является отношением эквивалентности
на A · A как пересечение двух отношений эквивалентности.

Пусть a ∈ A · A. По лемме 6 существует идемпотент g такой, что
a ∈ Zg. Следовательно, полугруппа 〈A · A, ·〉 есть объединение абеле-
вых групп 〈Zg, ·〉, где g – идемпотент. Пусть g ∈ A – произвольный
идемпотент. Покажем, что 〈Zg, ·〉 – абелева группа. Ясно, что 〈Zg, ·〉 –
полугруппа с единицей g. Покажем, что уравнение ax = b имеет реше-
ние для любых a, b ∈ Zg. По условию минимальности односторонних
главных идеалов полугруппы Ag = Abg. Тогда g = xbg для некоторого
x ∈ A. Тогда ag = axbg и a = (ax)b. Тогда по теореме 8 Zg – абелева
группа.

Пусть e, f, e′, f ′ – идемпотенты. По лемме 6 fe′ – идемпотент, а по
лемме 5 имеет место равенство efe′f ′ = ef ′. Покажем, что Zef · Ze′f ′ =
Zef ′. Если a ∈ Zef , b ∈ Ze′f ′ , то по леммам 5 и 6 ab = abef ′ = abe′f ′ef ′ =
abe′f ′ и ab = ef ′ab = ef ′efab = efab, т.е. ab ∈ Zef ′ и Zef · Ze′f ′ ⊆ Zef ′ .
Если c ∈ Zef ′, то по леммам 5 и 6 c = ef ′cef ′ = (eff ′cef)e′f ′, т.е. c ∈
Zef ·Ze′f ′ и Zef ′ ⊆ Zef ·Ze′f ′ . Таким образом, полугруппа 〈A·A, ·〉 является
прямоугольной связкой абелевых групп {〈Zef ; ·〉 | e, f − идемпотенты}.

Для доказательства следующей теоремы нам понадобится факт.

Факт 8. [7] Пусть 〈A; ·〉 – группоид с единицей. Группоид 〈A; ·〉 явля-
ется абелевой алгеброй тогда и только тогда, когда 〈A; ·〉 – коммута-
тивная полугруппа, такая что для любых a, b ∈ A уравнение ax = b
имеет не более одного решения в 〈A; ·〉.

Теорема 9. Пусть все односторонние главные идеалы полугруппы 〈A, ·〉
минимальны. Тогда полугруппа 〈A, ·〉 является абелевой алгеброй в том
и только в том случае, когда 〈A, ·〉 – раздувание прямоугольной связки
абелевых групп и произведение идемпотентов из A является идемпо-
тентом из A.

Доказательство. Пусть 〈A, ·〉 – абелева полугруппа, все односторонние
главные идеалы которой минимальны. По лемме 6 произведение идемпо-
тентов из A является идемпотентом из A. По лемме 7 полугруппа 〈A·A, ·〉
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– прямоугольная связка абелевых групп {〈Zef ; ·〉 | e, f − идемпотенты},
причем Zef ′ ⊆ Zef · Ze′f ′ для любых идемпотентов e, f, e′, f ′ ∈ A.

Покажем, что 〈A, ·〉 – раздувание прямоугольной связки абелевых
групп. Зафиксируем произвольный элемент t ∈ A, не принадлежащий
множеству A · A. По замечанию 2 достаточно найти идемпотент g та-
кой, что элемент gtg ∈ A является представителем класса эквивалент-
ности t/α. Пусть e и f – произвольные идемпотенты, (te)(ft) ∈ Zg, где
g – идемпотент, а, следовательно, единица группы {〈Zg; ·〉. По лемме 5
(te)(ft) = (te′)(f ′t) для любых идемпотентов e′, f ′, поэтому g не зависит
от выбора идемпотентов e и f .

Докажем, что (gtg)αt. Так как (te)(ft) ∈ Zg, то gt(eft) = t(eft). В
силу абелевости полугруппы 〈A, ·〉 gtg = tg. Аналогично, gtg = gt. Тогда
для любого x ∈ A · A, используя лемму 5, получаем xt = xgt = xgtg и
tx = tgx = tgxg, т.е. (gtg)αt и 〈A; ·〉 – раздувание полугруппы 〈A · A; ·〉.

Докажем достаточность. По лемме 3 〈A, ·〉 – раздувание полугруп-
пы 〈A ·A; ·〉, являющейся, по условию, прямоугольной связкой абелевых
групп Ziλ с единицами eiλ i ∈ I, λ ∈ Λ, причем eiλ · ejµ = eiµ для лю-
бых i, j ∈ I и λ, µ ∈ Λ. Покажем, что 〈A · A; ·〉 абелева алгебра. Пусть
x, y, ak, bk ∈ A (k ∈ {1, 2}) и a1xb1 = a2xb2. Покажем, что a1yb1 = a2yb2.
По определению раздувания полугруппы существуют такие x′ ∈ Zjµ,
y′ ∈ Zlν , a

′
k ∈ Ziλk

, b′k ∈ Zikλ (k ∈ {1, 2}), что x α x′, y α y′, ak α a′k,
bk α b

′
k. Тогда a′1x

′b′1 = a′2x
′b′2. Для любого k ∈ {1, 2}

a′kx
′b′k = (a′keiλk

)x′(eikλb
′
k) = a′k(eiλeiλk

)x′(eikλeiλ)b
′
k =

(a′keiλ)(eiλk
x′eikλ)(eiλb

′
k)) = (a′keiλ)(eiλk

ejµx
′ejµeikλ)(eiλb

′
k) =

= (a′keiλ)(eiµx
′ejλ)(eiλb

′
k) = a′′kx

′′b′′k,

где a′′k = a′keiλ, x
′′ = eiµx

′ejλ, b′′k = eiλb
′
k и a′′k, x

′′, b′′k ∈ Ziλ. Следовательно,
a′′1x

′′b′′1 = a′′2x
′′b′′2. Аналогично, a′ky

′b′k = a′′ky
′′b′′k, где y′′ = eiνy

′elλ ∈ Ziλ.
Так как Ziλ – абелева группа, то a′′1y

′′b′′1 = a′′2y
′′b′′2, т.е. a′y′b′ = c′y′d′.

Тогда ayb = cyd. Аналогично доказывается стационарность полугруппы
〈A · A; ·〉. Следовательно, по факту 8, полугруппа 〈A · A; ·〉 абелева.

Заметим, что условие минимальности всех односторонних главных
идеалов полугруппы используется только при доказательстве необходи-
мости в теореме 9.

Пример моноида 〈N , ·〉, где N – множество натуральных чисел, яв-
ляющегося абелевой полугруппой, но не являющегося прямоугольной
связкой абелевых групп, показывает, что условие минимальности всех
односторонних главных идеалов полугруппы является существенным в
формулировке теоремы 9.
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Следующий пример показывает, что в теореме 9 нельзя опустить
условие: произведение идемпотентов является идемпотентом. Рассмот-
рим множество A =

⋃{Ziλ | i ∈ {0, 1}, λ ∈ {0, 1}}, где 〈Ziλ; +〉 – копии
группы вычетов 〈Z2; +〉 по модулю 2, Z2 = {0̄, 1̄}, 0̄iλ – копии элемента
0̄ в Ziλ, 1̄iλ – копии элемента 1̄ в Ziλ (i ∈ {0, 1}, λ ∈ {0, 1}). Доопределим
операцию + на множестве A следующим образом:

ε̄iλ + δ̄jµ =

{
ε̄iµ + δ̄iµ, если i = j или λ = µ;
ε̄iµ + δ̄iµ + 1̄iµ, в противном случае.

Полугруппа 〈A; +〉 является прямоугольной связкой абелевых групп,
причем сумма идемпотентов не является идемпотентом, например, 0̄00+
0̄11 = 1̄01. Полученная полугруппа не является абелевой, т.к. 0̄10 + 1̄01 =
1̄11 + 1̄01, а 0̄10 + 1̄11 6= 1̄11 + 1̄11.

В [6] доказано, что полупростая полугруппа 〈A; ·〉 является абелевой
тогда и только тогда, когда 〈A; ·〉 ∼= 〈H ; ·〉× 〈I; ·〉× 〈J ; ·〉, где 〈H ; ·〉 – абе-
лева группа, 〈I; ·〉 – полугруппа левых нулей, 〈J ; ·〉 – полугруппа правых
нулей. Нетрудно доказать следующее замечание.

Замечание 10. Полугруппа 〈A; ·〉 является прямоугольной связкой абе-
левых групп, причем произведение идемпотентов из A является идем-
потентом из A тогда и только тогда, когда 〈A; ·〉 ∼= 〈H ; ·〉×〈I; ·〉×〈J ; ·〉,
где 〈H ; ·〉 – абелева группа, 〈I; ·〉 – полугруппа левых нулей, 〈J ; ·〉 – по-
лугруппа правых нулей.

Тогда по теореме 9 и замечанию 10 получаем следующее утвержде-
ние.

Cледствие 11. Пусть все односторонние главные полугруппы 〈A; ·〉
минимальны. Тогда 〈A; ·〉 является абелевой алгеброй в том и только
том случае, когда 〈A; ·〉 – раздувание полупростой абелевой полугруппы.
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Rudin–Keisler preorders play a key role in the classification of countable
models of small theories as a tool for distributions of prime models over
tuples [1, 2]. In the paper, we consider variations and properties of Rudin–
Keisler preorders in small theories.

The author thanks Evgeniy A. Palyutin, Bektur S. Baizhanov, Aleksandr
G. Pinus, and Predrag Tanović for useful remarks.

We consider complete first-order theories T with infinite models. Additio-
nally we assume that T are small, i. e., they have countably many types
(|S(T )| = ω). So for any type q ∈ S(T ) and its realization ā, there exists a
model M(ā), being prime over ā. Since all prime models over realizations of
q are isomorphic, we often denote such by Mq.

Let p and q be types in S(T ). We say that the type p is dominated by
a type q, or p does not exceed q under the Rudin–Keisler preorder (written
p ≤RK q), if Mq |= p, that is, Mp is an elementary submodel of Mq (written
Mp � Mq). Besides, we say that a model Mp is dominated by a model Mq,
or Mp does not exceed Mq under the Rudin–Keisler preorder , and write
Mp ≤RK Mq.

Syntactically, the condition p ≤RK q (and hence also Mp ≤RK Mq)
is expressed thus: there exists a formula ϕ(x̄, ȳ) such that the set q(ȳ) ∪
{ϕ(x̄, ȳ)} is consistent and q(ȳ) ∪ {ϕ(x̄, ȳ)} ` p(x̄). Since we deal with a
small theory, ϕ(x̄, ȳ) can be chosen so that, for any formula ψ(x̄, ȳ), the
set q(ȳ) ∪ {ϕ(x̄, ȳ), ψ(x̄, ȳ)} being consistent implies that q(ȳ) ∪ {ϕ(x̄, ȳ)} `
ψ(x̄, ȳ). In this event the formula ϕ(x̄, ȳ) is said to be (q, p)-principal .

∗The work is supported by RFFI (grant 09-01-00336-a), by the Council for Grants
(under RF President) and State Aid of Fundamental Science Schools via project NSh-
3669.2010.1, and by the grant of Novosibirsk State Technical University.
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Types p and q are said to be domination-equivalent , realization-equivalent ,
Rudin–Keisler equivalent , or RK-equivalent (written p ∼RK q) if p ≤RK q and
q ≤RK p. Besides, models Mp and Mq are said to be domination-equivalent ,
Rudin–Keisler equivalent , or RK-equivalent (written Mp ∼RK Mq).

As in [3], types p and q are said to be strongly domination-equivalent ,
strongly realization-equivalent , strongly Rudin–Keisler equivalent , or strongly
RK-equivalent (written p ≡RK q) if, for some realizations ā and b̄ of p and q
accordingly, both tp(b̄/ā) and tp(ā/b̄) are principal. Models Mp and Mq are
said to be strongly domination-equivalent , strongly Rudin–Keisler equivalent ,
or strongly RK-equivalent (written Mp ≡RK Mq).

Clearly, domination relations form preorders, and (strong) domination-
equivalence relations are equivalence relations. Here, Mp ≡RK Mq implies
Mp ∼RK Mq.

If Mp and Mq are not domination-equivalent then they are non-isomor-
phic. Moreover, non-isomorphic models may be found among domination-
equivalent ones.

For the illustration, we consider the following Ehrenfeucht examples [4]
of theories Tn, n ∈ ω, with I(Tn, ω) = n ≥ 3.

Example. Let Tn be the theory of a structure Mn, formed from the
structure 〈Q;<〉 by adding of constants ck, k ∈ ω, such that lim

k→∞
ck = ∞,

and by unary predicates P0, . . . , Pn−3 which form a partition of the set Q of
rationals, with

|= ∀x, y ((x < y) → ∃z ((x < z) ∧ (z < y) ∧ Pi(z))), i = 0, . . . , n− 3.

The theory Tn has exactly n pairwise non-isomorphic models:
(a) a prime model Mn ( lim

k→∞
ck = ∞);

(b) prime models Mn
i over realizations of types pi(x) ∈ S1(∅), isolated

by sets of formulas {ck < x | k ∈ ω}∪{Pi(x)}, i = 0, . . . , n−3 ( lim
k→∞

ck ∈ Pi);

(c) a saturated model Mn
(the limit lim

k→∞
ck is irrational).

The models Mn
p0, . . . ,Mn

pn−3
are domination-equivalent but pairwise non-

isomorphic. 2

A syntactic characterization for the model isomorphism between Mp

and Mq is given by the following proposition. It asserts that an existence of
isomorphism between Mp and Mq is equivalent to the strong domination-
equivalence of that models.

Proposition 1 [1, 2, 3]. For any types p(x̄) and q(ȳ) of a small theory
T , the following conditions are equivalent:

(1) models Mp and Mq are isomorphic;
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(2) models Mp and Mq are strongly domination-equivalent;
(3) there exist (p, q)- and (q, p)-principal formulas ϕp,q(ȳ, x̄) and ϕq,p(x̄, ȳ)

respectively, such that the set

p(x̄) ∪ q(ȳ) ∪ {ϕp,q(ȳ, x̄), ϕq,p(x̄, ȳ)}

is consistent;
(4) there exists a (p, q)- and (q, p)-principal formula ϕ(x̄, ȳ), such that

the set
p(x̄) ∪ q(ȳ) ∪ {ϕ(x̄, ȳ)}

is consistent.

Proof. (1) ⇒ (3). Let M(ā) and M(b̄) be prime models over realizations
ā and b̄ of types p(x̄) and q(ȳ), respectively.

If there is an isomorphism between M(ā) and M(b̄), the existence of
(p, q)- and (q, p)-principal formulas ϕp,q(ȳ, x̄) and ϕq,p(x̄, ȳ), satisfying the
condition that

p(x̄) ∪ q(ȳ) ∪ {ϕp,q(ȳ, x̄), ϕq,p(x̄, ȳ)}
is consistent, follows from the facts that M(ā) and M(b̄) realize just principal
types over ā and b̄, respectively, and M(ā) = M(b̄′) for some tuple b̄′

realizing type q(ȳ).
(3) ⇒ (1). Assume that there exist (p, q)- and (q, p)-principal formulas

ϕp,q(ȳ, x̄) and ϕq,p(x̄, ȳ) such that the set

p(x̄) ∪ q(ȳ) ∪ {ϕp,q(ȳ, x̄), ϕq,p(x̄, ȳ)}

is consistent. We argue to show that Mp and Mq are isomorphic, where
Mp = M(ā), Mq = M(b̄), |= p(ā), |= q(b̄). Since ϕp,q(ȳ, x̄) is (p, q)-principal
and ϕq,p(x̄, ȳ) is (q, p)-principal, we have

p(x̄) ∪ {ϕp,q(ȳ, x̄)} ≡ r1(x̄, ȳ) ∈ S(∅),

q(ȳ) ∪ {ϕq,p(x̄, ȳ)} ≡ r2(ȳ, x̄) ∈ S(∅).

As p(x̄)∪{ϕp,q(ȳ, x̄)}∪q(ȳ)∪{ϕq,p(x̄, ȳ)} is consistent, so r1(x̄, ȳ) = r2(ȳ, x̄).
Let |= r1(āˆb̄

′), |= r2(b̄ˆā
′), where b̄′ ∈Mq, ā

′ ∈Mp, then

Mp = Mr1 = M(āˆb̄′) ' M(b̄ˆā′) = Mr2 = Mq.

It follows by that (Mp, ā) is a prime model of theory T ∪ p(c̄1), (Mp, ā, b̄
′)

is a prime model of theory T ∪ r1(c̄1, c̄2), (Mq, b̄) is a prime model of theory
T ∪ q(c̄2), (Mq, ā

′, b̄) is a prime model of theory T ∪ r1(c̄1, c̄2), and that any
constant expansion of prime model is a prime model of new theory.
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(3) ⇒ (4). Having (p, q)- and (q, p)-principal formulas ϕp,q(ȳ, x̄) and
ϕq,p(x̄, ȳ), and consistent set

p(x̄) ∪ q(ȳ) ∪ {ϕp,q(ȳ, x̄), ϕq,p(x̄, ȳ)},

we get a required (p, q)- and (q, p)-principal formula ϕ(x̄, ȳ) 
 ϕp,q(ȳ, x̄) ∧
ϕq,p(x̄, ȳ).

The directions (4) ⇒ (3) and (4) ⇔ (2) are obvious. 2

Denote by RK(T ) the set PM of isomorphism types of models Mp,
p ∈ S(T ), on which the relation of domination is induced by ≤RK, a relation
deciding domination among Mp, that is, RK(T ) = 〈PM;≤RK〉. We say
that isomorphism types M1,M2 ∈ PM are domination-equivalent (written
M1 ∼RK M2) if so are their representatives.

Clearly, the preordered set RK(T ) has a least element, which is an
isomorphism type of a prime model.

Proposition 2 [1, 2]. If I(T, ω) < ω then RK(T ) is a finite preordered set
whose factor set RK(T )/∼RK, with respect to domination-equivalence ∼RK,
forms a partially ordered set with a greatest element.

Proof. That PM is a finite set is obvious, and the fact that RK(T )/∼RK

contains a greatest element follows from the existence of a powerful type
which dominates any type in S(T ). 2

Obviously, a small theory T is ω-categorical iff |RK(T )| = 1.

In the above-given Ehrenfeucht examples of theories Tn with I(Tn, ω) =
n, each preordered set RK(Tn) consists of the least element and (n − 2)
domination-equivalent elements corresponding to the models Mn

p0, . . . ,
Mn

pn−3
. Thus all ordered sets RK(Tn)/∼RK are two-element and linearly

ordered.

The following theorem describes preordered sets RK(T ) for small
theories T .

Theorem 1 [2, 5]. (1) For any small theory T , the preordered set RK(T )
is at most countable, upward directed, and has a least element.

(2) For any finite or countable, preordered, upward directed set 〈X ;≤〉
having a least element, there exists a small theory T , for which RK(T ) '
〈X ;≤〉.

Proof. (1) That |RK(T )| ≤ ω follows from the property of T being small.
The property for the preordered set RK(T ) = 〈PM;≤RK〉 to be upward
directed is implied by the following: if M1 and M2 are isomorphism types
of PM corresponding to models M(ā1) and M(ā2), then types tp(ā1) and
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tp(ā2) are dominated by q = tp(ā1ˆā2); hence, M1 ≤RK M and M2 ≤RK M,
where M is the isomorphism type of Mq. The least element in RK(T ) is
the isomorphism type of the prime model.

(2) In view of [2, Theorem 3.4.1], there is no loss of generality in assuming
that the set X is countable. A small theory T with RK(T ) ' 〈X ;≤〉 is
constructed similarly to how were the theories constructed in proving [2,
Theorem 3.4.1], with the theory of unary predicates P1, . . . , P|X|−1 replaced
by a theory of pairwise disjoint unary predicates Pi, i ∈ ω, each containing
infinitely many elements. 2

Now we consider the relation ≤RK, being defined on the set S(T ) of
complete types of small theory T . Denote the structure 〈S(T );≤RK〉 by
RKT(T ).

Since for each type p ∈ S(T ) there is a model Mp, and countably many
types (for instance, tp(ā), tp(āˆā), . . .with |= p(ā)) forms isomorphic models,
being prime over realizations of these types, the structure RKT(T ) can be
obtained from RK(T ) by replacement of each element by countably many
pairwise ∼RK-equivalent elements, where ∼RK =≤RK ∩ ≥RK. Thus Theorem
1 implies

Corollary 1. (1) For any small theory T , the preordered set RKT(T )
is countable, upward directed, has the least ∼RK-class, and each ∼RK-class
consists of countably many elements.

(2) For any countable, preordered, upward directed set 〈X ;≤〉 having the
least (≤∩≥)-class and such that each (≤∩≥)-class is countable, there exists
a small theory T , for which RKT(T ) ' 〈X ;≤〉.

P. Tanović noticed that the factorization of RKT(T ) by the equivalence
relation ≡RK forms a structure which is isomorphic to RK(T ):

RKT(T )/ ≡RK ' RK(T ).

Indeed, in view of Proposition 1, for any type p ∈ S(T ), the set of types,
that are strongly RK-equivalent to p, corresponds to the model Mp. And
for types p and q in S(T ), being not strongly RK-equivalent, p ≤RK q iff
Mp ≤RK Mq.

In particular, RK(T ) is finite iff RKT(T )/ ≡RK is finite.
Since for any theory T , the inclusion ≡RK ⊆ ∼RK holds, the finiteness

of RK(T ) implies that RKT(T )/ ∼RK is finite (and |RK(T )| = 1 iff
|RKT(T )/ ∼RK | = 1, that means the ω-categoricity of theory). At the same
time there are theories T with infinite RK(T ) and finite RKT(T )/ ∼RK, since
by Theorem 1 there are infinite preordered sets 〈X ;≤〉 being isomorphic to
RK(T ) and having only finitely many ∼RK-classes.
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Extend the relation ≤RK, being defined on the set S(T ) of complete types
of the small theory T , to the set ⊆S(T ) of all types (including incomplete
types) of T . For types p, q ∈ ⊆S(T ) we set p ≤RK q, if any model, realizing q,
realizes p.

Notice that the relation ≤RK on ⊆S(T ) is induced by the according
relation on S(T ):

Proposition 3. For types p, q ∈ ⊆S(T ), p ≤RK q holds iff, for any type
q′ ∈ S(T ), containing q, there exists a type p′ ∈ S(T ) such that p′ ⊇ p and
p′ ≤RK q

′.

Proof. Assume that, for the types p, q ∈ ⊆S(T ), p ≤RK q holds and
q′ ∈ S(T ) is a completion of q. Since q is realized in the model Mq′, the
conjecture of proposition implies that p is realized in that model by a tuple
ā. The type p′ 
 tp(ā) is a required completion of p such that p′ ≤RK q

′.
Now we assume that, for any completion q′ ∈ S(T ) of the type q, there

exists a completion p′ ∈ S(T ) of p such that p′ ≤RK q
′. Consider an arbitrary

model M, realizing q by a tuple ā, and the completion q′ = tp(ā) of q. By
assumption, some completion p′ ∈ S(T ) of p is realized in M(ā) and so in
M. Hence, the model M realizes p and we have p ≤RK q. 2

Thus, the relation ≤RK on ⊆S(T ) is reduced to the relation ≤RK on
the set S(T ) and to possible combinations of complete types, forming type-
definable sets.

Since even equivalent formulas form continuum many incomplete types
(including or non-including to types the formulas of given set of equivalent
formulas), it is natural to factorize the set ⊆S(T ) by the equivalence relation
∼ of reciprocal deducibility of types:

p(x̄) ∼ q(x̄) ⇔ p(x̄) ` q(x̄) and q(x̄) ` p(x̄).

The relation ≤RK is naturally transformed, by representatives, to the factor-
set ⊆S(T )/∼, and further it will be also denoted by ≤RK.

Notice the following properties of the relation ≤RK on the set

⊆S(T )/∼ = {p̃ | p ∈ ⊆S(T )}.

Proposition 4. If p, p′, q, q′ ∈ ⊆S(T ), p′ ⊆ p, q ⊆ q′, and p̃ ≤RK q̃ then
p̃′ ≤RK q̃′.

Proof is obvious. 2

By the definition, we also have
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Proposition 5. The relation ≤RK on the set ⊆S(T )/∼ is preserved under
expansions of theory: if p, q ∈ ⊆S(T ), p̃ ≤RK q̃, and T ′ is an expansion of T
then, for p, q ∈ ⊆S(T ′), p̃ ≤RK q̃ holds.

Having |S(T )| = ω, we get | ⊆S(T )/∼ | ≤ 2ω. It is shown in [6], that any
countable Boolean algebra B is interval, i.e., B is isomorphic to a Boolean
algebra of subsets of linearly ordered set, being generated by intervals of form
(a, b]. Now, take a countable saturated structure M with a small theory
and, for some n ∈ ω \ {0}, countably many pairwise different principal
n-types pk(x̄) with isolating formulas ϕk(x̄), k ∈ ω. We get an interval
Boolean algebra for the set of definable sets, countably many ultrafilters
corresponding to types in S(∅), and continuum many filters corresponding
to types {¬ϕk(x̄) | k ∈ w}, w ⊆ ω.

If for each n ∈ ω \{0} there are finitely many pairwise different principal
n-types pk(x̄), the theory is ω-categorical and it implies finitely many n-types
p(x̄) in S(∅), n ∈ ω \ {0}, and so finitely many n-types p(x̄) in ⊆S(∅)/∼.

Thus we get the following proposition.

Proposition 6. Let T be a small theory. Then the following assertions
hold.

(1) If T is ω-categorical, then | ⊆S(T )/∼ | = ω.
(2) If T is not ω-categorical, then | ⊆S(T )/∼ | = 2ω.

Using Proposition 6 and combining the proof for Theorem 1 and Corollary
1, we get

Proposition 7. The relation ≤RK forms either countable or continual
preordered set on ⊆S(T )/∼, having unique (≤RK ∩ ≥RK)-class (for countable
⊆S(T )/∼) or being upward directed, having a least ∼RK-class (consisting of
types that have isolated completions), where each ∼RK-class is countable.

Proposition 8. For any small theory T , the following conditions are
equivalent:

(1) the structure RKT(T ) has finitely many ∼RK-classes;
(2) the structure 〈 ⊆S(T )/∼;≤RK〉 has finitely many ∼RK-classes.

Proof. (1) ⇒ (2). Let RKT(T ) has n ∼RK-classes and p1, . . . , pn ∈ S(T )
be pairwise non-∼RK-equivalent, P 
 {p1, . . . , pn}. Take an arbitrary type
q in ⊆S(T ). Since any completion of q is ∼RK-equivalent to a type in P
and there are only finitely many subsets of P , we have only finitely many
possibilities for the ∼RK-equivalence of completions for q to types in P . Now
we get the implication (1) ⇒ (2), since ∼-classes q̃, for which completions
of q are ∼RK-equivalent to the same types in P , are ∼RK-equivalent.

The implication (2) ⇒ (1) is followed by inclusion S(T ) ⊂ ⊆S(T ). 2
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Further we assume that the small theory T is not ω-categorical and Isol
is the set of all types in ⊆S(T ) having isolated completions.

Notice that, starting with some n ∈ ω \ {0}, there exists (possibly
incomplete) n-type pni(x̄), such that its realizations are exactly all possible
realizations of non-principal n-types. That type is isolated by the set of
formulas ¬ϕ(x̄), where the formulas ϕ(x̄) are principal. By the definition, the
∼-class p̃ni is ≤RK-covering for the ∼-class, corresponding to isolated types,
in the structure, being a restriction of 〈 ⊆S(T )/∼;≤RK〉 to the set of n-types.
Thus, if there exists a natural number n such that, on the set ⊆S(T ) \ Isol,
each ∼-class is connected by ≥RK with a ∼-class, corresponding to some
n-type, then the structure 〈 ⊆S(T )/∼;≤RK〉 has the least ∼RK-class and the
least ∼RK-class among others. By the definition the reverse implication holds
too.

Thus the following criterion for existence of two-element initial segment
for the result of factorization of 〈 ⊆S(T )/∼;≤RK〉 by the relation ∼RK.

Proposition 9. The structure 〈(⊆S(T ) \ Isol)/∼;≤RK〉 has the least
∼RK-class iff there exists n ∈ ω \ {0} such that, for each ∼-class

p̃ ∈ (⊆S(T ) \ Isol)/∼,

there exists a ∼-class
q̃ ∈ (⊆S(T ) \ Isol)/∼,

where q is a n-type with q̃ ≤RK p̃.

For finite structures RK(T ) there exists a natural number n such that
each type of T dominates some n-type (for n we can take the length of tuple
realizing types p for models Mp that represent all isomorphism types in
RK(T )). Hence, Proposition 9 implies

Corollary 2. If the structure RK(T ) is finite then the structure

〈(⊆S(T ) \ Isol)/∼;≤RK〉

has the least ∼RK-class.
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E.Hrushovski [1] showed that, for any predicate symbol R, taking a linear
prerank function of form

yR(A) = |A| − α · eR(A),

(where A is a structure 〈A;R〉, α ∈ R+, eR(A) is a number of tuples in R,
being interpreted in A) and a class KR of finite structures A with yR(A) ≥ 0,
one get a saturated countable KR-generic (in the sense of [2, 3]) structure
MR = 〈MR;R〉 with a stable theory.

For predicate symbols R1, . . . , Rn, . . ., taking a prerank function

yR1,...,Rn,...(A) = |A| −
∑

i

αi · eRi
(A),

and a class KR1,...,Rn,... of finite structures A of language {R1, . . . , Rn, . . .}
with yR1,...,Rn,...(A) ≥ 0, one again get a saturated countable KR1,...,Rn,...-
generic structure M with a stable theory and such that M � Ri = MRi

.
That structure M is called the Hrushovski fusion of structures MRi

(cf. [3,
4, 5]). Considering M itself, M and the restrictions M � {Ri1 , . . . , Rik , . . .}
are called the Hrushovski structures. If for a Hrushovski structure M, arities
for all relations Ri are at most r, coefficients αi are chosen in Herwig style [6]
(cf. [3, Chapter 4]) and additionally with αi ·(kp)r < εp, as well as the special

∗The work is supported by RFFI (grant 09-01-00336-a), by the Council for Grants
(under RF President) and State Aid of Fundamental Science Schools via project NSh-
3669.2010.1, and by the grant of Novosibirsk State Technical University.
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bpn are lower bounds for p-approximations of yR1,...,Rn,... (with
p∑

i=1

instead of
∑
i

), then M is called a Hrushovski–Herwig structure.

Notice that each Hrushovski structure is countable. Notice also that,
by construction, the Hrushovski structures in [3] are Hrushovski–Herwig
structures.

The following definition generalizes the notion of (binary) envelope in
[3], being used for constructions of generic Ehrenfeucht theories.

Definition. Let R(x1, . . . , xn) be an atomic formula, x̄ be a tuple with
coordinates in {x1, . . . , xn}. The formula ∃x̄ R(x1, . . . , xn) (as well as the
correspondent relations in structures) is called the x̄-projection or the x̄-
envelope of R(x1, . . . , xn). A tuple (Q1, . . . , Qm) is an envelope of the relation
R or R-envelope if, for each coordinate xi in R(x1, . . . , xn), there is a tuple x̄
without xi such that someQj is an x̄-envelope ofR. The envelope (Q1, . . . , Qm)
is k-ary if each Qj is a k-ary relation. Any 2-ary envelope is called binary.
If (Q1, . . . , Qm) is an envelope of R, the relation R is called the bush in
(Q1, . . . , Qm).

Since
R(x1, . . . , xn) ` ∃x̄ R(x1, . . . , xn),

any envelope (Q1, . . . , Qm) forms a formula

ϕ(x1, . . . , xn) 

m∧

j=1

∃x̄j R(x1, . . . , xn),

where ∃x̄j R(x1, . . . , xn) corresponds to Qj , such that

R(x1, . . . , xn) ` ϕ(x1, . . . , xn).

Now we consider an influence of bushes R and their envelopes (Q1, . . . , Qm)
with respect to Hrushovski construction, as well as Hrushovski fusions for R
and (Q1, . . . , Qm).

A bush R (an envelope (Q1, . . . , Qm)) is a Hrushovski(–Herwig) bush (a
Hrushovski(–Herwig) envelope) if its structure M is a generic Hrushovski(–
Herwig) structure.

The following examples show that an existence of KR-generic Hrushovski
structure can not guarantee that envelopes of R are Hrushovski envelopes.

Example. Let R(x, y1, . . . , yn) be an infinite bush (with a KR-generic
Hrushovski structure) for a binary envelope (Q1, . . . , Qn), where

∃y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , ynR(x, y1, . . . , yn) ≡ Qi(x, yi),
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i = 1, . . . , n, Qj = Qk for some j 6= k, and Qj satisfies the pairwise
intersection property [3], i. e.,

|= ∀x, y∃z(Qj(z, x) ∧Qj(z, y)).

Then the binary R-envelope (Q1, . . . , Qn, Qn+1), where Qn+1 corresponds to
the formula

∃x, y1, . . . , yj−1, yj+1 . . . , yk−1, yk+1, . . . , ynR(x, y1, . . . , yn),

has the coordinateQn+1 that forms a complete graph (having n(n−1)
2

edges for
n-element subgraphs). Thus there is no Hrushovski structures with respect
to the class KQn+1, being generated by finite restrictions of a Qn+1-structure.
If n > 2 one can replace Qj and Qk by Qn+1 and again get an non-Hrushovski
R-envelope. 2

Modifying Example one can get a KR-generic Hrushovski structure with
a binary envelope (Q1, . . . , Qn), not having the pairwise intersection property
but with O(k2) edges for k-element subgraphs with respect to some Qi

producing a non-Hrushovski generic structure.
Recall [1, 3] that a finite substructure A in a Hrushovski structure M is

strong or self-sufficient if y·(A) ≤ y·(B) for any finite B with A ⊆ B ⊆M .
A Hrushovski relation R is self-sufficient any tuple (a1, . . . , an) in R forms

a self-sufficient set {a1, . . . , an}.
Theorem. If (Q1, . . . , Qm) be a Hrushovski-Herwig envelope for an n-

ary bush and consisting of self-sufficient relations, then (Q1, . . . , Qm) has a
Hrushovski-Herwig bush R forming a Hrushovski fusion of generic structures
MQi

, i = 1, . . . , m, and MR.

Proof. Let

yQ1,...,Qm
(A) = |A| −

m∑

i=1

αi · eQi
(A),

be the prerank function for a generic model MQ1,...,Qm
. Take αm+1, being in

Herwig construction [3, 6] and additionally with αm+1 · (kp)n < εp, allow to
permutate coordinates of tuples in R, preserving R, and to put (a1, . . . , an)
in R if that tuple belongs to a bush of (Q1, . . . , Qm)).

Now we consider the prerank function

yQ1,...,Qm,R(A) = |A| −
m∑

i=1

αi · eQi
(A)− αm+1 · eR(A).
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By choice of αm+1 for any n-element restriction A0 of structure in KQ1,...,Qm

there is a bush R of a copy of a restriction of (Q1, . . . , Qm) such that p-
approximations of yQ1,...,Qm,R(A) have lower bounds bpn′ for any non-empty
restrictions A of A0.

1 Thus, a class KQ1,...,Qm,R of finite (Q1, . . . , Qm, R)-
structures A with that lower bounds bpn′ for p-approximations is generic.
Since each Qi is self-sufficient, for each tuple āi ∈ Qi, i = 1, . . . , m, the
structure Ai with the universe Ai, consisting of all elements in āi, admits
(using standard arguments of Amalgamation Lemmas in [3]) the free am-
algamation B ∗Ai

A′ inside the class KQ1,...,Qm,R, where A′ is a copy of A0

such that Ai is a strong restriction of A′ to a tuple in Qi, and Ai is a
strong substructure of B. Thus, in that amalgams, ā belongs to the according
projection of R. Taking a KQ1,...,Qm,R-generic structure M, we get the small
stable theory Th(M) and a required Hrushovski fusion with a bush R for
the envelope (Q1, . . . , Qm). 2
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Под графом в дальнейшем будем понимать конечное множество вер-
шин X = {x1, . . . , xn}, на котором задано бинарное отношение смеж-
ности. Все рассматриваемые графы не имеют петель и кратных ребер.
Запись (xi, xj) ∈ Γ означает, что вершины xi и xj смежны в графе Γ.

Пусть M – некоторое многообразие групп и Γ− некоторый граф.
Им соответствует частично коммутативная группа F (M,Γ). Она име-
ет представление

F (M,Γ) = 〈x1, . . . , xn | xixj = xjxi ⇔ (xi, xj) ∈ Γ〉

в многообразии M. Граф Γ называется определяющим графом либо гра-
фом коммутативности этой группы.

A2 обозначает многообразие всех метабелевых (двуступенно разре-
шимых) групп, а SΓ = F (A2,Γ).

Действие элементов g ∈ SΓ на коммутанте S ′
Γ определяется сопряже-

нием: c◦g = g−1cg, где c ∈ S ′
Γ. Относительно этого действия S ′

Γ является
правым модулем над целочисленным групповым кольцом Z(SΓ/S

′
Γ). Со-

храним за образами элементов g ∈ SΓ в группе SΓ/S
′
Γ обозначение g.

Поэтому Z(SΓ/S
′
Γ) = Z[X±1]− кольцо многочленов Лорана от X±1 =

{x±1
1 , . . . , x±1

n }. Как обычно, коммутатор [x, y] равен x−1y−1xy.
Для любых не смежных вершин xi, xj определим идеал AΓ

i,j кольца
Z[X±1] следующим образом. Если вершины xi, xj лежат в разных ком-
понентах связности определяющего графа Γ, то положим AΓ

i,j = 0. Если
эти вершины из одной компоненты связности, то рассмотрим все пути

∗Исследования выполнены при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований, проект 09-01-00099
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{xi, xi1, . . . , xim, xj} между ними. Каждому пути поставим в соответствие
элемент (1− xi1) . . . (1−xim) кольца Z[X±1]. Идеал AΓ

i,j порожден всеми
такими элементами.

АннуляторомAnn(c) элемента c ∈ S ′
Γ называется идеал кольца Z[X±1],

состоящий из элементов α этого кольца, для которых cα = 1.
Мы будем использовать следующую теорему, доказанную в [1].

Теорема об аннуляторе. Ann([xi, xj]) = AΓ
i,j, если [xi, xj ] 6= 1.

Рассмотрим стандартный язык групповой сигнатуры L, содержащий
операции умножения и обращения.

∃− предложением называется формула вида

∃w1 . . . wmΦ(w1, . . . , wm),

где Φ(w1, . . . , wm) — формула языка L, не содержащая кванторов. Под-
черкнем, что предложение не содержит свободных переменных. Это зна-
чит, что все переменные wi связаны кванторами ∃.

Множество всех ∃− предложений, истинных на группе G, называется
ее экзистенциальной теорией.

Две группы называются универсально эквивалентными, если их эк-
зистенциальные теории совпадают.

Для произвольного графа ∆ на множестве вершин Z = {z1, ..., zm}
обозначим через ϕ(∆) формулу:

∃z1 . . . zm(
∧

(zi,zj)∈T
[zi, zj] = 1 ∧

∧

(zi,zj)/∈T
[zi, zj] 6= 1 ∧

∧

i 6=j

zi 6= zj ∧
∧

i=1,m

zi 6= 1).

В.Н.Ремесленников высказал гипотезу:
Пусть M− некоторое многообразие групп и F (M,Γ1), F (M,Γ2)−

частично коммутативные группы из многообразия M. Если универ-
сальные теории этих групп различны, то найдется граф ∆ такой, что
формула ϕ(∆) верна на одной из этих групп, но ложна на другой.

Эта гипотеза получила свое подтверждение в работе [2] для частично
коммутативных 2-ступенно нильпотентных Q-групп.

Неизвестно, верна ли гипотеза для многообразия метабелевых групп.
Однако, если ограничиться только теми формулами ϕ(∆), для которых
в качестве ∆ рассматриваются деревья, то гипотеза не верна. Точнее,
мы построим две частично коммутативные метабелевы группы SΓ1 и
SΓ2 , имеющие различные универсальные теории, для которых любая
формула ϕ(T ), где T− дерево, верна на одной из этих групп тогда
и только тогда, когда она верна на другой.
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Заметим, что тем не менее, гипотеза Ремесленникова остается прав-
доподобной для многообразия метабелевых групп.

Через Cn обозначим цикл на множестве вершин X = {x1, . . . , xn}.
Частично коммутативную метабелеву группу с определяющим графом
Cn обозначим Sn. Она имеет представление

Sn = 〈x1, . . . , xn | [xi, xj ] = 1, 1 ≤ i, j ≤ n, i ≡ j + 1 (modn)〉

в многообразии A2.
Рассмотрим группу S5 и в ней элементы ui(l, m), i = 1, . . . , 5, l, m ∈

Z, определенные следующим образом:

u1(l, m) = x1[x1, x3]
l[x1, x4]

m,

u2(l, m) = x2[x2, x4]
l[x2, x5]

m,

u3(l, m) = x3[x1, x3]
l[x3, x5]

m,

u4(l, m) = x4[x1, x4]
l[x2, x4]

m,

u5(l, m) = x5[x2, x5]
l[x3, x5]

m.

Имеет место следующая

Лемма 1. В группе S5 для элементов ui(l, m) справедливы утвер-
ждения:

1. Для i = 1, . . . , 5 т. и т. т. [ui(l, m), ui(l
′, m′)] = 1, когда l =

l′, m = m′;
2. Тогда и только тогда [u1(l1, m1), u2(l2, m2)] = 1, когда m1 =

l2;
3. Тогда и только тогда [u2(l2, m2), u3(l3, m3)] = 1, когда m2 =

m3;
4. Тогда и только тогда [u3(l3, m3), u4(l4, m4)] = 1, когда l3 = l4;
5. Тогда и только тогда [u4(l4, m4), u5(l5, m5)] = 1, когда m4 =

l5;
6. Тогда и только тогда [u1(l1, m1), u5(l5, m5)] = 1, когда l1 = −m5;
7. При 1 ≤ i 6= j ≤ 5 [ui(li, mi), uj(lj , mj)] 6= 1, если i не сравнимо с

j + 1 по модулю 5.

Доказательство. Проверим первое утверждение. Пусть, для опре-
деленности, i = 1. Вычислим

[u1(l, m), u1(l
′, m′)] = [x1[x1, x3]

l[x1, x4]
m, x1[x1, x3]

l′ [x1, x4]
m′

] =
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= [x1, x3]
l(1−x1)[x1, x4]

m(1−x1)[x1, x3]
l′(x1−1)[x1, x4]

m′(x1−1) =

= [x1, x3]
(l−l′)(1−x1)[x1, x4]

(m−m′)(1−x1).

Предположим , что имеет место равенство

[x1, x3]
(l−l′)(1−x1)[x1, x4]

(m−m′)(1−x1) = 1.

Рассмотрим элемент

[x1, x3]
(l−l′)(1−x1)(1−x2)[x1, x4]

(m−m′)(1−x1)(1−x2),

который также равен единице в группе S5. Из теоремы об аннуляторе
получим

[x1, x3]
1−x2 = 1.

Поэтому
[x1, x4]

(m−m′)(1−x1)(1−x2) = 1.

Аннулятор коммутатора x1, x4] порожден в кольце Z[X±1] элементами

1− x5, (1− x2)(1− x3).

Значит для некоторых элементов α и β из кольца Z[X±1] выполнено
равенство

(m−m′)(1− x1)(1− x2) = α(1− x5) + β(1− x2)(1− x3).

Применяя к этому равенству эндоморфизм

ϕ = {x1 → x1, x2 → x2, x3 → 1, x4 → 1, x5 → x5}

кольца Z[X±1], получим

(m−m′)(1− x1)(1− x2) = 0.

Значит m = m′.
Чтобы доказать, что l = l′ рассмотрим элемент

[u1(l, m), u1(l
′, m′)]1−x5,

равный единице. Получим

[x1, x3]
(l−l′)(1−x1)(1−x5) = 1.

По аналогии с рассмотренным ранее случаем, получим

(l − l′)(1− x1)(1− x5) = α′(1− x2) + β ′(1− x4)(1− x5)
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для некоторых α′, β ′ ∈ Z[X±1]. Значит l = l′.
Проверим второе утверждение. Вычислим элемент

c = [u1(l1, m1), u2(l2, m2)].

Получим

c = [x1, x3]
l1(1−x2)[x1, x4]

m1(1−x2)[x2, x4]
l2(x1−1)[x2, x5]

m2(x1−1).

Так как по теореме об аннуляторе

[x1, x3]
1−x2 = [x2, x5]

x1−1 = 1,

то
[x1, x4]

m1(1−x2)[x2, x4]
l2(x1−1) = 1.

В любой метабелевой группе справедливо тождество Якоби, которое
можно записать в виде

[x, y]1−z[y, z]1−x[z, x]1−y = 1.

Из этого тождества получаем

[x1, x4]
1−x2 [x4, x2]

1−x1 = 1.

Значит
c = [x2, x4]

(m1−l2)(x1−1).

Но аннулятор элемента [x2, x4] порожден как идеал кольца Z[X±1] эле-
ментами

1− x3, (1− x1)(1− x5).

Значит m1 = l2.
Доказательства утверждений 3–6 аналогичные.
Для доказательства последнего утверждения леммы достаточно вос-

пользоваться леммой 4 из [3]. Согласно этой лемме, если элементы ui(limi)
и uj(lj, mj) перестановочны, то [xi, xj ] = 1.

Лемма полностью доказана.
Для пары элементов u1(l1, m1) и u2(l2, m2) параметры m1 и l2 назо-

вем соответствующими. По утверждению 2 леммы 1 элементы u1(l1, m1)
и u2(l2, m2) перестановочны, если их соответствующие параметры рав-
ны. Определим соответствующие параметры для пар элементов u2(l2, m2)
и u3(l3, m3) и т.д., используя утверждения 3– 6 той же леммы. Можно
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сказать, что если указанные элементы перестановочны, то их соответ-
ствующие параметры равны либо отличаются знаком. Последняя ситу-
ация соответствует шестому утверждению леммы.

Рассмотрим теперь группу S6, определенную циклом C6 и в ней эле-
менты vi = vi(p, q, r), i = 1, . . . , 6, p, q, r ∈ Z :

v1(p1, q1, r1) = x1[x1, x3]
p1[x1, x4]

q1 [x1, x5]
r1 ,

v2(p2, q2, r2) = x2[x2, x4]
p2[x2, x5]

q2 [x2, x6]
r2 ,

v3(p3, q3, r3) = x3[x1, x3]
p3[x3, x5]

q3 [x3, x6]
r3 ,

v4(p4, q4, r4) = x4[x1, x4]
p4[x2, x4]

q4 [x4, x6]
r4 ,

v5(p5, q5, r5) = x5[x1, x5]
p5[x2, x5]

q5 [x3, x5]
r5 ,

v6(p6, q6, r6) = x6[x2, x6]
p6[x3, x6]

q6 [x4, x6]
r6 ,

По аналогии с леммой 1 может быть доказана

Лемма 2. В группе S6 для элементов vi справедливы утверждения:
1. [v1, v2] = 1 тогда и только тогда, когда p1 = p2, r1 = q2;
2. [v2, v3] = 1 тогда и только тогда, когда q2 = q3, r2 = r3;
3. [v3, v4] = 1 тогда и только тогда, когда p3 = p4, r3 = r4;
4. [v4, v5] = 1 тогда и только тогда, когда p4 = p5, q4 = q5;
5. [v5, v6] = 1 тогда и только тогда, когда q5 = p6, r5 = q6;
6. [v1, v6] = 1 тогда и только тогда, когда p1 = −q6, q1 = −r6;
7. [vi(pi, qi, ri), vi(p

′
i, q

′
i, r

′
i)] = 1 тогда и только тогда, когда pi =

p′i, qi = q′i, ri = r′i;
8. При 1 ≤ i 6= j ≤ 6 [vi, vj ] 6= 1, если i не сравнимо с j + 1 по

модулю 6.

Паре параметров p1, r1 элемента v1 соответствует пара параметров
p2, q2 элемента v2. Элементы v1, v2 перестановочны, если пары соответ-
ствующих параметров совпадают, то есть (p1, r1) = (p2, q2). Аналогично
определяются пары соответствующих параметров для других элементов
v2, v3 и т.д. Можно сказать, что указанные элементы перестановочны, ес-
ли пары соответствующих параметров совпадают либо отличаются зна-
ком, как в утверждении 6 леммы 2.

Для n ≥ 2 рассмотрим корневое дерево, которое обозначим через ∆n.
Степень его корня равна n, а степень любой не висячей вершины n+ 1.
Расстояние от корня до любой висячей вершины равна n. На рисунке 1
изображено дерево ∆2.
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Рисунок 1.

В дереве ∆n определим уровни с нулевого по n−ый. Вершина a имеет
уровень t, если расстояние от нее до корня равно t. Корень a0 имеет
уровень ноль. Очевидно, что любое дерево T является подграфом ∆n

при подходящем достаточно большом n. Из утверждения 4 [1] следует

Утверждение. Любая частично коммутативная метабелева груп-
па с определяющим графом – деревом является подгруппой группы S∆n

при подходящем n.

Скажем, что граф Γ можно разметить некоторой группой G, если
каждой вершине графа Γ можно поставить в соответствие некоторый
неедиичный элемент группы G так, что различным вершинам соответ-
ствуют разные элементы группы и две вершины смежны в графе Γ тогда
и только тогда, когда соответствующие им элементы группы перестано-
вочны.

Теперь может быть доказана

Теорема. Существуют частично коммутативные метабелевы груп-
пы SΓ1 и SΓ2 , универсальные теории которых различны, но тем не ме-
нее любая формула ϕ(T ), T− любое дерево, верна на одной из этих
групп т. т. т. т., когда она верна на другой.

Доказательство. В качестве Γ1 и Γ2 рассмотрим циклы C5 и C6.
Как доказано в [4], теорема 5, группы S5 и S6 не универсально экви-
валентны. Мы докажем, что для любого дерева T формула ϕ(T ) верна
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на обеих группах S5 и S6. Для этого достаточно доказать, что граф ∆n

можно разметить группами S5 и S6 при любом n.
Разметим вначале дерево ∆n элементами группы S5. Пусть M =

{ ai | 0 ≤ i ≤ N }− множество вершин графа ∆n. В качестве меток
рассмотрим множество

U = { ui(l, m) | i = 1, . . . , 5; l, m ∈ Z }

элементов группы S5, определенное в лемме 1.
Корню поставим в соответствие элемент u1(0, 1). Затем проставля-

ем метки на вершины первого уровня, затем второго и т.д. Вершинам
одинакового уровня α поставлены в соответствие элементы ui(l, m), у
которых параметр i одинаков, причем α + 1 ≡ i (mod 5 ). (см. рисунок
1.) Другими словами, мы помечаем вершину нулевого уровня элементом
u1, вершины первого уровня элементами u2 и т.д., изменяя индекс i эле-
мента ui по циклу C5 = {1, 2, 3, 4, 5, 1, . . .}. Очередная метка, которую
мы ставим, обладает тем свойством, что значение одного из её парамет-
ров равно соответствующему параметру ранее поставленной смежной
метки, а значение другого параметра отличается даже по модулю от
модулей всех ранее определенных параметров. Например, если метка-
ми смежных вершин являются элементы u1(l1, m1) и u2(l2, m2) и метка
u2(l2, m2) ставится позже, то l2 выбирается равным m1, а параметр m2

выберем так, что его модуль отличен от модулей параметров ранее по-
ставленных меток. Таким образом на каждом шаге появляется значение
параметра метки, отличное от ранее определенных параметров, взятых
со знаком плюс-минус.

Покажем, что метки не смежных элементов не перестановочны. Дей-
ствительно, если расстояние между вершинами больше двух, то их мет-
ки имеют все различные по модулю параметры, следовательно не пере-
становочны по лемме 1.

Если расстояние между вершинами равно двум, то они находятся
либо на одном уровне, либо их уровни различаются на два. Из леммы
следует, что проставленные метки таких элементов не коммутируют в
одном случае по первому, а в другом случае по последнему утверждению
леммы 1.

Аналогична происходит разметка дерева ∆n элементами группы S6.
Алгоритм понятен из рисунка 2 и процесса распределения меток, опи-
санного для группы S5.
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Рисунок 2.

v3(5, 2, 3) v3(6, 2, 3) v3(7, 2, 4) v3(8, 2, 4)

По утверждению 7 леммы 2 метки вершин одного уровня не пере-
становочны, так как не все их соответствующие параметры совпадают.
Рассмотрим не смежные вершины соседних уровней. Очевидно, что лю-
бая пара параметров одной метки не совпадает с соответствующей парой
параметров другой метки даже по модулю. Значит метки не перестано-
вочны. Метки, помещенные в вершины не соседнего уровня, также не
перестановочны по последнему утверждению леммы 2. Теорема доказа-
на.
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Introduction

Algebraic geometry over a field is the classical mathematic branch. It
studies sets defined by systems of polynomial (algebraic) equations. The
equationally Noetherian property (any system of algebraic equations is equi-
valent to its finite subsystem) plays a crucial role in algebraic geometry over
a field. It follows that all algebraic sets over a field are defined by finite
systems of equations and any nonempty algebraic set is a finite union of
irreducible ones.

However, the notions of an equation and a solution can be formulated
not merely over a field (see [1]). Thus, one can develop algebraic geometry
over an algebraic structure A (algebra for short) in an arbitrary language L
with no predicates. The definitions of algebraic set and radical are naturally
generalized for an arbitrary algebra. The notion of coordinate ring of an
algebraic set over a field corresponds to the notion of coordinate algebra in
the general case. As well in classical case, a coordinate algebra determines
the algebraic set up to isomorphism. Therefore, the main aim of algebraic
geometry (the classification of algebraic sets) can be reduced to the classifi-
cation of coordinate algebras.

The first of so-called Unification Theorems proven in [1, 2] describes the
whole class of coordinate algebras of algebraic sets over an algebra A using
seven different approaches. The second Unification Theorem describes the
coordinate algebras which correspond to irreducible sets over A. The unique
restriction of Unifying Theorems is the equationally Noetherian property of
an algebra A.

Unlike the fields, there exist algebras which are not equationally Noethe-
rian. The non-equationally Noetherian algebras do not admit a nice classifi-
cation of coordinate algebras, since Unification Theorems do not necessary
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hold. Trying to preserve the power of Unification Theorems, there were
defined the classes of weakly equationally Noetherian, uω- and qω-compact
algebras (see [3]). These three classes are denoted by N′,U,Q respectively
and generalize the class of equationally Noetherian algebras N. Each of
the classes N′,U,Q inherits some properties of the class N. For example,
all algebraic sets over an algebra A ∈ N′ are defined by finite systems of
equations. For any A ∈ U the both Unification Theorems remain true, but
for every A ∈ Q remains true only the first one.

As the belonging of an algebra A to one of the classes N,N′,U,Q
determines the set of Unifying Theorems which are true for A, the next
problem becomes fundamental in universal algebraic geometry.

Problem 1. For a given algebra A find the class N,N′,U,Q containing
A.

Problem 1 was solved for many classical algebras. In [2] it was listed the
examples of equationally Noetherian algebras.

Moreover, in [5] it was defined a qω-compact group which is not equation-
ally Noetherian. In the paper [4] it was shown that all the classes N,N′,U,Q

of algebras in the language L = {f (1)
i |i ∈ N} of countable many unary

functional symbols are pairwise distinct. In [6] we proved the distinction of
the classes N,N′,U,Q of semilattices in the language L = {∧}∪ {ci|i ∈ N}
with countable many constants.

The interesting result devoted to Problem 1 was proven in [4]. It were
found the necessary conditions of an arbitrary algebra A to be uω- and qω-
compact. Let us formulate this theorem.

Theorem [4]. A system S over an algebra A is called an Ek-system if
S has exactly k solutions in A, but the solution set of any finite subsystem
S0 ⊆ S is infinite.

Suppose A is a qω-compact L-algebra, then for k ∈ {0, 1} there are not
Ek-systems over A. If A is uω-compact, then for any k ∈ N there are not
Ek-systems over A.

Therefore, it is naturally to pose the next problem.

Problem 2. Find a class of algebras C such that for any A ∈ C the
conditions of the theorem above are sufficient to be qω-compact (or uω-
compact).

In the current paper we deal with the class C of linear ordered semilattices
in the language L = {∧} ∪ {ci|i ∈ I} with infinite many constants and
prove that Problem 2 is positively solved in C (Section 6). As we consider
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semilattices in the extended language, we call them L-semilattices. Let us
formulate the main results.

Theorem. A linear ordered L-semilattice A is qω-compact iff there is
not any one-variable Ek-system with k = 0 or k = 1

Theorem. A linear ordered L-semilattice A is uω-compact iff there is
not any one-variable Ek-system for every k ∈ N.

In the paper we also prove the criteria for linear ordered L-semilattice
to be (weakly) equationally Noetherian (Sections 3, 7).

1 Basic notions

A linear order ≤ over a set M is a binary relation which satisfies the
next axioms

∀x∀y∀z (x ≤ y ∧ y ≤ z → x ≤ z) (transitivity),

∀x∀y (x ≤ y ∨ y ≤ x) (totality),

∀x∀y (x ≤ y ∧ y ≤ x→ x = y) (antisymmetry).

The strict order is derived from ≤ by

x < y ⇐⇒ x ≤ y and x 6= y.

A semilattice S is a partially ordered set with the operation ∧, which for
given x, y ∈ S takes the lower bound x ∧ y ∈ S of x and y. Obviously, the
operation ∧ is commutative and idempotent, i.e. x∧y = y∧x and x∧x = x
for any x, y ∈ S.

In any semilattice one can define a partial order by

x ≤ y ⇐⇒ x ∧ y = x.

A semilattice S with a linear order ≤ is called a linear ordered semilattice.
Let L0 = {∧} be the standard language of semilattice theory. We add

to L0 a set of new constant symbols {ci|i ∈ I} of an arbitrary cardinality
and obtain the extended language L = {∧} ∪ {ci|i ∈ I}. A linear ordered
semilattice of the language L is called a linear ordered L-semilattice. In
other words, in a linear ordered L-semilattice any constant symbol from L
corresponds to an appropriate element of the semilattice. As for any pair
x, y ∈ A we have either x ∧ y = x (x ≤ y) or x ∧ y = y (y ≤ x), the set of
constants {ci} is closed under the operation ∧, i.e. it is a subsemilattice.

Let us consider the next example which will be used below.
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Example 1. Consider a semilattice [0, 1] ∪ {2, 3, . . .} ⊆ Q of rationals
relative to usual order. By the segment [0, 1] we denote the set of all rational
x numbers with 0 ≤ x ≤ 1. All elements from the interval (0, 1) are matched
as constants. Thus, we obtain the L-semilattice Aex.

Below in the paper we assume that the set X = {x1, . . . , xn} of variables
is always finite. Each term of the language L depending on variables X is
equivalent to

τ(X) = xα1
1 ∧ xα2

2 ∧ . . . xαn

n ∧ c, (1)

where αi ∈ {0, 1} (if αi = 0 the variable xi does not occur in the term), c is a
constant. We will use Greek letters τ, σ, . . . to denote terms of the language
L. The set of variables occurring in a term τ(X) is denoted by Xτ .

A term without a constant c is called coefficient-free. We will denote
coefficient-free terms by Latin letters t, s, . . .

Example 2. The expressions x1 ∧ x2 ∧ 1/2, x1, 1/3 are terms over the
semigroup Aex from Example 1. Moreover, the second one is coefficient-free.
However, the expression x1 ∧ 1 is not a term over Aex, since the element 1
is not a constant in Aex

Remark 3. The number of all pairwise non-equivalent coefficient-free terms
depending on variables X = {x1, . . . , xn} over a linear ordered L-semilattice
equals 2n−1. For example, the coefficient-free terms in two variables exactly
are the following x1 ∧ x2, x1, x2.

Remark 4. Let A be a linear ordered L-semilattice, P = (p1, p2, . . . , pn) ∈
An a point and t(X) a coefficient-free term. Then t(P ) equals the coordinate
pi, where pi = p1 ∧ p2 ∧ . . . ∧ pn. For example, the value of x1 ∧ x2 ∧ x3 at
(3, 1/2, 1/3) ∈ Aex equals min{3, 1/2, 1/3} = 1/3.

The value of a variable x at a point P is denoted by x(P ).

Definition. We will say that a variable x (a constant c) occurring in a
term τ(X) defines τ(X) at a point P if the value τ(P ) is equal to x(P ) (c
respectively).

It is easy to check that any term of the language L has a defining variable
or constant at any point P from a linear ordered L-semilattice. For instance,
consider a term x1∧x2∧1/2 over Aex; the variable x1 defines it at (1/3, 1/2) ∈
A2

ex and the constant 1/2 defines the term at (3/4, 1) ∈ A2
ex
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2 The basic notions of algebraic geometry

Below we give the basic definitions of universal algebraic geometry. For
more details one can recommend [1, 2, 3].

An equation in the language L is an atomic formula of L. A system
of equations (system for short) is an arbitrary set of equations. A system
depending on the variables X is denoted by S(X). Recall that we will
consider only systems which depend on a finite number of variables.

Remark 5. As the order x ≤ y is expressible by the equation x ∧ y = x,
further we suppose that systems may include inequalities of the form x ≤ y.

Let us give the main definitions of universal algebraic geometry.
The set of solutions of a system S in an L-semilattice A is denoted by

VA(S). If a system has not a solution in A it is called inconsistent over A.
If S contains only one equation τ(X) = σ(X), we will omit brackets and
write VA(τ(X) = σ(X)) instead of VA({τ(X) = σ(X)}).

A set Y ⊆ An is called algebraic over A if there exists a system S(X)
such that Y = VA(S). A nonempty algebraic set is said to be irreducible if
it is not a proper finite union of algebraic sets.

Systems are called equivalent over the L-semilattice A if they have the
same set of solutions in A.

An L-semilattice A is said to be equationally Noetherian if for each
system S (even for inconsistent) there exists its finite subsystem S0 which is
equivalent to S over A. The class of all equationally Noetherian L-semilattices
is denoted by N.

The following three definitions generalize the equationally Noetherian
property.

An L-semilattice A is said to be weakly equationally Noetherian if for
any system S there exists a finite system S0 which is equivalent to S over A
(here we do not assume S0 to be a subsystem of S). Denote by N′ the class
of all weakly equationally Noetherian L-semilattices.

An L-semilattice A is called qω-compact if for any system S and any
τ(X) = σ(X) such that VA(S) ⊆ VA(τ(X) = σ(X)) there exists a finite
subsystem S0 ⊆ S with VA(S0) ⊆ VA(τ(X) = σ(X)).

An L-semilattice A is uω-compact if for any system S and any finite set
of equations τi(X) = σi(X) (1 ≤ i ≤ m) such that

VA(S) ⊆
m⋃

i=1

VA(τi(X) = σi(X)),
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there exists a finite subsystem S0 ⊆ S with

VA(S0) ⊆
m⋃

i=1

VA(τi(X) = σi(X)).

The classes of all qω-, uω-compact L-semilattices are denoted by Q,U
respectively.

The next figure explains the inclusions of all classes defined above. Notice
that Q ∩N′ = N (see the proof in [3]).

Q U N N′

Figure 1.

Definition. [4] A system S over an L-semilattice A is called an Ek-system
if S has exactly k solutions in A, but the solution set of any finite subsystem
S0 ⊆ S is infinite.

The following theorem contains a necessary condition of uω- and qω-
compactness and was proved in [4].

Theorem 6. [4] Suppose A is a qω-compact L-algebra, then for k ∈ {0, 1}
there are not Ek-systems over A. If A is uω-compact, then for any k ∈ N

there are not Ek-systems over A.

3 Equationally Noetherian property

The description of equationally Noetherian linear ordered L-semilattices
immediately follows from the next criterion proven in [6] for an arbitrary
L-semilattice.

Theorem 7. [6] An L-semilattice A is equationally Noetherian iff the sub-
semilattice C generated by the constants {ci|i ∈ I} is finite.

Example 8. Form Theorem 7 if follows that the L-semilattice Aex defined
in Example 1 is not equationally Noetherian.

Indeed, consider the sequence of constants {ci|i ∈ I0} which tends to 0,
hence the infinite system S = {x ≤ ci|i ∈ I0} is not equivalent to any finite
subsystem.
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4 Decompositions of systems

In this section we study the simplifications of systems over linear ordered
L-semilattices. The results of this section will be used in Section 6.

Definition. An infinite system S(X) over a linear ordered L-semilattice A
is called homogeneous if there exist coefficient-free terms t(X), s(X) such
that each equation of S is one of the following:

1. t(X) ∧ aj = s(X) ∧ bj;

2. t(X) = s(X) ∧ bj;

3. t(X) ∧ aj = s(X);

4. t(X) ∧ aj = s(X) ∧ bj;

where aj ,bj are constants.

Definition. A homogeneous systems S(X) = {t(X)∧aj = s(X)∧bj|j ∈ J}
is called ordered if the one of the following conditions holds:

1. aj < bj for all equations of S;

2. aj > bj for all equations of S;

3. aj = bj for all equations of S;

4. all equations of S are t(X) ∧ aj = s(X);

5. all equations of S are t(X) = s(X) ∧ bj;

6. all equations of S are t(X) ∧ aj = bj.

Remember that we apply the notions “homogeneous” and “ordered” only
to infinite systems.

Remark 9. By definitions, each homogeneous system is represented as a
union of at most six ordered systems.

The following lemma comes from Remarks 3, 9.

Lemma 10. Let S(X) be an infinite system over a linear ordered L-semilattice
A. Then S is represented as a finite union

S = S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sm ∪ S̃, (2)

where Si are ordered, S̃ is finite.

Proof. Straightforward. One should apply that any ordered system is defined
by coefficient-free equation, and the number of such equations is finite.
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5 The solutions of some equations and ordered

systems over a linear ordered L-semilattice

Below we write the solutions of equations and ordered systems depending
on at most two variables in a linear ordered L-semilattice A. Always when
we denote the constants by a, b we assume a < b. Let us write down the
solutions of such equations

• VA(x ∧ a = b) = ∅;
• VA(x ∧ b = a) = {a};
• VA(x ∧ a = x) = VA(x ∧ a = x ∧ b) = {x ≤ a};
• VA(x∧ a = y ∧ b) = VA(x∧ a = y) = {(x, x)|x ≤ a} ∪ {(x, a)|x ≥ a};
• VA(x ∧ a = a) = {x ≥ a};
• VA(x ∧ a = y ∧ a) = {(x, x)| for an arbitrary x} ∪ {(x, y)|x, y ≥ a};
Let us solve infinite systems depending at most two variable in a linear

ordered L-semilattice A (below we assume ak ≤ bk).

1. S = {x ∧ ak = bk|k ∈ K}. Obviously, S is inconsistent and equivalent
to its arbitrary equation.

2. S = {x ∧ bk = ak|k ∈ K}. Since the solution of the equation x ∧ bk =
ak is equal to {ak}, the system S is consistent iff all equations of S
have the same right parts. The consistent system S is equivalent to its
arbitrary equation; the inconsistent system S is equivalent to a pair of
its equations x ∧ bk1 = ak1 , x ∧ bk2 = ak2 with k1 6= k2.

3. If any equation of the system S = {x∧ak = y∧bk|k ∈ K} has the same
left part xa then S is equivalent to its arbitrary equation. Otherwise,
S is equivalent to the system {x ≤ ak|i ∈ K}.

Remark 11. An arbitrary ordered system {t(X)∧ai = s(X)∧bi} is obtained
from the systems considered above by the substitution x = t(X),y = s(X),
where x,y are new variables.

Further we will assume that ordered systems Si in the decomposition (2)
consist of the equations t(X) ≤ ai, t(X) ≥ ai, t(X) ∧ ai = s(X) ∧ ai, since
the another types of ordered systems are equivalent to these ones. Thus,

S = S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sm ∪ S̃, (3)

where Sk is either {t(X) ≤ ak|k ∈ Ki} or {t(X) ≥ ak| ∈ Ki} or {t(X)∧ak =
s(X) ∧ ak|k ∈ K}.
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6 qω- and uω-compactness

Definition. A subset S of a linear ordered L-semilattice is called an algebraic
segment if S is one of the following (a, b are constants)

1. S = (−∞, b] = {x ≤ b};

2. S = [a,+∞) = {a ≤ x};

3. S = [a, b] = a ≤ x ≤ b}.

4. S = (−∞,+∞) = A;

The empty set is an algebraic segment, since ∅ = [a, a). Indeed, any
algebraic segment is an algebraic set.

Let A be a linear ordered L-semilattice and k a natural number. A set
S ⊆ A is said to be Ek-segment if it is an intersection of infinitely many
algebraic segments {Si|i ∈ I} such that |S| = k, but for any finite set of
indexes I0 ⊆ I the set

⋂
i∈I0 Si is infinite.

As every Ek-segment is an infinite intersection of algebraic sets, it is also
algebraic.

Example 12. Let Aex be the L-semilattice from Example 1. Suppose {ci} ⊂
Q is the sequence of constants which tends to 0. Therefore, the intersection⋂∞

i=1(−∞, ci] defines an E1-segment {0}. Similarly, the intersection
⋂∞

i=1[c
′
i, ci]

defines an E0-segment if {ci}, {c′i} tend to the same irrational limit (recall
that Aex consists of rational numbers). Let N ≥ 1 be a natural number from
Aex. If we add to Aex a new constant which is equal to N we obtain the
EN -segment defined by

⋂∞
i=1[ci, N ], where the sequence {ci} tends to 1.

Remark 13. Let A be a linear ordered L-semilattice. Obviously, every Ek-
segment defines a Ek-system S over A depending on a single variable and
vise versa. According Theorem 6, we have

1. if there exists an E0- or E1-segment over A then A is not qω-compact;

2. if for some k ∈ N there exists an Ek-segment over A then A is not
uω-compact;

Remark 14. Below we assume that a system S is decomposed by (3).

By Li we denote the intersection of segments defined by the ordered
system Si, i.e.
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1. Li =
⋂

i∈I [ci,+∞) if Si = {t(X) ≥ ci|i ∈ I} or Si = {t(X)ci =
s(X)ci|i ∈ I};

2. Li =
⋂

i∈I(−∞, ci] if Si = {t(X) ≤ ci|i ∈ I};

The sets Li are called the limit segments of the ordered systems Si.
According the definition, any limit interval is half-infinite.

Example 15. Let Aex be the L-semilattice from Example 1. Consider a
system Sex over Aex which consists of the equations

{x ≤ ci|i ∈ I0}∪{y ≤ ci|i ∈ Iκ+}∪{y ≥ ci|i ∈ Iκ−}∪{z ≥ ci|i ∈ I1}∪{x ≤ y∧z},

where I0, Iκ+ , Iκ−, I1 are infinite subsets of naturals, κ is an irrational number
from the interval (0, 1), and

lim
i→∞,
i∈I0

ci = 0, lim
i→∞,
i∈I1

ci = 1, lim
i→∞,
i∈I

κ+

ci = lim
i→∞,
i∈I

κ−

ci = κ,

ci < κ < cj for any i ∈ Iκ−, j ∈ Iκ+ .

The system Sex is decomposed by Sex = S0 ∪ Sκ+ ∪ Sκ− ∪ S1 ∪ S̃, where
S0 = {x ≤ ci|i ∈ I0}, Sκ+ = {y ≥ ci|i ∈ Iκ+}, Sκ− = {y ≤ ci|i ∈ Iκ−}, S1 =
{z ≥ ci|i ∈ I1}, S̃ = {x ≤ y∧z}. The limit segment L0 of the ordered system
S0 equals {0}. Similarly, Lκ+ = (0, κ], Lκ− = [κ,+∞), L1 = {1, 2, . . .}.

Thus, L0 is an E1-segment. The intersection of Lκ+ and Lκ+ is also an
E1-segment.

Remark 16. Let L′
i ⊆ Li be a finite intersection of segments from a finite

subsystem S ′
i ⊆ Si. We will also call L′

i a limit segment of S ′
i.

The next lemma is obvious and its proof is omitted.

Lemma 17. Suppose a constant c does not belong to a limit segment Li.
Then there exists a finite subsystem (below S ′

i ⊆ Si, where Si is defined by
formula (3))

S ′ = S ′
1 ∪ S ′

2 ∪ . . . ∪ S ′
m ∪ S̃ (4)

such that c does not belong to L′
i, where L′

i is a limit segment of the finite
subsystem S ′

i.

Lemma 18. Let A be a linear ordered L-semilattice without E0-segments.
If limit segments L′

i, L
′
j have a nonempty intersection for any finite sub-

system S ′ ⊆ S, then Li ∩ Lj 6= ∅.
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Proof. Assume the converse, i.e. Li ∩ Lj = ∅. Then Si ∪ Sj is a E0-system
that contradicts with the condition of the lemma.

Remark 19. Further we assume that the finite subsystem S ′ ⊆ S satisfies
the following two conditions.

1. Let C be a finite set of constants. According Lemma 17, one can assume
that any limit segment L′

i of the finite subsystem (4) does not contain
any constant c ∈ C which does not belong to a limit segment Li.

2. Following Lemma 18, for a linear ordered L-semilattice without E0-
segments we claim that the limit segments L′

i, L
′
j of S ′ intersect iff

Li ∩ Lj 6= ∅.

Example 20. Let Sex be the system from Example 15. The limit segments
L0, Lκ− do not intersect, hence one can choose the finite sets {ci|i ∈ I ′0 ⊆
I0}, {ci|i ∈ I ′κ− ⊆ Iκ−} such that the segments L′

0, L
′
κ− have the empty

intersection. Similarly, there exist segments L′
1, L

′
κ+ with L′

0 ∩ L′
κ+ = ∅.

For distinctness we assume further that the segments L′
0, L

′
κ−, L′

κ+, L′
1 equal

[0, 0.25], [0.3,+∞), [0, 0.5], [0.75,+∞) respectively, where κ equals 1/π ≈
0.3183.

Let A be a linear ordered L-semilattice, P a point (p1, p2, . . . , pn) ∈ An,
and C a finite set of constants. Consider a point Q = (q1, q2, . . . , qn), where
qi satisfy the following conditions

1. pi ≤ pj iff qi ≤ qj;

2. pi = pj then qi = qj ;

3. if pi ≤ c ∈ C iff qi ≤ c;

The point Q is called a C-shift of the point P . Notice that the definition of
a shift implies pi = c iff qi = c for any c ∈ C.

Correspondingly, Q is a C-strict shift if the first two conditions above
are replaced by

pi < pj iff qi < qj.

Example 21. Let Sex be the system from Example 15. In Example 20 we
defined the finite subsystem S ′

ex. Let C = (0.1, 0.4, 0.6, 0.9). The C-shifts
of the points P1 = (0.3, 0.4, 0.8), P2 = (0.09, 0.08, 0.2), P3 = (0.3, 0.55, 0.8),
P4 = (1, 2, 3) are Q1 = (0.11, 0.4, 0.9),Q2 = (0.1, 0.1, 0.1),Q3 = (0.4, 0.6, 0.8),
Q4 = (0.9, 0.9, 1) respectively (recall that a C-shift is not unique). The C-
shifts of the points P1, P3 are strict.
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Remark 22. By definition, any shift determines a map ϕ over the set {pi}
such that ϕ preserves the equality and order relations. For a strict shift
the map ϕ is injective. According Remark 4, ϕ preserves the values of every
coefficient-tree term t(X). For an arbitrary term τ(X) we have τ(P ) = τ(Q)
if its constant belongs to the set C. Thus we obtain the next lemma.

Lemma 23. Let P ∈ An be a solution of a finite system S̃ over a linear
ordered L-semilattice A. Then any C-shift (or strict C-shift) Q of the point
P is a solution of S̃, where the finite set C contains all constants of the
system S̃.

Let L1, L2, . . . , Lm be the limit segments of the ordered systems S1,S2, . . . ,Sm.
The finite subsystem S ′ is defined by (4) and L′

1, L
′
2, . . . , L

′
m are the limit

segments of the systems S ′
1,S ′

2, . . . ,S ′
m.

Suppose a pointQ is a C-shift (strict C-shift) of a point P = (p1, p2, . . . , pn) ∈
An. The pointQ = (q1, q2, . . . , qn) ∈ An is called a limit shift (correspondingly
limit strict C-shift) if for any coordinate pi we have pi ∈ L′

j iff qi ∈ Lj.

Example 24. Let Sex be the system from Example 15. The limit segments
L′
i of the finite subsystem S ′ were defined in Example 20. As above C =

(0.1, 0.4, 0.6, 0.9), P1 = (0.3, 0.4, 0.8), P2 = (0.09, 0.08, 0.2), P3 = (0.3, 0.55, 0.8),
P4 = (1, 2, 3). The points Q1 = (κ, κ, 2) (recall κ = 1/π), Q2 = (0, 0, 0),
Q3 = (κ, 0.6, 1), Q4 = (1, 4, 8) are limit C-shifts of Pi. Moreover, Q3, Q2 are
strict.

Lemma 25. Let P = (p1, p2, . . . , pn) ∈ An be a solution of a finite system
S ′. Then any limit C-shift (or limit strict C-shift) Q of the point P is a
solution of S, where the finite set C contains all constants of the system S̃.

Proof. By Lemma 23, Q ∈ VA(S̃). Let Si be an ordered subsystem of S.
Without loss of generality one can assume that Si is a system {t(x) ≥ ci|i ∈
I} with the limit segment Li =

⋂
i∈I [ci,+∞). Suppose the variable x defines

t(X) at P (hence x ∈ L′
i). According Remark 22, x defines t(X) at Q.

Since x(Q) ∈ Li, we obtain t(Q) ∈ Li, hence Q ∈ VA(Si). Finally, we have
Q ∈ VA(S).

Now we are able to prove the criteria of uω- and qω-compactness for linear
ordered L-semilattices.

Theorem 26 (The criterion of uω-compactness). A linear ordered L-semi-
lattice A is uω-compact iff there is not any Ek-segment over A for every
k ∈ N.
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Proof. Following Remark 13, the existence of an Ek-segment (k ∈ N) implies
A /∈ U.

Suppose now there is not an Ek-segment over A for any k ∈ N. Let us
prove A ∈ U.

Let S be an infinite system (3) over A. Consider a set of equations
τ1(X) = σ1(X), . . . , τl(X) = σl(X) such that

VA(S) ⊆
l⋃

i=1

VA(τi(X) = σi(X)).

Let S ′ ⊆ S be a finite subsystem defined by formula (4). One can suppose
that S ′ satisfies Remark 19, where the finite set C consists of all constants
which occur in the equations S̃ ∪⋃l

i=1{τi(X) = σi(X)}.
The proof of the inclusion

VA(S ′) ⊆
l⋃

i=1

VA(τi(X) = σi(X)) (5)

provides the proof of the whole theorem.
If S ′ is inconsistent it is equivalent to S and the inclusion above holds.
Otherwise, let P be an arbitrary solution of S ′. Firstly we prove that

there exists a limit strict C-shift of P .
Suppose the value pi of a variable xi belongs to the limit segments

L′
i1 , L

′
i2 , . . . , L

′
in . Let L =

⋂n
j=1Lij . According Lemma 18, L 6= ∅. Let cl, cr ∈

C satisfy cl ≤ pi ≤ cr and the segment [cl, cr] does not contain any constant
from C.

By definition of a strict C-shift, one should map pi into L∩ [cl, cr]. As A
does not have Ek-segments, |L∩ [cl, cr]| = ∞. By definition of a limit strict
C-shift, one should map into the set L ∩ [cl, cr] all variables xi1 , xi2 , . . . , xir
with the values cl ≤ pij ≤ cr. Since the set L∩ [cl, cr] is infinite, one can do
it preserving the equality and strict order relations.

Thus, there exists a limit strict C-shift Q of the point P . By Lemma 25 Q
is a solution of S. Hence, Q ∈ VA(τi(X) = σi(X)) for some i. One can apply
Lemma 23 to τi(X) = σi(X) and Q. Therefore, P ∈ VA(τi(X) = σi(X)),
and inclusion (5) holds.

Corollary 27. A linear ordered L-semilattice A is uω-compact iff there is
not any one-variable Ek-system with k ∈ N.

Proof. Straightforward. Recall that any limit segment is defined by a system
in one variable.
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Theorem 28 (The criterion of qω-compactness). A linear ordered L-semi-
lattice A is qω-compact iff there is not any Ek-segment with k = 0 or k = 1.

Proof. Following Remark 13, the existence of an Ek-segment (0 ≤ k ≤ 1)
implies A /∈ Q.

Suppose now there is not any Ek-segment over A for 0 ≤ k ≤ 1. Let us
prove A ∈ Q.

Let S be an infinite system (3) over A. Let us take an equation τ(X) =
σ(X) such that

VA(S) ⊆ VA(τ(X) = σ(X)).

Consider a finite subsystem S ′ ⊆ S defined by formula (4). One can
suppose that the system S ′ satisfies Remark 19, where the finite set C
consists of all constants which occur in the equations S̃ ∪ {τ(X) = σ(X)}.

The proof of the inclusion

VA(S ′) ⊆ VA(τ(X) = σ(X)) (6)

provides the proof of the whole theorem.
If S ′ is inconsistent it is equivalent to S and the inclusion above holds.
Otherwise, let P be an arbitrary solution of S ′. Assume the converse, i.e

P /∈ VA(τ(X) = σ(X)). Without loss of generality one can put τ(P ) < σ(P )
and the variables x1, x2 define the terms τ(X), σ(X) at the point P (similarly
one can consider a constant which defines the term τ(X) or σ(X)).

For any point pi the intersection of all limit segments {L′
ij |1 ≤ j ≤

ni} containing pi is nonempty. As there are not E0-systems over A, all
intersections L(i) =

⋂ni

j=1 Lij are nonempty. Hence, if we map a coordinate

pi into the limit segment L(i) we obtain the point Q which is a C-shift of P .
If L(1) ∩ L(2) = ∅ we have q1 6= q2. Assume that L(1) ∩ L(2) = L 6= ∅. As L is
not a E0- or E1-segment, we have |L| ≥ 2, hence L(1) ∪ L(2) ≥ 2. It follows
that one can map p1, p2 into L(1) ∪ L(2) with q1 6= q2.

Thus we obtain the point Q with the coordinates q1 6= q2. Hence, τ(Q) <
σ(Q). However, by Lemma 25, we have Q ∈ VA(S) that contradicts with
the inclusion VA(S) ⊆ VA(τ(X) = σ(X)).

Corollary 29. A linear ordered L-semilattice A is qω-compact iff there is
not any one-variable Ek-system with k = 0 or k = 1.

Proof. Straightforward. Recall that any limit segment is defined by a system
in one variable.
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7 Weak equationally Noetherian property

Theorem 30. Let C ⊆ A be the subsemilattice generated by the constants.
A linear ordered L-semilattice A is weakly equationally Noetherian iff

1. every set of constants {ck ∈ C|i ∈ K} has the upper bound in C or it
is unbounded above in A;

2. every set of constants {ck ∈ C|i ∈ K} has the lower bound in C or it
is unbounded below in A;

Proof. Let us prove the necessary condition. Assume there exists a set of
constants {ck|k ∈ K} such that it has not the supremum in C, but the
system S = {x ≥ ck|k ∈ K} is consistent (similarly, one can consider a set
without the infimum in C).

Assume S is equivalent to a finite one-variable system S0. The system S0

does not contain the equations x = c, since the solution set of S contains non-
constants. Therefore, the S0 consists of the equations {x ≥ cj|1 ≤ j ≤ m}
and S0 is equivalent to the single equation x ≥ ∧m

j=1 cj . Hence, the element∧m
j=1 cj is the supremum of {ck|k ∈ K}. We came to the contradiction.

Now we prove the sufficient condition. According to decomposition (3),
it is sufficient to prove that any ordered system S is equivalent to a finite
system.

Suppose S = {t(X)ck = s(X)ck|k ∈ K} (similarly, one can consider
another types of ordered systems). It is easy to check that for the unbounded
above set {ck|k ∈ K} the system S is inconsistent. Hence, it is equivalent to
the equation c1 = c2. Otherwise (the set {ck|k ∈ K} has the upper bound
c), S is equivalent to the equation t(X)c = s(X)c.
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Введение

Одним из основных классов, изучаемых в теории моделей, являет-
ся класс счетных моделей, для которого исследуется его структурная
классификация. В книге [1] показано, что любая счетная модель малой
теории (т.е. теории со счетным числом типов над пустым множеством)
проста над некоторым кортежом или предельна, т.е. представляется в
виде объединения счетной цепи простых над кортежами моделей и не
изоморфна никакой простой модели ни над каким конечным множе-
ством. В этой же книге приведена конструкция, позволяющая сводить
изучение основных характеристик малых теорий, т.е. пар (система типов
изоморфизма простых над кортежами моделей, функция распределения
числа предельных моделей) к изучению факторизаций символьных по-
следовательностей по множествам словарных тождеств.

При этом показано, что вопрос о реализации основных структур-
ных характеристик полных теорий с конечным числом счетных моделей
сводится к графовым построениям, основанным на факторизациях по-
следовательностей по множествам словарных тождеств. Изучению этих
факторизаций с целью получения соответствующих графов, имеющих
заданное число компонент связности и заданные диаметры по каждой
компоненте, и, тем самым, для построения заданного числа предель-
ных моделей, определяемого числом компонент связности неорграфа на
соответствующем фактор-множестве, посвящена работа [2].

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента
РФ для поддержки ведущих научных школ, проект НШ-3669.2010.1.
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В [1, § 3.5] и в работе [2] определена операция, позволяющая по си-
стеме словарных тождеств I строить граф G(I) на некотором фактор-
множестве множества последовательностей из ωω и по числу компонент
связности графаG(I) определять число Il(T, p) предельных моделей спе-
циальной теории T над некоторым типом p этой теории.

Данная работа является продолжением начатых в [2] исследований,
связанных с предикатным подобием предельных моделей и числом пре-
дельных моделей теорий, получаемых отождествлениями сигнатурных
символов. В ней исследуется вопрос о влиянии предикатного подобия и
отождествления сигнатурных символов на взаимосвязь предельных мо-
делей и, в частности, вопрос о числе классов эквивалентности предель-
ных моделей над заданным типом по отношению предикатного подобия
после отождествления сигнатурных символов.

1 Предикатное подобие предельных моделей

при отождествлениях сигнатурных

символов

В работе без пояснений используется терминология из книг [1],[3]–[5].

1.1 Основные определения

Рассмотрим множество всех числовых последовательностей ωω и по-
лугруппу S0 = 〈W ; ˆ〉, состоящую из всех непустых слов алфавита ω и
операции ˆ конкатенации. Если w1 и w2 — слова из W , формула w1 ≈ w2

как обычно будет называться тождеством. Для данного множества I
тождеств wj

1 ≈ wj
2, j ∈ J , содержащего множество I0 всевозможных

тождеств вида w ≈ w, определим множество тождеств, выводимых из
I. Тождество w1 ≈ w2 называется выводимым из I, если существует ко-
нечная последовательность тождеств w1

1 ≈ w1
2, . . . , w

t
1 ≈ wt

2 такая, что
wt

1 = w1, w
t
2 = w2 и любое тождество из этой последовательности при-

надлежит I или получается из предыдущих тождеств применением од-
ного из следующих правил вывода:

1)
w1 ≈ w2

w2 ≈ w1
, где w1, w2 ∈ W ;

2)
w1 ≈ w2; w2 ≈ w3

w1 ≈ w3
, где w1, w2, w3 ∈ W ;
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3)
w1 ≈ w2; w

′
1 ≈ w′

2

w1w′
1 ≈ w2w′

2

, где w1, w
′
1, w2, w

′
2 ∈ W ;

4)
w1w2 ≈ w1w

′
2

w2 ≈ w′
2

, где w1, w2, w
′
2 ∈ W .

В дальнейшем будут рассматриваться множества тождеств I ⊇ I0,
замкнутые относительно выводимости. Любое множество тождеств I би-
ективно полугруппе SI = 〈W ; 〉̂/I, которая является результатом факто-
ризации полугруппы S0 по следующему отношению конгруэнции
∼I :

w1 ∼I w2 ⇔ (w1 ≈ w2) ∈ I.

Определим факторизации множества ωω, соответствующие множе-
ствам тождеств I. Две последовательности f0 и f1 из ωω называют-
ся почти одинаковыми (одинаковыми), если существуют такие числа
l0, l1 ∈ ω (l0 = l1 = 0), что f0(n+ l0) = f1(n+ l1) для любых n ∈ ω. После-
довательности f0 и f1 называются безусловно сильно I-эквивалентными
(соответственно сильно I-эквивалентными), если fi одинакова (почти
одинакова) со счетной конкатенацией слов wm

i ∈ W , m ∈ ω, i = 0, 1,
где тождество wm

0 ≈ wm
1 принадлежит I, m ∈ ω. Последовательности f

и f ′ называются (безусловно) I-эквивалентными, если существует по-
следовательность f0, f1, . . . , fn ∈ ωω, в которой f0 = f , fn = f ′, fi и fi+1

(безусловно) сильно I-эквивалентны для любого i = 0, . . . , n− 1.
Очевидно, что если последовательности безусловно (сильно) I-экви-

валентны, то эти последовательности (сильно) I-эквивалентны.
На множестве M всех классов f̃ почти одинаковых последовательно-

стей определим неорграф G(I), соответствующий множеству тождеств I.
Два класса f̃0, f̃1 ∈ M будем называть смежными, если некоторые по-
следовательности g0 ∈ f̃0 и g1 ∈ f̃1 сильно I-эквивалентны. Для каждой
компоненты связности C графа G(I) через d(C) будем обозначать ее
диаметр.

Напомним, что кликой графа G называется подмножество множе-
ства вершин графа G, у которого все различные вершины являются
смежными.

Последовательность f ∈ ωω называется периодической с периодом w
и обозначается через (w), если f = wˆwˆwˆ . . ..

Замечание. Если множество тождеств I нетривиально, т.е. содер-
жит тождество w0 ≈ w1, w0 6= w1, то класс из G(I), содержащий после-
довательность (w0), принадлежит континуальной клике. Действитель-
но, если в последовательности (w0) заменить некоторые копии w0 на w1,
то получится сильно эквивалентная к (w0) последовательность. Считая,
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что m-я копия w0 кодируется нулем, а результат ее замены на w1 коди-
руется единицей, получаем всевозможные последовательности нулей и
единиц, определяющие попарно различные смежные вершины из G(I).

Обозначим через c(I) мощность |ωω/I|, и это значение будем назы-
вать числом компонент связности на множестве ωω по множеству тож-
деств I.

Пусть T — некоторая малая теория, т.е. полная теория, имеющая
счетное число типов над ∅, p — тип из S(T ). Напомним [1], что модель
M теории T называется предельной над типом p, если M =

⋃
n∈ω

Mn для

некоторой элементарной цепи (Mn)n∈ω простых моделей над типом p и
модель M не изоморфна никакой простой модели над кортежем. Чис-
ло попарно неизоморфных предельных моделей теории T над типом p
обозначается через Il(T, p).

Число компонент связности неорграфа при рассмотренных выше фак-
торизациях последовательностей по множествам словарных тождеств
позволяют говорить о числе предельных моделей. Фактор-множество
ωω/I множества ωω по отношению I-эквивалентности биективно тео-
риям, полученным попарными отождествлениями цепей для всех тож-
деств из множества заданных тождеств. Вследствие чего число ком-
понент связности неорграфа является числом предельных моделей над
некоторым типом.

Приведëнные в книге [1] конструкции теорий с заданным конечным
числом счëтных моделей основаны на факторизациях, сводящих число
предельных моделей над типом к числу неэквивалентных константных
последовательностей.

Далее мы будем рассматривать предельные модели над фиксирован-
ным типом p и считать, что предельные модели M над типом p взаимно
однозначно соответствуют компонентам связности C графа G(I) так,
что некоторая последовательность (Qn)n∈ω двухместных предикатных
символов теории Th(M) задает граф G(I) согласно [1, § 3.5].

Модель M предикатно подобна модели N , если M получается из
N некоторой перестановкой предикатных символов. Тождествам вида
m ≈ n, m,n ∈ ω, соответствуют отождествления сигнатурных симво-
лов Qm и Qn теории T . В результате таких отождествлений образуется
специальная теория T ′ и тип p′, соответствующий типу p.

1.2 Основной результат

В работе [2] доказана следующая теорема.
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Теорема 1. Для любого не более чем счетного неорграфа G, име-

ющего заданное число c(G) компонент связности и заданные величины

диаметров {di | i < c(G)} по соответствующим компонентам связности,

существует множество тождеств I такое, что граф G(I) также содер-

жит c компонент связности, имеет те же диаметры di, i < c(G), по всем

компонентам связности, и каждая компонента связности графа G изо-

морфно вкладывается в соответствующую компоненту связности графа

G(I), причем разные компоненты переходят в разные.

Основным результатом данной работы является следующая теорема.

Теорема 2. Для любых ненулевых, не более чем счетных мощностей

λi, i < κ, λi ≤ λj, если i ≤ j, κ ∈ (ω \ {0}) ∪ {ω}, λκ = 1, и λ′j, j < κ′,
κ′ ∈ (ω\{0})∪{ω}, λ′κ′ = 1, где λ′ ≤ λ, λ =

∑
i≤κ

λi, λ
′ =

∑
j≤κ′

λ′j , существует

специальная теория T с типом p, у которой Il(T, p) = λ, имеется ровно

κ + 1 классов эквивалентности Si предельных моделей по отношению

предикатного подобия и |Si| = λi, i ≤ κ, а также существует теория T ′

и тип p′ такие, что T ′ получается из T отождествлениями сигнатурных

символов, p′ соответствует типу p, Il(T
′, p′) = λ′, имеется ровно κ′ + 1

классов эквивалентности S ′
j предельных моделей по отношению преди-

катного подобия и |S ′
j| = λ′j, j ≤ κ′.

Доказательство. Рассмотрим первый случай, когда все λi конечны.
Построим теорию T (используя подход к доказательству теоремы 1),
а также классы эквивалентности Si, содержащие λi предельных моде-
лей по отношению предикатного подобия. Под диаметром в классе бу-
дем понимать диаметр компоненты связности, соответствующий любой
предельной модели данного класса. Построим классы эквивалентности
таким образом, чтобы в классе Si был диаметр, равный i + 1, и в нем
содержалось λi предельных моделей. Для этого будем рассматривать
циклические последовательности с длиной цикла i. Предельной моде-
ли Mi,j класса Si (где j это номер модели в классе Si) соответствует
компонента связности графа G(I) с диаметром di = i+ 1 (при этом для
построения графа G(I) используется метод, предложенный в статье [2]).
Для построения такого класса рассмотрим последовательности

f1...i = (1 . . . i), fi+1...2i = (i+ 1 . . . 2i),

f2i+1...3i = (2i+ 1 . . . 3i), . . . , f(λi−1)i+1...λii = ((λi − 1)i+ 1 . . . λii)

и тождества
rr ≈ ll,
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где r = 1 . . . i, l = ki + 1 . . . (k + 1)i, где k ≥ λi. Для построения требу-
емого диаметра di = i + 1 возьмем λi(i + 2) таких последовательностей
и для каждого набора из i+ 2 последовательностей построим граф, со-
ответствующий предельной модели Mi,j. Для этого достаточно задать
систему тождеств, чтобы граф, образованный заданными циклическими
последовательностями, образовывал простую цепь, состоящую из i + 1
вершин. Класс Si состоит из предельных моделей Mi,j, j < λi.

Для построения λi = ω предикатно подобных моделей, берем счетное
количество циклических последовательностей типа описанного выше и
убираем тождество rr ≈ ll. И аналогично строим соответствующие гра-
фы. После составления требуемых графов оставшиеся последователь-
ности (в частности, последовательности, захватывающие элементы из
разных пар) с помощью системы тождеств попадают в одну новую ком-
поненту связности не предикатно подобных моделей, имеющую диаметр
1, назовем ее особой. После добавления системы тождеств

1 ≈ 2 ≈ 3 ≈ . . . ≈ m, m+ 2 ≈ . . . ≈ 2m, . . . ,

(ki − li − 1)m+ (ki − li) ≈ . . . ≈ (ki − li)m

такой, что (m− 1)− (ki − li) ≥ 1, получим требуемый класс эквивалент-
ности S ′

i, содержащий λi = li моделей по отношению предикатного подо-
бия. Для класса Si, состоящего из счетного числа предельных моделей,
можно отождествить, начиная с требуемого номера, натуральные числа,
получив тем самым класс S ′

i с требуемым конечным числом предельных
моделей. При таком отождествлении лишние компоненты связности пе-
рейдут в особую компоненту. Таким образом в каждом классе Si можно
уменьшать число предельных моделей λi, а значит, применяя операцию
отождествления сигнатурных символов, можно уменьшать количество
предикатно подобных моделей в каждом классе.

Рассмотрим два класса Si−1 и Si с диаметрами di−1 и di соответ-
ственно. И рассмотрим две произвольные компоненты связности этих
графов, соответствующие предельным моделям Mi−1,j′ и Mi,j. Изменив
диаметр di на di−1 (применяя систему тождеств, приведенную выше),
предельная модель изменится на Mi−1,j′′, и в классе Si−1 увеличится
число предельных моделей на 1, а в классе Si на 1 уменьшится. Таким
образом можно уменьшить диаметр некоторых моделей в классе Si, тем
самым увеличив число последних в классе Sk, где k < i, и даже умень-
шить количество классов, уменьшив диаметр всех компонент связности
в данном или с помощью операции отождествления сигнатурных симво-
лов, примененной ко всем компонентам связности в данном классе (при
этом все эти компоненты связности перейдут в особый класс).
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Стоит отметить, что условие λ′ ≤ λ показывает, что предельных
моделей теории T достаточно для построения классов S ′

i. Таким обра-
зом приведенные выше построения позволяют переходить от классов Si

к классам S ′
i так, что существует специальная теория T с типом p, у

которой Il(T, p) = λ, имеется ровно κ + 1 классов эквивалентности Si

предельных моделей по отношению предикатного подобия и |Si| = λi,
i ≤ κ, а также существует теория T ′ и тип p′ такие, что T ′ получается
из T отождествлениями сигнатурных символов, p′ соответствует типу p,
Il(T

′, p′) = λ′, имеется ровно κ′+1 классов эквивалентности S ′
j предель-

ных моделей по отношению предикатного подобия и |S ′
j| = λ′j, j ≤ κ′.

2

Замечание. Рассмотрим два класса Si и Sj с диаметрами di и dj
соответственно. И рассмотрим две произвольные компоненты связности
этих графов, соответствующие предельным моделям Mi,i′ и Mj,j′. Скле-
ив две вершины из разных компонент связности, появится класс Si+j ,
если такого еще не было, с единственной предельной моделью Mi+j,1,
диаметр которой di+dj. Таким образом можно увеличить число классов,
образовав класс с диаметром, равным сумме диаметров двух предель-
ных моделей.

Список литературы

[1] С. В. Судоплатов, Проблема Лахлана. — Новосибирск: НГТУ, 2009.

[2] И.В.Шулепов, Факторизации последовательностей по множе-
ствам словарных тождеств и предельные модели, Алгебра и тео-
рия моделей 7. Сб. тр. / Под. ред. А. Г. Пинуса, К. Н. Пономарева,
С. В. Судоплатова, Новосибирск: НГТУ, 2009. С. 120–130.

[3] С. В. Судоплатов, Е. В. Овчинникова, Дискретная математика:
Учебник. — М.: ИНФРА-М, Новосибирск: НГТУ, 2007. — 256 с.

[4] С. В. Судоплатов, Е. В. Овчинникова, Математическая логика
и теория алгоритмов: Учебник. — М.: ИНФРА-М, Новосибирск: НГ-
ТУ, 2008. — 224 с.

[5] Ю. Л. Ершов, Е. А. Палютин Математическая логика. — СПб.:
Лань, 2005

[6] Лекции по теории графов. В. А. Емеличев, О. И. Мельников,
В. И. Сарванов, Р. И. Тышкевич — М.: Наука, 1990.



Abstracts

K.A. Baykalova. Limit models of theories of Abelian groups.
This paper talks about the number of limit models of small theories

of Abelian groups. The investigation is based on classification of theories
Th(A) of Abelian groups A by the Szmielew invariants αp,n(A), βp(A),
γp(A), ε(A).

E.V. Grachev. Groups of external automorphisms of two free Burnside
groups.

We consider the structure of groups of automorphisms of free Burnside
groups of finite order B(2,3) and B(2,4). We find factor groups of groups of
automorphisms of these groups with respect to subgroups of inner automor-
phisms.

F.A. Dudkin. On abstract commensurator of Baumslag-Solitar groups.
Let p and q be a coprime integers not equal to −1, 0 or 1. We denote by

BS(p, q) the Baumslag-Solitar group with parameters p and q. First result
is the presentation of automorphism group for all subgroups of finite index
of BS(p, q). Second, we prove that an abstract commensurator of BS(p, q)
is a semidirect product of subgroup of rational numbers and direct limit of
certain groups.

A.N. Koryukin, A.V.Chekhonadskih. Extreme root locations of real
polynomials and stabilization of 3-mass control system..

Authors examine the optimal location of the poles of the control systems
with lower order control. For a given structure of the controller there are
defined types of possible extreme pole configurations. This is illustrated by
the 3-mass object with elastic links and 2x2 PID control. There is studied
the locations of the poles which are achievable in the parameter space, and
found a local and global minima of the Hurwitz stability function.

M. Kotov. Algebraic geometry over some topological algebras.
In this paper we describe topological algebras for which the family of all

algebraic sets coincides with the family of closed sets in the given topology.
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A.A. Mishchenko, A.V. Treyer. On satisfiability of graph’s formulas
on partially commutative nilpotent group of class 2.

Abstract. In this paper we generalize our recent result about satisfiability
of graph’s formulas on partially commutative nilpotent R-groups of class 2
on the case of R is arbitrary binomial euclidean ring.

E.V. Ovchinnikova. Extensions of partial 1-isomorphisms of finite pre-
dicate structures.

It is shown that any finite n-element predicate system is embeddable
into a finite system of cardinality at most 4m2 − 6m+ 3 in which all partial
(1-)isomorphisms are continued to automorphisms.

A.G. Pinus. On the lattices of algebraic subsets of universal algebras.
The isomorphisms types of the lattices of algebraic subsets of universal

algebras is studied.

R.A. Popkov. The classification of countable models complete theories
of one-place predicates with substitution of the limited order.

The classification of countable models complete theories of one-place
predicates is arranged according to the number of types in these theories. The
invariants, characterising the isomorphism of the above mentioned models,
are established. The dynamics of change in the number of types, and their
feasibility after theories enrichment with substituting a limited order, are
elucidated.

E.N. Poroshenko. Bases for partially commutative nilpotent Lie algeb-
ras.

In this paper, linear bases for the partially commutative nilpotent Lie
algebras are found. The method of the Gröbner–Shirshov bases is used.

A.A. Stepanova, N.V. Trikashnaya. On Abelian semigroups.
In the papers by Kiss E., Valeriote M, Hobby D., McKenzie R., the

Abelian property for algebras was considered. Warne R. described Abelian
semigroups, periodic Abelian groups, semisimple Abelian semigroups. In
the paper “Abelian and Hamiltonian groupoids” by A.A. Stepanova and
N.V. Trikashnaya, characterizations for Abelian finite quasigroups, Abelian
groupoids with identity, and Abelian semigroups with the condition (∗) were
given. This paper continues the aforesaid paper.

S.V. Sudoplatov. On Rudin–Keisler preorders in small theories.
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Variations and properties of Rudin–Keisler preorders in small theories
are considered.

S.V. Sudoplatov. On Hrushovski fusions for predicates and their en-
velopes.

Links between Hrushovski fusions for predicates and their envelopes,
producing small stable generic theories, are investigated.

E.I. Timoshenko. On Remeslennikov’s conjecture for partially commu-
tative metabelian groups.

Let Γ be set of all finite nonoriented graphs Γ without loops and multiple
edges, and let T be set of all trees T ∈ Γ. For each Γ ∈ Γ we denote by
ϕ(Γ) a formula of the form

∃ z1 . . . zn(
∧

(zi,zj)∈Γ
[zi, zj] = 1 ∧

∧

(zi,zj)/∈Γ
[zi, zj] 6= 1 ∧

∧

i 6=j

zi 6= zj ∧
∧

i=1,n

zi 6= 1).

Conjecture of V.N. Remeslennikov for partially commutative metabelian
groups: if the universal theories of two partially commutative metabelian
groups SΓ1 and SΓ2 are different then exists a graph Γ ∈ Γ such that the
formula ϕ(Γ) is true on the one of these groups and false on other. We prove
that there are two partially commutative metabelian groups SΓ1 and SΓ2

such that their universal theories are different but they are indiscernible by
the formulaes ϕ(T ), T ∈ T.

A.N. Shevlyakov. Algebraic geometry over linear ordered semilattices.
We study equations over linear ordered semilattices in the language

extended by the set of constants. For any linear ordered semilattice we give
the criteria which characterize its geometric properties.

I.V. Shulepov. Predicate Similarity of Limit Models with Identifications
of Signature Symbols.

The work is devoted to the investigation of the question of influence
for the predicate similarity and the identification of signature symbols on
the relationship between the limit models and, in particular, the number of
equivalence classes of limit models over a given type in respect of predicate
similarity after identifications of the signature symbols.
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