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1 Введение
Определение 1.1 (Dickmann). Линейно упорядоченная структура
M = (M,<, . . . ) называется слабо о-минимальной, если любое определи-
мое с параметрами подмножество M равно некоторому конечному объ-
единению выпуклых относительно порядка < множеств. Теория называ-
ется слабо о-минимальной, если любая ее модель слабо о-минимальна.

Пусть M — произвольная упорядоченная структура, A и B произ-
вольные подмножества для M . Введем следующие обозначения:

A+ .
= {x ∈ M : для всех a ∈ A верно, что a < x}

A− .
= {x ∈ M : для всех a ∈ A верно, что x < a}

A ≤ B
.
= B+ ⊆ A+

Пусть Φ(x, y) — M -определимая формула. Тогда согласно с введен-
ными выше обозначениями мы можем написать Φ(M, y1) ≥ Φ(M, y2), то
есть мы сравниваем супремумы двух множеств. Обычными средствами
мы можем определить строгое неравенство и равенство двух формуль-
ных множеств.

Определение 1.2. Если E(y, z) — отношение эквивалентности с выпук-
лыми классами на множестве I, то формула Φ(x, y) строго возрастает
на множестве I/E по y, если ∀y∀z[y, z ∈ I ∧¬E(y, z)∧y < z → Φ(M, y) <

7
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Φ(M, z)]. Строгое убывание и постоянство формулы определяются ана-
логичным образом.

Назовем формулу строго монотонной, если она строго возрастает,
либо строго убывает.

Скажем, что формула монотонна на множестве I, если существу-
ет отношение эквивалентности E на I с выпуклыми классами, такое
что данная формула строго монотонна на I/E и постоянна на каждом
классе эквивалентности E (в частности, E может быть и отношением
равенства).

Положим dom(Φ(M, y)) = {y ∈ M : M |= (∃x)Φ(x, y)}
Определение 1.3. [6] Пусть M — линейно упорядоченная структура,
Φ(x, y) — M -определимая формула, I ⊂ dom(Φ(M, y)). Говорят, что Φ
вполне хорошая на множестве I, если выполняется одно из трех ниже-
перечисленных условий:

1. ∀y ∈ I существует бесконечный интервал J ⊂ I, такой что y ∈ J и
Φ строго возрастает на J . В этом случае говорят, что Φ локально
возрастает на I.

2. ∀y ∈ I существует бесконечный интервал J ⊂ I, такой что y ∈ J
и Φ строго убывает на J В этом случае говорят, что Φ локально
убывает на I.

3. ∀y ∈ I существует бесконечный интервал J ⊂ I, такой что y ∈ J
и Φ постоянна на J , то есть ∀y1, y2 ∈ I, Φ(M, y1)

+ = Φ(M, y2)
+. В

этом случае говорят, что Φ локально постоянна на I.

Определение 1.4. [8] Пусть Φ и I будут как в определении 1.3. Опре-
делим некоторые формулы и понятия по шагам индукции
Шаг 0 E0(x, y)

.
= x = y, Φ(0)(x, y)

.
= Φ(x, y). Будем говорить, что

формула Φ 0-вполне хорошая на I, если она либо строго возрастает,
либо строго убывает, либо постоянна на I.
Шаг 1

E1(z, y)
.
= E0(z, y) ∨ [[z < y → Φ¹[z, y] строго монотонна или

постоянна ] ∧ [y < z → Φ¹[y, z] строго монотонна или постоянна]]
Φ(1)(x, y)

.
= Φ(x, y)

Будем говорить, что формула Φ 1-вполне хорошая, если она вполне
хорошая в смысле Определения 1.3 и при любом элементе y ∈ I класс
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эквивалентности E1(I, y) не имеет ни максимума, ни минимума, а само
множество I состоит из бесконечного числа классов эквивалентности E1.
Шаг n, n > 0

En(z, y)
.
= En−1(z, y) ∨
∨ [[z < y ∧ ¬En−1(z, y) → Φ(n)¹[z, y]/En−1 строго монотонна]∧

∧ [y < z ∧ ¬En−1(z, y) → Φ(n)¹[y, z]/En−1 строго монотонна]]
Φ(n)(x, y)

.
= ∃z[En−1(y, z) ∧ Φ(x, z)]

Будем говорить, что Φ n-вполне хорошая на I, если выполняется
следующее:

1. ∀z∀y∀t [Φ(M, z) = Φ(M, y) ∧ z < t < y → Φ(M, z) = Φ(M, t)]

2. Φ(n) 1-вполне хорошая на I/En−1.

3. (∀y ∈ I) En(I, y)/En−1 не имеет ни максимума ни минимума.

4. |I/En| ≥ ω.

Заметим, что En является отношением эквивалентности на I.

Определение 1.5. [8] Пусть формула Φ и множество I будут как в
определении 1.3. Скажем, что Φ сильно 0-вполне хорошая на I, если она
0-вполне хорошая на I. Скажем, что Φ сильно n-вполне хорошая на I,
если она n-вполне хорошая на I и Φ(n) сильно 0-вполне хорошая на I/En.
Это число n назовем глубиной формулы Φ на I. Скажем, что Φ силь-
но вполне хорошая, если она сильно n-вполне хорошая для некоторого
n < ω.

Определение 1.6. [6] Пусть M — слабо о-минимальная структура. Бу-
дем говорить, что M обладает монотонностью, если выполняется сле-
дующее: какова бы ни была формула Φ(x, y, ā), ā ∈ M , существует m ∈ ω
и разбиение dom(Φ(M, y, ā)) на определимые множества X, I1, . . . , Im, та-
кие что X конечно, каждое Ii выпукло, и на каждом Ii-том формула
Φ(x, y, ā) вполне хорошая.

Определение 1.7. Пусть M — слабо о-минимальная структура. Будем
говорить, что M обладает n-монотонностью, если выполняется следу-
ющее: какова бы ни была формула Φ(x, y, ā), ā ∈ M , существует m и
разбиение dom(Φ(M, y, ā)) на определимые множества X, I1, . . . , Im, та-
кие что X конечно, каждое Ii выпукло, и на каждом Ii формула Φ(x, y, ā)
n–вполне хорошая.
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Определение 1.8. [8] Пусть M — слабо о-минимальная структура.
Будем говорить, что M обладает сильной монотонностью, если вы-
полняется следующее: какова бы ни была формула Φ(x, y, ā), ā ∈ M ,
существует m и разбиение dom(Φ(M, y, ā)) на определимые множества
X, I1, . . . , Im, такие что X конечно, каждое Ii выпукло, и на каждом Ii

формула Φ(x, y, ā) сильно вполне хорошая.

Определение 1.9. [8] Пусть M — слабо о-минимальная структура. Ска-
жем, что M имеет конечную глубину, если выполняется следующее: для
каждой формулы Φ(x, y, z̄) существует n ∈ ω, такое что для любого
ā ∈ M l(z̄) и для любого выпуклого множества I ⊂ dom(Φ(M, y, ā)), та-
кого что Φ(M, y, ā) сильно вполне хорошая на I, глубина Φ(M, y, ā) на I
не превосходит n.

Напомним, что в работе [6] было доказано, что если все модели Th(M)
суть слабо о-минимальны, то M обладает монотонностью. Эта теорема
была обобщена в статье [8]: относительно тех же посылок было показа-
но, что M обладает сильной монотонностью и конечной глубиной. В той
же статье было доказано, что условие слабой о-минимальности теории
нельзя ослабить до условия слабой о-минимальности структуры. В дру-
гом направлении теорема о монотонности [6] была обобщена Арефьевым
в работе [1]:

Теорема 1.10. Слабо о-минимальная структура обладает монотон-
ностью.

2 Ортогональность 1-типов
Далее M будет слабо о-минимальной структурой конечной глубины,

A — некоторым подмножеством для M , N — |M |+–насыщенное элемен-
тарное расширение модели M .

Определение 2.1. Пусть p и q ∈ S1(A). Будем говорить, что тип p
слабо ортогонален типу q, и записывать это как p ⊥w q, если p(x)∪q(y)
определяет полный 2-тип.

Заметим, что согласно результатам из [7], p(N) — выпуклое множе-
ство.

Определение 2.2. Будем говорить, что формула H(x) расщепляет вы-
пуклое множество B (не обязательно формульное), если

¬H(N) = H(N)+, B ∩H(N) 6= ∅ и B ∩ ¬H(N) 6= ∅.
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Теорема 2.3. Пусть M будет слабо о-минимальной структурой ко-
нечной глубины, A — некоторым подмножеством для M , N — |M |+–
насыщенное элементарное расширение модели M . Пусть неалгебраиче-
ские типы p и r ∈ S1(A) не слабо ортогональны, и пусть существует
A–определимая формула H(x, y), такая что для некоторого (эквива-
лентно, для всех) β ∈ r(N), H(x, β) расщепляет p(N). Тогда суще-
ствует A-определимая формула K(x, y), такая что:

1. K(x, y) монотонна по y на Θ(N), Θ(y) ∈ r(y);

2. K(x, y) монотонна по x на µ(N), µ(x) ∈ p(x);

3. для любого β ∈ r(N) формула K(x, β) расщепляет p(N);

4. для любого α ∈ p(N) формула K(α, y) расщепляет r(N).

Доказательство. В силу условий теоремы имеем A–определимую фор-
мулу H(x, y), такую что для некоторого β ∈ r(N) формула H(x, β) рас-
щепляет p(N), то есть существуют α1, α2 ∈ p(N) такие что

N |= H(α1, β) ∧ ¬H(α2, β) ∧ α1 < α2

По теореме 1.10 существует разбиение M на A–определимые под-
множества X, I1, . . . , In, такое что множество X конечно, и на каждом
Ij-том формула H(x, y) вполне хорошая. Тогда r(N) ⊆ Ij для некоторо-
го j.

Возьмем отношение эквивалентности E1 с выпуклыми классами из
определения 1.4 для формула H(x, y). Заметим, что это отношение эк-
вивалентности A–определимо, поэтому если пересечение некоторого E1–
класса с r(N) не пусто, то либо данный класс содержит r(N), либо строго
содержится в r(N).

Если некоторый E1–класс содержит r(N), то H(x, y) строго моно-
тонна на r(N). Заметим, что H(x, y) не может быть постоянной по y на
r(N). Действительно, в противном случае существует A–определимая
формула µ(y) из типа r, на которой формула H(x, y) постоянна по y. Но
тогда верно:

N |= ∀y(µ(y) → H(α1, y)) ∧ ∀y(µ(y) → ¬H(α2, y))

что противоречит определению типа p. Тогда она либо строго возрас-
тает, либо строго убывает по y на r(N). Так как E1 — A–определимое
отношение эквивалентности и r ∈ S1(A), то E1–класс, содержащий r(N),
тоже A–определим, поэтому в качестве Θ мы можем взять данный E1–
класс, а в качестве K — H, что доказывает пункты (1) и (3) теоремы.
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Значит, можно предположить, что E1(N, β) ⊂ r(N).
Пусть H1(x, y)

.
= ∃z(E1(z, y)∧H(x, z)). Рассмотрим поведение форму-

лы H(x, y) или, что тоже самое, формулы H1(x, y), на Ij/E1. Определим
структуру M1

.
= (Ij/E1, <, P 2), где порядок наследуется из структуры

M , а P (y1, y2)
.
= H(M, y1) < H(M, y2). Так как M1 интерпретируется в

M , она слабо о-минимальна. Тогда по теореме 1.10 существует разбиение
M1 на определимые подмножества X1, I1

1 , . . . , I1
n, такое что множество

X1 конечно, и на каждом I1
j -том формула P (x, y) вполне хорошая. То-

гда r(N)/E1 ⊆ I1
j1

для некоторого j1. Тогда по определению, H(x, y)
2-вполне хорошая на прообразе множества I1

j1
в M .

Возьмем отношение эквивалентности E2 с выпуклыми классами из
определения 1.4 для формулы H(x, y). Заметим, что это отношение эк-
вивалентности A–определимо, поэтому если пересечение некоторого E1–
класса с r(N) не пусто, то либо данный класс содержит r(N), либо строго
содержится в r(N).

Если некоторый E2–класс содержит r(N), то H1(x, y) строго моно-
тонна на r(N)/E1 и постоянна на классах E1, что доказывает пункты
(1) и (3) теоремы, если в качестве Θ взять E2–класс, содержащий r(N),
а в качестве K — H1.

В противном случае, рассмотрим H1(x, y) в качестве H(x, y) и повто-
рим рассуждения (для модели M1).

В силу конечности глубины формулы H(x, y), данный процесс ко-
нечен, следовательно, для некоторого k < ω некоторый класс отноше-
ния эквивалентности Ek будет содержать r(N), формула Hk−1(x, y)

.
=

∃z(Ek−1(y, z) ∧H(x, z)) будет строго монотонной на r(N)/Ek−1 и посто-
янной на Ek−1–классах, что доказывает пункты (1) и (3) теоремы, если
в качестве Θ взять Ek–класс, содержащий r(N), а в качестве K — Hk−1.

В качестве µ(x) возьмем формулу

∃z1, z2(Θ(z1) ∧Θ(z2) ∧K(x, z1) ∧ ¬K(x, z2))

Формула K(x, y) монотонна по x на µ(N) в силу общих принципов
монотонности функции и ее обратной. Таким образом, условия (2) и (4)
теоремы выполнены.

Отметим, что выбранное k является числом изменений направлений
монотонности для формулы H(x, y) на r(N)/Ei и равно "глубине фор-
мулы H(x, y) на r(N)", определенной в конце доказательства теоремы 33
[2], страница 1398. 2

Заметим, что для модели слабо о-минимальной теории для двух не
слабо ортогональных 1-типов всегда существует расщепляющая форму-
ла H(x, y) из условий теоремы (показано в теореме 33, [2]). В работе [8]
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доказано, что модель слабо о-минимальной теории обладает конечной
глубиной. Отсюда получаем

Следствие 2.4 (Теорема 33, [2]). Пусть A является некоторым под-
множеством |A|+–насыщенной модели N слабо о-минимальной тео-
рии. Пусть неалгебраические типы p и r ∈ S1(A) не слабо ортогональ-
ны. Тогда существует A-определимая формула K(x, y), такая что:

1. K(x, y) монотонна по y на Θ(N), Θ(y) ∈ r(y);

2. K(x, y) монотонна по x на µ(N), µ(x) ∈ p(x);

3. для любого β ∈ r(N) формула K(x, β) расщепляет p(N);

4. для любого α ∈ p(N) формула K(α, y) расщепляет r(N).

Из работы [8] следует, что существуют слабо о-минимальные струк-
туры, не являющиеся моделью слабо о-минимальной теории, имеющие
любую наперед заданную конечную глубину. Таким образом данная тео-
рема является строгим обобщением теоремы 33, [2].

Многократное применение теоремы 1.10 к слабо о-минимальным мо-
делям Mi, введенным в доказательстве теоремы 2.3, позволяет сформу-
лировать

Следствие 2.5. Слабо о-минимальная структура обладает n-моно-
тонностью для любого наперед заданного n.
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МАТРИЧНАЯ ПРЕДСТАВИМОСТЬ
И СТРОЕНИЕ ГРУПП

Брюханов О.В.

Сибирский университет потребительской кооперации,
г. Новосибирск

В статье исследуется вопрос о матричной представимости нильпо-
тентных произведений A(n)B, n ≥ 2, линейных групп A, B и изучается
строение абстрактных бесконечных групп представимых матрицами над
полями различных характеристик.

В теореме 1.1 дан критерий матричной представимости над поля-
ми произвольной характеристики нильпотентных произведений A(n)B,
n ≥ 2 конечнорожденных групп A и B. В теореме 1.2 вопрос о матричной
представимости нильпотентного произведения A(n)B, n ≥ 2 линейных
групп A и B сведен к матричной представимости нильпотентной груп-
пы, специально построенной по данному произведению A(n)B. В каче-
стве следствия теоремы 1.2, показано, что нильпотентное произведение
F (X)(n)F (Y ), n ≥ 2 свободных групп F (X) и F (Y ) представимо матри-
цами над полем нулевой характеристики и не представимо матрицами
ни над каким полем положительной характеристики.

В теореме 2.4 доказано, что группа G, не содержащая свободных под-
групп, представима матрицами над полями различных характеристик p
и q тогда и только тогда, когда она почти абелева, при этом перио-
дическая часть τA, нужной абелевой подгруппы A, конечного ранга, а
примарные компоненты τpA, τqA конечны.

§ 1 Матричная представимость нильпотентных произведений групп.

Следуя О.Н.Головину [2], n-ым нильпотентным произведением групп
A и B называют фактор-группу

A(n)B = A ∗B/[A,B] ∩ γn+1(A ∗B),

где n ≥ 2, A ∗ B — свободное произведение групп A и B, [A,B] — вза-
имный коммутант подгрупп A и B,γm(G) — m-й централ группы G.

15
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Перечислим ряд стандартных свойств нильпотентных произведений
групп (см. [2]).
Свойство 1.1. Группы A и B изоморфно вложены в своё нильпотентное
произведение A(n)B, n ≥ 2 и порождают его как группу.
Свойство 1.2. В нильпотентном произведении G = A(n)B пересечения
A ∩BG, AG ∩B тривиальны.
Свойство 1.3. Всякий элемент из нильпотентного произведения A(n)B
однозначно представим в виде произведения abw(g), где a ∈ A, b ∈ B,
w(g) ∈ [A,B].
Свойство 1.4. Если нормальные подгруппы A0 E A, B0 E B нормаль-
ны во всей группе A(n)B, то гомоморфизмы групп A → A/A0, B →
B/B0 продолжаются до гомоморфизма нильпотентных произведений
A(n)B → A/A0(n)B/B0 с ядром A0 ·B0, при этом A0B0 ∩ [A,B] = e.

Приведем несколько вспомогательных лемм.

Лемма 1.1. Пусть подгруппы A,B ≤ G такие, что [A,B]∩γn+1(G) = e.
а) Если для любых a ∈ A, b ∈ B выполнено тождество [ak, b] = e, то

[a, b]k
n−1

= e;
б) Если для любых a ∈ A, b ∈ B выполнено тождество [a, b]k = e, то

[akn−1
, b] = e.

Доказательство. Докажем индукцией по n. При n = 1 утверждение
тривиально. Пусть для всех n < s утверждения а) и б) доказаны.

а) Из тождества [ak, b] = e следует, что [a, b]k
s−2 ∈ [A,B] ∩ γs(G).

Так как [A,B] ∩ γs+1(G) = e, то группа [A,B] ∩ γs(G) порождается ком-
мутаторами вида [x1, x2, . . . , xs], где xi ∈ A ∪ B и не все xi из одной
подгруппы A или B. Далее [a, b]k

s−1
= ([a, b]k

s−1
)k и, следовательно, яв-

ляется произведением k-ых степеней коммутаторов вида [x1, x2, . . . , xs].
в силу стандартных коммутаторных тождеств выполняются равенства
[x1, x2, . . . , xs]

k = [[x1, . . . xi]
k, xi+1 . . . , xs] = [x1, . . . x

k
i , xi+1 . . . , xs], 1 ≤ i ≤

s при этом всегда можно выбрать индекс i таким, что все x1, . . . xi из
одной подгруппы A или B, а xi+1 из другой. Таким образом каждый
коммутатор из нашего произведения имеет вид [[ak, b], xi+2, . . . , xs] или
[[b, ak], xi+2, . . . , xs] и следовательно равен единице.

б) Из тождества [a, b]k = e следует, что [aks−2
, b] ∈ [A,B] ∩ γs(G). Так

как [A,B] ∩ γs+1(G) = e, то [aks−1
, b] = [(aks−2

)k, b] = [aks−2
, b]k = e.

Лемма 1.1 доказана.
Обозначим через CX(Y ) централизатор множества Y в множестве X.

Лемма 1.2. В нильпотентном произведении A(n)B групп A и B вы-
полнены следующие утверждения:

а) γn(A) E CA(B), γn(B) E CB(A);
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б)CA(B), CB(A) E A(n)B;
в) CA(B) · CB(A) ∩ [A,B] = e.
Доказательство. Утверждение а) очевидно, так как в свободном про-

изведении выполнены включения [γn(A), B] ⊂ [A,B] ∩ γn+1(A ∗ B) и
[γn(B), A] ⊂ [A,B] ∩ γn+1(A ∗B).

б) Заметим, что любой автоморфизм групп A и B индуцирует авто-
морфизм свободного произведения A∗B. Далее по определению [CA(B),
B], [CB(A), A] ≤ [A, B]∩γn+1(A∗B). Группа [A,B]∩γn+1(A∗B) допустима
относительно всех автоморфизмов индуцированных автоморфизмами
на сомножителях A и B. Таким образом, если [a, b] ∈ [A,B]∩γn+1(A∗B),
то [aϕ, bψ] ∈ [A, B] ∩ γn+1(A ∗ B) для всех ϕ ∈ AutA, ψ ∈ AutB, группы
CA(B) и CB(A) являются автоморфно допустимыми подгруппами групп
A и B соответственно.

в) Непосредственно следует из утверждения б) и свойства 1.4.
Лемма 1.2 доказана.
Будем обозначать фактор-группы A/CA(B) и B/CB(A) через Ā и B̄

соответственно.

Лемма 1.3. Нильпотентное произведение A(n)B изоморфно вклады-
вается в прямое произведение групп A×B и Ā(n)B̄.

Доказательство. Следует из Леммы 1.2 и свойства 1.4.

Лемма 1.4. Пусть G — нильпотентная подгруппа ступени n из группы
GLm(P ), P — поле.

а) Если char P = 0, то любой элемент g ∈ G, попадающий в центр
Z(G) группы G в некоторой степени k, попадает в Z(G) в фиксированной
степени l(m,n) зависящей только от m и n.

б) Если char P = p > 0, то любой элемент g ∈ G попадает в центр
Z(G) группы G в некоторой фиксированной степени l(m,n, p), зависящей
только от m, n, p.

Доказательство. Из теоремы А.Д. Супруненко (см. [6], теорема 49.3.2)
о почти центральности вполне приводимых нильпотентных групп сле-
дует, что над алгебраическим замыканием поля P группа G содержит
триангулируемую подгруппу конечного индекса не больше µ(m,n) =
m(n+1)(m−1). Тогда имеем вложение [Gµ(m,n), Gµ(m,n)] ↪→ UTm(P̄ ), где P̄ —
алгебраическое замыкание поля P .

а) Пусть gk
0 ∈ Z(G), тогда из тождества [〈g0〉k, G] = e по лемме 1.1 (а)

получаем тождество [〈g0〉, G]k
n−1

= e. Следовательно [〈g0〉µ(m,n), Gµ(m,n)] =

e и снова по лемме 1.1 получаем [〈g0〉µ(m,n)(n−1)2+1
, G] = e или g

µ(m,n)(n−1)2+1

0 ∈
Z(G)], l(m,n) = µ(m,n)(n−1)2+1 = m(m−1)(n+1)((n−1)2+1).

б) Для любых g1, g2 ∈ G имеем равенство [〈g1〉µ(m,n), 〈g2〉µ(m,n)]p
m−1

= e.
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Рассуждениями из леммы 1.1 получаем

[〈g1〉p(m−1)(n−1)3µ(m,n)(n−1)2+1

, 〈g2〉] = e, или

g
p(m−1)(n−1)3µ(m,n)(n−1)2+1

1 ∈ Z(G), l(m,n, p) = p(m−1)(n−1)3m(m−1)(n+1)((n−1)2+1).

Лемма 1.4 доказана.
Как следствие из леммы 1.4 получаем, что над полями нулевой ха-

рактеристики фактор по центру линейной нильпотентной группы об-
ладает конечной периодической частью, а над полями положительной
характеристики фактор по центру нильпотентной группы будет ограни-
ченного периода, т.е. почти унипотентным.

Лемма 1.5. Пусть группа A(n)B представима матрицами степени m
над полем P .

а) Если char P = 0, то периодические части τĀ, τB̄ будут группами
ограниченного периода l(m, n)

б) Если char P = p > 0, то группы Ā, B̄ будут периодическими груп-
пами ограниченного периода l(n, m, p).

Доказательство. а) Пусть ak
0 ∈ CA(B), тогда в нильпотентной группе

гр{a0, b}, b ∈ B, выполнено включение ak
0 ∈ Z(гр{a0, b}) По лемме 1.4

получаем, что a
l(m,n)
0 ∈ Z(гр{a0, b}) или a

l(m,n)
0 ∈ CA(B).

б) Пусть a ∈ A, b ∈ B. В нильпотентной группе гр{a0, b} по лемме 1.4
выполнены включения al(m,n,p) ∈ Z(гр{a0, b}), bl(m,n,p) ∈ Z(гр{a0, b}) и
так как a и b — произвольные элементы получаем al(m,n,p) ∈ CA(B),
bl(m,n,p) ∈ CB(A).

Теорема 1.1. Пусть конечно A, B — порожденные группы матриц над
полем P .

а) Если char P = 0, то нильпотентное произведение A(n)B предста-
вимо матрицами над полем P .

б) Если char P = p > 0, то нильпотентное произведение A(n)B пред-
ставимо матрицами над полем характеристики p тогда и только тогда,
когда индексы |A : CA(B)|, |B : CB(A)| конечны.

Доказательство. а) По лемме 1.3 нильпотентное произведение A(n)B
изоморфно вкладывается в прямое произведение сумму групп A × B
и Ā(n)B̄. Группа Ā(n)B̄ конечно порождена и нильпотентна, поэтому
представима матрицами (см. [2]). Таким образом всё прямое произведе-
ние A×B × Ā(n)B̄ представляется матрицами над полем P .

б) Заметим сначала, что нильпотентное произведение конечных групп
также конечно.
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Пусть группа A(n)B представима матрицами, тогда по лемме 1.5 (б)
группы Ā, B̄ периодические ограниченного периода. С другой стороны,
группы Ā, B̄ конечно порождены по условию и нильпотентны по лем-
ме 1.2 (а) , а значит конечны, т.е. |A : CA(B)|, |B : CB(A)| < ∞.

В обратную сторону, если группы Ā, B̄ конечны, то конечно их ниль-
потентное произведение Ā(n)B̄. Опять получаем. что группа A × B ×
Ā(n)B̄ представима матрицами над полем P , а лемма 1.3 позволяет сде-
лать это заключение и для группы A(n)B.

Теперь изложим подробнее метод расщепляемых координат Ю.И.
Мерзлякова (см.[5],[6]). Матричное представление группы строится, ес-
ли удается задать точное действие этой группы в некотором конечномер-
ном векторном пространстве. Естественным полигоном для этого слу-
жит алгебра функций действующих из группы G, для которой строится
матричное представление, в некоторое поле K. Пусть A(G,K) — алгеб-
ра всех K-значных функций на группе G. Если f ∈ A(G,K), x ∈ G, то
пусть

fx(y) = f(x, y), y ∈ G.

Легко видеть, что эта формула задает действие группы G на алгебре
A(G,K), так как f gh = (f g)h и f e = f , где e — единица группы G, g, h ∈ G.

Определение 1.1. Говорят, что на группе G заданы K-значные рас-
щепляемые координаты t1, . . . , td, если для них выполнены следующие
равенства:

tα(xy) =
l∑

β=1

fαβ(x)hβ(y), x, y ∈ G, 1 ≤ α ≤ d,

где fαβ, hβ — некоторые K-значные функции на группе G.
В случае, когда на группе G заданы K-значные расщепляемые ко-

ординаты t1, . . . , td видно, что векторное пространство V , порожденное
G-орбитой множества координатных функций {tα}, будет конечномер-
ным, так как лежит в линейной K-оболочке конечного множества {hβ}.
Пусть v1, . . . , vn — база V над K. Тогда для всякого x ∈ G имеем

vx
i =

n∑
j=1

ρij(x)vj, ρij(x) ∈ K.

Матричное представление ρ, определяемое формулой x 7→ (ρij(x)), x ∈
G, будет точным. В самом деле, если элементу x из группы G соответ-
ствует тождественное линейное преобразование векторного простран-
ства V , то txα = tα, где 1 ≤ α ≤ d. В этом случае tα(x) = txα(e) = tα(e) при
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1 ≤ α ≤ d, что влечет равенство x = e. Более точное описание данного
представления дает

Лемма 1.6. (Лемма о расщепляемых координатах, см.[5],[6]). Пусть K
— поле, G — группа с K-значными координатами t1, . . . , td, причем

tα(xy) =
l∑

β=1

fαβ(x)hβ(y), x, y ∈ G, 1 ≤ α ≤ d,

где fαβ, hβ — функции со значениями в K. Существует изоморфизм ρ :
G → GLn(K) такой, что: 1) ρ−1 линейно на Gρ, 2) если функции fαβ

полиномиальны на G (в координатах tα), а hβ — на подмножестве G1 ⊂
G, то ρ полиномиально на G1.

Определение 1.2. Будем говорить, что отображение f : X × Y 7→
Matn(K) расщепляемо, если для всех его компонент fij выполнены ра-
венства

fij(x, y) =
l∑

ν=1

ϕν(x)ψν(y), x ∈ X, y ∈ Y,

где ϕν , ψν — функции со значениями в поле K.

Лемма 1.7. (см. [6]). Пусть G — расширение группы A при помощи
группы B, задаваемое факторами f(x, y) ∈ A, x, y ∈ B и автоморфиз-
мами x̂ ∈ AutA, x ∈ B. Если группы A и B представимы матрицами
над полем K и отображения

(x, y) 7→ f(x, y), (a, x) 7→ ax̂

расщепляемы, то группа G представима матрицами над K.
Доказательство. По условию леммы, каждому g ∈ G взаимоодно-

значно соответствует пара (b, a), b ∈ B, a ∈ A, где произведение зада-
ется по правилу

(b1, a1) · (b2, a2) = (b1b2, f(b1, b2)a
b̂2
1 a2).

Тогда на группе G можно задать координаты:

T
(B)
ij (g) = t

(B)
ij (b), T

(A)
ij (g) = t

(A)
ij (a),

где t
(A)
ij — компоненты матричного представления группы A, t

(B)
ij — ком-

поненты матричного представления группы B, (b, a) — пара, соответ-
ствующая элементу g. Покажем, что определенные таким образом ко-
ординаты T

(A)
ij , T

(B)
ij будут расщепляемыми в смысле определения 1.1.

T
(A)
ij (g1, g2) = t

(A)
ij (f(b1, b2)a

b̂2
1 a2) =

∑

k,l

t
(A)
ik (f(b1, b2))t

(A)
kl (ab̂2

1 )t
(A)
lj (a2) =
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=
∑

k,l

(
∑

ν

ϕνik(b1)ψνik(b2))(
∑

µ

′ϕµkl(a1)ψµkl(b2))t
(A)
lj (a2) =

=
∑

k,l,µ,ν

(ϕνik(b1)ϕµkl(b1))(ψνik(b2)ψµkl(b2)t
(A)
lj (a2)) =

=
∑

α

Φα(g1)Ψαj(g2), где α = (i, k, l, µ, ν).

Набор функций {Ψαj} конечен, так как индексы i, j, k, l, µ, ν принимают
конечное число значений.

T
(B)
ij (g1, g2) = t

(B)
ij (b1, b2) =

∑

k

t
(B)
ik (b1)t

(B)
kj (b2) =

∑

k

T
(B)
ik (g1)T

(B)
kj (g2).

Таким образом, координаты T
(A)
ij , T

(B)
ij расщепляемы, и матричная пред-

ставимость группы G следует из леммы о расщепляемых координатах.

Определение 1.3. Будем говорить, что функция f ∈ A(G,K) рас-
щепляема в A(G,K), если

f(x, y) =
l∑

ν=1

ϕν(x)ψν(y) для всех x, y ∈ G,

где ϕν , ψν — некоторые функции из A(G,K).
Пусть N — нормальная подгруппа группы G, тогда алгебра функций

A(G/N, K) является подалгеброй алгебры A(G,K).

Лемма 1.8. Функция f ∈ A(G/N, K) расщепляема в A(G/N,K) тогда
и только тогда, когда она расщепляема в A(G,K).

Доказательство. Если f расщепляема в A(G/N, K), то она расщеп-
ляема и в A(G, K) в силу включения A(G/N, K) ⊂ A(G, K). Если f
расщепляема в A(G,K) и ϕν , ψν — функции из A(G,K), задающие это
расщепление, то, выбрав в каждом смежном классе xN фиксирован-
ного представителя x0, можно определить новые функции Φν(xN) ≡
ϕν(x0), Ψν(xN) ≡ ψν(x0). Равенства f(xy) = f(x0y0) =

l∑
ν=1

ϕν(x0)ψν(y0) =

l∑
ν=1

Φν(x)Ψν(y) показывает расщепляемость f в A(G/N, K).

Лемма 1.9. (см. [11] теорема 6.2.) Пусть G — группа матриц степени
n над полем K, H — ее нормальная подгруппа, такая, что H = CG(X),
где X ⊂ Matn(K). Тогда фактор-группа G/N представима матрицами
степени n2 над полем K.
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Доказательство. Выбирем максимальное линейно независимое мно-
жество матриц {m1, . . . , ml} вида m = g−1xg, g ∈ G, x ∈ X. На ли-
нейной K-оболочке V = 〈m1, . . . ,ml〉K зададим действие группы G по
правилу:

ĝ : υ 7→ g−1vg, v ∈ V, g ∈ G.

Очевидно, это соответствие задает гомоморфизм группы G в группу
автоморфизмов конечномерного векторного пространства V . Вычислим
ядро этого гомоморфизма. Пусть элементу g ∈ G соответствует тожде-
ственное преобразование пространства V , тогда выполнены равенства
x = g−1xg, x ∈ X, то есть g ∈ CG(X). Обратно, так как H E G, каждый
элемент h ∈ H оставляет неподвижной каждую матрицу mi, i = 1, . . . , l,
то есть задает тождественное линейное преобразование на V . Таким об-
разом, группа G/H изоморфно представима матрицами степени l над
полем K. Так как l ≤ n2, получаем утверждение леммы.

Из леммы 1.9 непосредственно следует, что, если нильпотентное про-
изведение A(n)B, n ≥ 2, представимо матрицами над полем K, то груп-
пы Ā, B̄ также представимы матрицами над полем K. Для этого доста-
точно положить X = B,H = CA(B) или X = A,H = CB(A).

Теорема 1.2. Пусть A,B — группы матриц над некоторым полем K.
Нильпотентное произведение A(n)B, n ≥ 2, представимо матрицами над
полем K тогда и только тогда, когда представимо матрицами над полем
K нильпотентное произведение Ā(n)B̄.

Доказательство. Пусть группа A(n)B представима матрицами над
полем K, tij — компоненты этого матричного представления. Нильпо-
тентное произведение A(n)B, в силу гомоморфизма A(n)B → A × B,
можно представить как расширение группы [A,B] при помощи груп-
пы A × B. Так как элемент g ∈ A(n)B однозначно представим в виде
произведения abw(g), где a∈A, b∈B, w(g)∈ [A,B] (см. свойство 4.3.) и

g1g2 = a1b1w(g1)a2b2w(g2) = a1a2b1b2[b1, a2]
b2w(g1)

a2b2w(g2),

это расширение задается представителями ab, факторами f(a1b1, a2b2) =

[b1, a2]
b2 и автоморфизмами â× b : [A,B]â×b = [A,B]ab.

Зададим координаты на группе A(n)B согласованные с этим расши-
рением:

T
(1)
ij (g) = tij(a), T

(2)
ij (g) = tij(b), T

(3)
ij = tij(w(g)),

где g = abw(g), a ∈ A, b ∈ B,w(g) ∈ [A,B], tij — компоненты матрич-
ного представления группы A(n)B.
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Координатные функции T
(1)
ij , T

(2)
ij расщепляемы в A(A(n)B, K) в силу

леммы 1.8, где N = B[A,B] или N = A[A,B]. Покажем расщепляемость
в A(A(n)B, K) функций T

(3)
ij .

T
(3)
ij (g1g2) = tij(w(g1g2)) = tij([b1, a2]

b2w(g1)
a2b2w(g2)) =

=
∑

tik1(b
−1
2 )tk1k2(b

−1
1 )tk2k3(a

−1
2 )tk3k4(b1)tk4k5(w(g1))tk5k6(a2b2)tk6j(w(g2)) =

=
∑

αβγ

Fαβ(g1)Hβγ(g2),

где Fαβ(g1) = tk1k2(b
−1
1 )tk3k4(b1)tk4k5(w(g1)), αβ = (k1, k2, k3, k4, k5), Hβγ(g2)

= tik1(b
−1
2 )tk2k3(a

−1
2 )tk5k6(a2b2)tk6j(w(g2)), βγ = (k1, k2, k3, k5, k6, i, j).

Множество функций {Hβγ} конечно, по этому координатные функ-
ции T

(3)
ij расщепляемы в A(A(n)B,K).

Заметим, что [aCA(B), bCB(A)] = [a, b], [a, b]CA(B) = [a, b]CB(A) = [a, b],
где a ∈ A, b ∈ B. По этому каждый элемент смежного класса gCA(B)CB(A)
будет иметь вид aCA(B)bCB(A)w(g), где g = abw(g), a ∈ A, b ∈ B,w(g) ∈
[A,B], а функции T

(3)
ij будут инвариантными на смежных классах

gCA(B)CB(A), то есть T
(3)
ij ∈ A(Ā(n)B̄,K).

Таким образом, каждому элементу ḡ ∈ Ā(n)B̄ можно взаимоодно-
значно сопоставить тройку элементов {ā, b̄, w(g)}, ā ∈ Ā, b̄ ∈ B̄, w(g) ∈
[A,B], а на самой группе Ā(n)B̄ задать координатные функции T̄

(1)
ij (ḡ) =

t̄
(1)
ij (ā), T̄

(2)
ij (ḡ) = t̄

(2)
ij (b̄), T̄

(3)
ij (ḡ) = T

(3)
ij (ḡ), где t̄

(1)
ij , t̄

(2)
ij — компоненты мат-

ричных представлений групп Ā и B̄ соответственно, которые существу-
ют в силу леммы 1.9.

Равенства

T̄
(1)
ij (ḡ1ḡ2) = t̄

(1)
ij (ā1ā2) =

∑

k

′t̄(1)
ik (ā1)t̄

(1)
kj (ā2) =

∑

k

T̄
(1)
ik (ḡ1)T̄

(1)
kj (ḡ2),

T̄
(2)
ij (ḡ1ḡ2) = t̄

(2)
ij (b̄1b̄2) =

∑

k

t̄
(2)
ik (b̄1)t̄

(2)
kj (b̄2) =

∑
T̄

(2)
ik (ḡ1)T̄

(2)
kj (ḡ2)

показывают расщепляемость координатных функций T̄
(1)
ij , T̄

(2)
ij . Расщеп-

ляемость координатных функций T̄
(3)
ij вытекает из расщепляемости в

A(Ā(n)B̄, K) функций T
(3)
ij , в силу леммы 1.8. Существование матрич-

ного представления группы Ā(n)B̄ следует теперь из леммы о расщеп-
ляемых координатах.
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Утверждение в обратную сторону следует из леммы 1.3.
Пусть F (X) — свободная группа со свободным порождающим мно-

жеством X, Fm(X) = F (X)/γm+1(F (X)).

Следствие 1.1. Нильпотентное произведение F (X)(n)F (Y ), n ≥ 2,
представимо матрицами над полем нулевой характеристики и не пред-
ставимо матрицами ни над каким полем положительной характеристи-
ки.

Доказательство. Заметим, что Fn(X∪Y ) = Fn(X)(n)Fn(Y ), а в груп-
пах F (X)(n)F (Y ), Fn(X)(n)Fn(Y ) выполнены равенства

CF (X)(F (Y )) = γn(F (X)), CF (Y )(F (X)) = γn(F (Y )),

CFn(X)(Fn(Y )) = γn(Fn(X)), CFn(Y )(Fn(X)) = γn(Fn(Y )).

Поэтому матричная представимость групп F (X)(n)F (Y ) и Fn(X ∪ Y )
равносильна, по теореме 1.2, матричной представимости нильпотентного
произведения Fn−1(X)(n)Fn−1(Y ). Известно, что свободная нильпотент-
ная группа представима матрицами над полем нулевой характеристики.
С другой стороны, она не может быть группой матриц над полем поло-
жительной характеристики, так как в этом случае ее фактор по центру
был бы группой ограниченного периода (см. лемма 1.4). Таким обра-
зом, группа F (X)(n)F (Y ) представима матрицами над полем нулевой
характеристики и не представима матрицами над полями положитель-
ной характеристики.

Отметим, что хотя свободные группы F (X), F (Y ) представимы мат-
рицами над полями произвольной характеристики (см. [7],[11]), их ниль-
потентное произведение представимо матрицами только над полями ну-
левой характеристики.

§ 2 Группы представимые матрицами над полями различных
характеристик.

Рангом группы G называют наименьшее число r, обладающее тем
свойством, что всякая ее конечно порожденная подгруппа может быть
порождена не более чем r элементами. Если такое число существует,
будем писать rankG = r, в противном случае rankG = ∞. Через Fn будем
обозначать свободную группу со свободным порождающим множеством
из n элементов.

Возможность представления группы матрицами конечной степени
над некоторым полем накладывает ограничение на ее строение. Так
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из альтернативы Титса следует, что линейная группа, не содержащая
свободной подгруппы F2, является расширением линейной разрешимой
группы при помощи линейной периодической. В абелевом случае полное
описание строения групп, представимых матрицами конечной степени
над полем, дает теорема А.И. Мальцева.

Теорема 2.1. ([4],теорема 1) Пусть G — абелева группа.
а) Группа G представима матрицами степени n над полем нулевой

характеристики тогда и только тогда, когда ранги ее примарных ком-
понент не превосходят n, т.е. rank(τG) ≤ n.

б) Группа G представима матрицами степени n над полем положи-
тельной характеристики p тогда и только тогда, когда ее примарная
компонента τpG конечного периода не больше ps, а ранги остальных
примарных компонент ограничены числом n− s.

Из теоремы 2.1 непосредственно следует что абелева группа G пред-
ставима матрицами над полями различных характеристик p и q тогда и
только тогда, когда ранги ее примарных компонент ограничены в сово-
купности, а примарные компоненты τp G, τq G конечны. В этом случае
rank(τG) < ∞ и группа G представима матрицами над полем нулевой
характеристики.

Лемма 2.1. Пусть G — p-группа представимая матрицами степени n
над полем характеристики p и матрицами степени m над полем харак-
теристики q, p 6= q. Тогда |G| ≤ pem3 ≤ (np)m3 , где e = [logp n] + 1.

Доказательство. Как p-группа матриц степени n над полем характе-
ристики p, G унитриангулируема и является группой конечного периода
pr. В этом случае выполнены неравенства pr−1 < n ≤ pr, а на группе G
верно равенство Gpe

= 1, где e = [logp n] + 1.
По теореме Бернсайда |G : Uq(G)| ≤ (pe)m3 , где Uq(G) — унипотент-

ный радикал группы G, как группы матриц степени m над полем ха-
рактеристики q.

Так как G — p-группа и (p, q) = 1, то Uq(G) тривиален и |G| ≤ pem3 ,
где e = [logp n] + 1. Из неравенства pe ≤ np получаем |G| ≤ (np)m3 .

Лемма 2.2. Пусть G — группа конечного периода l представимая мат-
рицами степени n над полем характеристики p > 0, и матрицами степе-
ни m над полем характеристики q ≥ 0, p 6= q. Тогда |G| ≤ ln

3
pem3 , где

e = [logp n] + 1, или |G| ≤ ln
3
(np)m3 .

Доказательство. По теореме Бернсайда |G : Up(G)| = ln
3 , где Up(G)

— унипотентный радикал группы G, как группы матриц степени n над
полем характеристики p. По лемме 2.1 |Up(G)| ≤ pem3 , где e = [logp n]+1,
и, следовательно, |G| ≤ ln

3
pem3или |G| ≤ ln

3
(np)m3 .
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Теорема 2.2. Периодическая группа G допускает точное представление
матрицами над полями различных характеристик p и q тогда и только
тогда, когда в ней найдется нормальная абелева подгруппа A конечного
индекса, ранги примарных компонент которой ограничены в совокупно-
сти, а примарные компоненты τpA, τqA конечны. Индекс нужной груп-
пы A ограничен целозначной функцией f(m,n, p), где m, n — степени
данных представлений, p — ненулевая характеристика.

Доказательство. а) Пусть группа G представима матрицами степени
n над полем характеристики p > 0 и матрицами степени m над полем
характеристики q ≥ 0, p 6= q. Как линейная периодическая, группа G
является локально конечной. По лемме 2.1, силовские p-подгруппы ко-
нечно порожденных подгрупп группы G имеют порядок не больше pem3 ,
где e = [logp n] + 1. Тогда, по теореме Брауэра-Фейта (см. [11], теорема
9.6.) о почти абелевости конечных групп матриц над полем ненулевой
характеристики, имеем, что каждая конечно порожденная подгруппа
группы G содержит нормальный абелев делитель индекса не больше
i(pem3

, n), где i(pem3
, n) — целозначная функция, зависящая от поряд-

ка силовской p-подгруппы pem3 и степени матричного представления n.
По локальной теореме Мальцева (см. [3], упражнение 27.3.2) этот вывод
можно сделать и для всей группы G. Положим f(m,n, p) = i(pem3

, n).
б) Если A — абелева подгруппа из условия теоремы, то она по тео-

реме 2.1 представима матрицами над полями характеристики p и q. Так
как A конечного индекса в группе G, то и вся группа G допускает изо-
морфное представление матрицами над полями характеристики p и q.
Если, при этом, rank A = r, |G : A| = i, (τpA)ps1 = 1, (τqA)qs2 = 1, то G
представима матрицами степени i(r + s1) над полем характеристики p и
матрицами степени i(r + s2) над полем характеристики q.

Лемма 2.3. Пусть G — нильпотентная группа ступени s, представимая
матрицами степени n над полем характеристики p > 0 и матрицами
степени m над полем характеристики q, q 6= p. Тогда |G : Z(G)| ≤
l(m,n, p, s), где Z(G) — центр группы,

l(m,n, p, s) = (np)n6(s−1)5+m6

nn6(n−1)5(s+1)((s−12+1)+m6

.

Доказательство. По лемме 1.4 имеем, что Gl(n,s,p) ≤ Z(G), где l(n, s, p) =
p(n−1)(s−1)3n(n−1)(s+1)((s−1)2+1), а по лемме 1.9 фактор-группа G/Z(G) пред-
ставима матрицами степени n2 над полем характеристики p и матри-
цами степени m2 над полем характеристики q. Из леммы 2.2 следу-
ет, что |G/Z(G)| ≤ l(n, s, p)n6

(pn2)m6 . Заметим, что в доказательстве
леммы 1.4 (б) тождество [Gµ(n,s), Gµ(n,s)]p

n−1
= 1 можно заменить на
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тождество [Gµ(n,s), Gµ(n,s)]p
e

= 1, где e = [logp n] + 1. Тогда l(n, s, p) ≡
pe(s−1)3n(n−1)(s+1)((s−1)2+1), а с учетом неравенства pe ≤ pn получаем нера-
венство |G/Z(G)| ≤ ((pn)(s−1)3n(n−1)(s+1)((s−1)2+1))n6

(pn2)m6 , что влечет
оценку |G/Z(G)| ≤ (pn)n6(s−1)3+m6

nn6(n−1)(s+1)((s−1)2+1)+m6 .

Теорема 2.3. Разрешимая группа G допускает точное представление
матрицами над полями различных характеристик p и q тогда и толь-
ко тогда, когда в ней найдется абелева подгруппа A конечного индек-
са, ранги примарных компонент которой ограничены в совокупности,
а примарные компоненты τpA, τqA конечны. Индекс нужной группы A
ограничен целозначной функцией f(m,n), где m,n — степени данных
матричных представлений.

Доказательство. Без ограничения общности, можно считать, что по-
ля, над которыми группа G представима матрицами, являются алгебра-
ически замкнутыми. Тогда по теореме Мальцева о почти триангулиру-
емости разрешимых линейных групп, в группе G найдутся подгруппы
Tp и Tq конечного индекса представимые треугольными матрицами сте-
пени n над полем характеристики p и матрицами степени m над полем
характеристики q. При этом |G : Tp| = µ(n) ≤ (n2!)n2

(n!)nn2n2

, |G :

Tq| = µ(m) ≤ (m2!)m2
(m!)mm2m2

(см. [6], теорема 45.1.1). Их пересечение
Tpq = Tp∩Tq будет конечного индекса не больше µ(n) ·µ(m). Коммутант
[Tpq, Tpq] унитриангулируем и является одновременно и p-группой и q-
группой. Так как p и q взаимопросты, то [Tpq, Tpq] тривиален, а группа
Tpq абелева. В этом случае f(m,n) = (m2!)m2

(m!)mm2m2
(n2!)n2

(n!)nn2n2 .
В обратную сторону, если нашлась нужная абелева группа A, то она

по теореме 2.1 представима матрицами над полями характеристики p и
q. Так как A конечного индекса в группе G, то этот вывод верен и для
всей группы G.

Теорема 2.4. Пусть группа G не содержит свободной группы F2. Груп-
па G представима матрицами над полями различных характеристик p
и q тогда и только тогда, когда в ней найдется абелева подгруппа A
конечного индекса, ранги примарных компонент которой ограничены в
совокупности, а примарные компоненты τpA, τqA конечны.

Доказательство. Пусть группа G представима матрицами над поля-
ми различных характеристик p и q, R(G) — ее разрешимый радикал, т.
е. максимальная нормальная разрешимая подгруппа. По альтернативе
Титса (см. [10]) фактор-группа G/R(G) периодическая, представимая
матрицами над тем же полем, что и G, при этом G/R(G) уже не со-
держит нормальных разрешимых подгрупп. Из теорем 2.2 и 2.3 следует,
что G/R(G) конечна, а R(G) почти абелева. Таким образом, группа G
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содержит некоторую абелеву подгруппу A конечного индекса. Ограни-
чения на ранги примарных компонент абелевой группы A и конечность
примарных компонент τpA, τqA вытекает из теоремы 2.1.

Обратно, пусть в группе G нашлась абелева подгруппа A конечного
индекса i, такая, что rank(τA) = r, (τpA)ps1 = 1, (τqA)qs2 = 1. По
теореме 2.1 группа A представима матрицами степени r + s1 над полем
характеристики p и матрицами степени r+s2 над полем характеристики
q. Тогда вся группа G представима матрицами степени i(r+s1) и i(r+s2)
над полями характеристики p и q, соответственно.

Отметим, что группы из условия теоремы 2.4 всегда представимы
матрицами над полем нулевой характеристики.

Требование, чтобы группа G из условия теоремы 2.4 не содержа-
ла свободной группы F2, существенно. Как показал В.Л. Нисневич [7],
свободная группа Fn представима матрицами над полем любой характе-
ристики, а свободное произведение A∗B двух линейных групп представ-
ляется матрицами над некоторым чисто трансцендентным расширением
поля представления групп A и B. В частости, свободное произведение
A ∗B групп A и B, допускающих точное представление матрицами над
полями характеристик p и q, само допускает точное представление мат-
рицами над полями тех же характеристик. Ясно, что свободное про-
изведение A ∗ B содержит подгруппу, изоморфную свободной группе
F2, и не является почти абелевой группой. Очевидно, что и конечные
расширения групп, допускающих матричное представление над полями
различных характеристик, так же обладают этим свойством.
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1. Введение. Решение ряда задач синтеза систем автоматического
управления требует оптимизации параметров системы или перемещения
их в заданную область. При переходе к операторной форме эти пара-
метры оказываются непосредственно связанными не с коэффициентами
характеристических многочленов, а с их корнями, тогда как регулиров-
ке подаются именно коэффициенты. Xорошо известные связи корней
(вообще говоря, комплексных) и действительных коэффициентов много-
членов (см., напр. [1]) не позволяют, однако, указать условий корректной
постановки оптимизационных задач, равно как и естественного подхода
к самому понятию оптимизации. Это связано, во-первых, с отсутствием
«естественной» метрики на пространстве многочленов, которая по бли-
зости многочленов позволяла бы судить о близости корневых наборов;
во-вторых, с тем, что сами корневые наборы являются неупорядочен-
ными множествами и, более того, не допускающими «естественного»
порядка, поскольку случай комплексных корней нельзя исключить из
рассмотрения. Некоторые способы метризации множества многочленов
и оптимизации системы корней были предложены в работе [2]. После
того, как сформировалась концепция совмещённых корневых коорди-
нат [3], появилась возможность рассмотрения соответствия коэффици-
енты ↔ корни как биекции пространств над полем действительных чи-
сел. Однако для того, чтобы осуществлять оптимизацию системы корней
за счёт изменения коэффициентов многочлена, требовалось выяснить,
когда под действием этого отображения выпуклое множество перехо-
дит в выпуклое. В настоящей работе указываются достаточные условия
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на целевую область в пространстве совмещённых корневых координат,
которые гарантируют выпуклость соответствующего множества коэф-
фициентов и обеспечивают корректность постановки оптимизационной
задачи для характеристических многочленов.

2. Постановка задачи. Даже в случае квадратного трёхчлена за-
дание естественной целевой области для корней часто не позволяет по-
лучить выпуклой области коэффициентов. Например, если брать дей-
ствительные или комплексно сопряжённые пары корней из трапеции
−3 ≤ Re z1,2 ≤ −1, |Im z1,2| ≤ |Re z1,2|, обеспечивающей заданное ка-
чество переходных процессов, то коэффициенты b и c действительного
трёхчлена

f [z] = (z − z1)(z − z2) = z2 + bz + c

попадают в невыпуклую область −6 ≤ b ≤ −2; max(−1 − b;−9 − 3b) ≤
c ≤ b2/4; точно так же задание области для таких же корней в виде круга
(x − 2)2 + y2 ≤ 1 в комплексной плоскости приводит к треугольнику
−6 ≤ b ≤ −2; max(−1 − b;−9 − 3b) ≤ c ≤ −3 − 2b; для пар корней,
расположенных в эллипсе (x − 2)2 + y2/4 ≤ 1 — к выпуклой области
−6 ≤ b ≤ −2; max(−1 − b;−9 − 3b) ≤ c ≤ 28/3 − 3/4(b + 16/3)2 для
коэффициентов, а для пар корней, расположенных в эллипсе (x− 2)2 +
4y2 ≤ 1 — к невыпуклой области −6 ≤ b ≤ −2; max(−1 − b;−9 − 3b) ≤
c ≤ (−12− 8b + 3b2)/16 для коэффициентов.

Для многочленов большей степени граница области коэффициентов
оказывается довольно сложной и с трудом поддаётся анализу на выпук-
лость.

Естественно поставить вопрос в общем случае так: какие условия на
область прообразов и заданный на ней диффеоморфизм должны вы-
полняться, чтобы выпуклое множество под его действием переходило в
выпуклое?

3. Поток диффеоморфизма через поверхность. Следующее
определение восходит к классическому понятию потока векторного по-
ля. Пусть Γ ⊂ Rn — гладкая замкнутая поверхность в n-мерном действи-
тельном пространстве с обычной метрикой, в некоторой окрестности ко-
торой определён диффеоморфизм ϕ : Rn → Rn, и Φ — его производное
отображение, специализацию которого для точки X поверхности Γ бу-
дем обозначать ΦX . Если n — единичная внешняя нормаль в точке X,
то назовём потоком отображения ϕ в точке X величину нормальной
составляющей вектора ΦX(n) по отношению к поверхности Γ∗ = ϕ(Γ) в
пространстве образов:

Πϕ(X) = |ΦX(n)⊥|.
Пусть e1, . . . , en−1 — некоторый базис (не обязательно ортонормиро-
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ванный) в касательной гиперплоскости K к поверхности Γ в точке X,
дополним его до базиса e1, . . . , en−1,n всего пространства. Тогда спра-
ведливо следующее:

Предложение 1. Πϕ(X) = |f1∧...∧fn−1∧fn|
|f1∧...∧fn−1| , где f1 = ΦX(e1), . . . , fn−1 =

ΦX(en−1), fn = ΦX(n).
Прежде всего, заметим, что векторы f1, . . . , fn−1 линейно независимы

и знаменатель дроби отличен от нуля. Пусть теперь e∗1, . . . , e
∗
n−1 — неко-

торый о.н.б в плоскости K∗, касательной к поверхности Γ∗ в точке ϕ(X).
Поскольку f1, . . . , fn−1 ∈ K∗, имеем |f1∧. . .∧fn−1| = | det(fij)|, где fij — ко-
эффициенты разложения векторов f1, . . . , fn−1 по базису e∗1, . . . , e

∗
n−1 [4].

Дополнив этот базис до о.н.б пространства с помощью единичного век-
тора внешней нормали e∗n, получим разложение fn = f1ne

∗
1 + . . . + fnne

∗
n,

причём fnn = |(fn)⊥| = ΦX(n)⊥|. Теперь наше утверждение следует из
очевидного соотношения

|f1 ∧ . . . ∧ fn−1 ∧ fn| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det




f11 · · · f1n−1 f1n
...
fn−11 · · · fn−1n−1 fn−1n

0 · · · 0 fnn




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= fnn

∣∣∣∣∣∣∣
det




f11 · · · f1n−1
...

...
fn−11 · · · fn−1n−1




∣∣∣∣∣∣∣
= |ΦX(n)⊥| |f1 ∧ . . . ∧ fn−1|.

4. Выпуклость образа выпуклого множества. Предположим,
что область D(Γ), ограниченная поверхностью Γ, выпукла, а сама по-
верхность — второго порядка гладкости. По-прежнему считая, что X ∈
Γ — некоторая точка, n — единичная внешняя нормаль в ней, проведём
сечение поверхности Γ некоторой двумерной нормальной плоскостью P ,
проходящей через точку X. Тогда плоская кривая L = Γ ∩ P локально
может быть представлена в виде yn = f(y1), где в системе координат,
связанной с точкой X, координатная ось OY1 направлена вдоль прямой
P ∩ K, касательной к поверхности Γ, а ось OYn сонаправлена с нор-
малью n. Очевидно, функция yn = f(y1) второго порядка гладкости, а
в окрестности точки y1 = yn = 0 она выпукла вверх, причём в самой
этой точке ось OY1 оказывается касательной к графику этой функции
— т.е. кривой L. Предположим, что кривая L имеет в точке X ненулевую
кривизну

k(X) =
|f ′′(0)|

(1 + f ′(0)2)3/2
= |f ′′(0)| > 0.
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Представим функцию yn = f(y1) в виде yn = a2

2
y2

1 + O3(y1), где в
силу того, что выпуклость направлена вверх, выполняется неравенство
a2 = f ′′(0) < 0. Тогда в координатах y = (y1; . . . ; yn)Т кривая L локально
принимает вид

yL = (y1; 0; . . . ; 0;
a2

2
y2

1 + O3(y1))
Т.

В исходных координатах кривая L запишется как xL = x0 +S yL, где
S — матрица соответствующего ортогонального преобразования, а x0 —
столбец координат точки X. Обозначим через s1, . . . , sn столбцы матри-
цы S, которые являются координатами векторов о.н.б, соответствующе-
го системе координат y = (y1; . . . ; yn)Т, в исходном базисе, соответству-
ющем координатам x; тогда для кривой получится представление

xL = x0 + s1y1 + sn(
a2

2
y2

1 + O3(y1)).

Пусть z = (z1, . . . , zn)Т — координаты в пространстве образов диф-
феоморфизма ϕ, так что его представление формулой Тейлора 2-го по-
рядка в точке X имеет вид:

z = ϕ(x) = ϕ(x0) + ΦX(x− x0) + (x− x0)
ТQX(x− x0) + O3(x− x0).

Образом кривой L оказывается кривая L∗, описывающаяся уравне-
нием

zL∗ = ϕ(x0) + ΦX(s1y1 + sn(
a2

2
y2

1 + O3(y1))+

+s1y1 + sn(
a2

2
y2

1 + O3(y1))
ТQX(s1y1 + sn(

a2

2
y2

1 + O3(y1))+

+O3(s1y1+sn(
a2

2
y2

1+O3(y1)) = ϕ(x0)+y1ΦXs1+y2
1(

a2

2
ΦXsn+sТ1 QXs1)+O3(y1)).

Поскольку векторы s1, . . . , sn−1 задают касательную гиперплоскость
K к поверхности Γ в точке X, то их образы Φ(s1), . . . , Φ(sn−1) задают
касательную гиперплоскость K∗ к поверхности Γ∗ в точке ϕ(X); а по-
скольку sn = n является единичной нормалью, то ΦXsn = Πϕ(X)n∗ + k,
где n∗ — единичная нормаль к поверхности Γ∗ в точке ϕ(X), а вектор k
лежит в гиперплоскости K∗.

Оценим величину проекции вектора a2

2
ΦXsn + sТ1 QXs1 на нормаль

n∗. Столбец sТ1 QXs1 состоит из значений квадратичных форм вторых
дифференциалов d2ϕk(s1) компонент диффеоморфизма ϕ на единичном
векторе s1, поэтому |d2ϕk(s1)| ≤ |λk| — максимального по модулю соб-
ственного числа матрицы D2

k = ( d2ϕk

dxidxj
). Положим λ = (λ1, . . . , λn)Т —
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столбец таких собственных чисел, ∧ = |λ|. И так как a2 = −k(X), то
npn∗(

a2

2
ΦXsn + sТ1 QXs) < 0 при выполнении неравенства k(X)Πϕ(X) ≥

2∧. Тем самым доказано
Предложение 2. Пусть D(Γ) — выпуклая область, ограниченная

поверхностью Γ второго порядка гладкости с линейной кривизной нор-
мальных сечений не менее k, ϕ — диффеоморфизм, определённый в
некоторой окрестности D(Γ) и имеющий непрерывные частные произ-
водные второго порядка. Тогда для выпуклости образа D(Γ)∗ = ϕ(D(Γ))
достаточно, чтобы на поверхности Γ выполнялось неравенство

kΠϕ ≥ 2∧,

где Πϕ — минимальный поток диффеоморфизма ϕ на поверхности Γ,
а ∧ — величина вектора максимальных собственных чисел матриц D2

k

вторых дифференциалов компонент отображения ϕ.
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1 Введение

Следуя М. Жираде, И. Рахунеку [1] m-группой называем алгебраиче-
скую систему G сигнатуры m = {·, e,−1 ,∧,∨, ϕ} такую, что 〈G; ·, e,−1 ,∨,∧〉
является решеточно упорядоченной группой, а одноместная операция ϕ
является реверсивным автоморфизмом второго порядка группы 〈G; ·, e,−1 〉,
т.е. ϕ является автоморфизмом группы 〈G; ·, e,−1 〉 и антиавтоморфиз-
мом решетки 〈G;∨,∧〉. Таким образом, ϕ является взаимнооднозначным
отображением G на себя, причем выполнены соотношения

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y), ϕ(x ∨ y) = ϕ(x) ∧ ϕ(y),

ϕ(x ∧ y) = ϕ(x) ∨ ϕ(y), ϕ(ϕ(x)) = x.

Теория решеточно упорядоченных групп (`-групп) в настоящее вре-
мя разработана достаточно широко и основные результаты по `-группам
можно найти в [2], [3].

Так же как класс всех `-групп является многообразием сигнатуры
` = {·, e,−1 ,∧,∨, }, так и классM всех m-групп является многообразием
сигнатуры m [4].

Через A будем обозначать многообразие абелевых m-групп, т.е. мно-
гообразие, определяемое тождеством [x, y] = e. В [1] доказано, что дан-
ное многообразие порождается группой (Z× Z∗, Exch), где Z –линейно
упорядоченная относительно естественного порядка группа целых чи-
сел, причем пара (a,b)>0 тогда и только тогда, когда a>0 и b<0 в ли-
нейно упорядоченной группе Z; линейно упорядоченная группа Z∗ полу-
чается из группы Z обращением порядка, т.е. a > 0 в группе Z∗ тогда и
только тогда, когда a < 0 в группе Z; Exch – реверсивный автоморфизм
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второго порядка `-группы Z×Z∗ и Exch (a, b) = (b, a). В отличии от ре-
шетки многообразий `-групп, многообразие A не является наименьшим
нетривиальным многообразием в решетке многообразий m-групп. В ра-
боте [1] показано, что многообразие I, порожденное m-группой (Z, Inv),
является наименьшим нетривиальным многообразием в решетке много-
образий m-групп Λm, где Inv(z) = z−1 для любого z ∈ Z.

Говорят, что многообразие m-групп X накрывает многообразие m-
групп Y , если X ⊆ Y и для любого многообразия m-групп Z такого, что
X ⊆ Z ⊆ Y следует, что X = Z или Y = Z.

Пусть (Gα, ϕα) – произвольные m-группы, где α принадлежит неко-
торому множеству индексов J . Тогда декартово произведение

∏
α∈J

(Gα, ϕα)

этих m-групп является m-группой относительно реверсивного автомор-
физма Φ, определенного по правилу:

Φ(D)(α) = ϕα(dα),

где D(α) = dα для любого элемента D ∈ ∏
α∈J

(Gα, ϕα), т.е. D(α) есть

значение элемента D на α ∈ G.
Пусть G – произвольная `-группа и ϕ – реверсивный автоморфизм

второго порядка на G, тогда для любого x ∈ G выполняется следующее
равенство ϕ(|x|) = |ϕ(x)|−1 [5]. Из этого факта непосредственно следует
справедливость следующего утверждения.

Предложение 1.1. Пусть G – произвольная `-группа и ϕ – ревер-
сивный автоморфизм второго порядка на группе G, тогда для любого
x ∈ G выполняется следующее равенство

ϕ(|x| ∨ |ϕ(x)|) = (|x| ∨ |ϕ(x)|)−1.

Через Lp будем обозначать многообразие `-групп, определяемое тож-
деством [xp, yp] = e. Пусть P – множество неотрицательных чисел 0, 1, . . . ,
p− 1 и для любой `-группы G и любых элементов x, y ∈ G положим [6]:

d0(x, y) = x ∧ x−1ypx ∧ . . . ∧ x−(p−1)ypxp−1;

di(x, y) = x−id0(x, y)xi, (i = 1, 2, . . . , p− 1);

ci(x, y) =
∨

j∈(P\(i))
(di(x, y) ∧ dj(x, y)), (i ∈ P );

ai(x, y) = di(x, y)c−1
i (x, y), (i ∈ P ).

Непосредственно из определения следует, что ai(x, y) > e в G для любых
элементов x, y ∈ G и любого i ∈ P .
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Тогда справедливы следующие утверждения.
Лемма 1.2. [6] В любой `-группе G ∈ Lp справедливы следующие

равенства:
ci(x, y) = cj(x, y), (i, j ∈ P );

ai(x, y) ∧ aj(x, y) = e, (i, j ∈ P, i 6= j);

x−1ai(x, y)x = ai+1(x, y), (i ∈ P, i 6= p− 1);

x−1ap−1(x, y)x = a0(x, y).

Лемма 1.3. [6] Пусть G ∈ Lp\A. Тогда существуют элементы
x, y ∈ G такие, что ai(x, y) > e, для всех i ∈ P .

Пусть (G,ϕ) –произвольная m-группа и H – ее произвольная `-под-
группа. Тогда H называется m-подгруппой m-группы (G,ϕ) если для
произвольного x ∈ H следует, что ϕ(x) ∈ H. Таким образом m-подгруппа
H является m-группой относительно индуцированных операций и эту m-
группу будем обозначать (H, ϕ|H), где ϕ|H – ограничение автоморфизма
ϕ на группе H.

Так как любое многообразие m-групп является радикальным клас-
сом [7], то в любой m-группе G есть наибольшая выпуклая абелева m-
подгруппа, которая называется абелевым радикалом m-группы G и обо-
значается A(G).

Гомоморфизм τ отображающий m-группу (G,ϕ) в m-группу (H, ψ)
такой, что выполняются равенства:

τ(x ∨ y) = τ(x) ∨ τ(y),

τ(x ∧ y) = τ(x) ∧ τ(y),

τ(ϕ(x)) = ψ(τ(x))

для всех x, y ∈ (G,ϕ), называется m-гомоморфизмом (гомоморфизмом
m-групп).

Основные факты и определения по теории групп можно найти в [8],
по теории алгебраических систем – в [4].

2 Основной результат
Пусть p – простое число, Sp = gp < a0, a1, . . . , ap−1, b |b−1aib = aj, i +

1 ≡ j(mod p) > – группа, порожденная элементами a0, a1, . . . , ap−1, b и
x = bnak0

0 ak1
1 . . . a

kp−1

p−1 > e в Sp, тогда и только тогда, когда n > 0 или n = 0
и k0 > 0, k1 > 0, . . . , kp−1 > 0. Непосредственная проверка показывает,
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что Sp является `-группой относительно этого порядка [2] (стр. 212) и
обладает следующими свойствами:

1) `-группа Sp подпрямо неразложима;
2) `-группа Sp конечно определена в сигнатуре `-групп.
В работе М.Жираде, И.Рахунека [1] на `-группе Sp, где p – про-

стое число, определен реверсивный автоморфизм второго порядка. На-
помним это определение. Пусть p > 3, тогда реверсивный автомор-
физм второго порядка ϕ определим по следующему правилу: ϕ(b) =
b−1, ϕ(a0) = a−1

0 , ϕ(ai) = a−1
p−i

для всех i 6= 0, где число p− i – оста-
ток от деления числа p − i на число p. Для p = 2 определим ревер-
сивный автоморфизм второго порядка ϕ на `-группе S2 по правилу:
ϕ(a0) = a−1

1 , ϕ(a1) = a−1
0 , ϕ(b) = b−1. Тогда (Sp, ϕ) является m-группой

для любого простого числа p. Через Sp обозначим m-многообразие, по-
рожденное m-группой (Sp, ϕ).

Теорема 2.1. Для любого простого числа p многообразие m-групп
Sp, порожденное m-группой (Sp, ϕ) накрывает многообразие абелевых
m-групп A в решетке многообразий m-групп Λm.

Доказательство. Вначале докажем, что m-многообразие A содер-
жится в m-многообразии Sp. Для этого достаточно доказать (с учетом
результатов М.Жираде, И.Рахунека [1]), что m-многообразие Sp содер-
жит m-подгруппу m-изоморфную m-группе (Z×Z∗, Exch). Рассмотрим
m-подгруппу (A,ϕ), порожденную элементами a1, ap−1. Тогда произволь-
ный элемент x ∈ A имеет вид x = as

1a
t
p−1 и x = as

1a
t
p−1 > e, если

s > 0 и > 0, тогда ϕ(as
1a

t
p−1) = a−t

1 a−s
p−1 6 e. Определим отображение

α : A → Z × Z∗ по правилу: α(as
1a

t
p−1) = (s,−t). Изоморфизм Z × Z∗ и

A как групп очевиден. Покажем, что эти группы `-изоморфны. Пусть
as

1a
t
p−1 > e, т.е. s > 0 и t > 0 α(as

1a
t
p−1) = (s,−t) > 0, т.к. s > 0 и

−t < 0 в линейно упорядоченной группе Z, т.е. отображение α явля-
ется порядковым. Покажем,что это отображение сохраняет решеточ-
ные операции, т.е. α(x ∨ y) = α(x) ∨ α(y) и α(x ∧ y) = α(x) ∧ α(y)
для любых элементов x = as

1a
t
p−1 и y = as1

1 at1
p−1 из `-группы A. Дей-

ствительно, α(x ∨ y) = α(as
1a

t
p−1 ∨ as1

1 at1
p−1) = α(a

max(s,s1)
1 a

max(t,t1)
p−1 ) =

(max(s, s1),−max(t, t1)). Вычислим α(x)∨α(y) = α(as
1a

t
p−1)∨α(as1

1 at1
p−1) =

(s,−t)∨ (s1,−t1) = (max(s, s1),min(−t,−t1)) = (max(s, s1),−max(t, t1)).
Аналогично доказывается равенство α(x ∧ y) = α(x) ∧ α(y).

Докажем, что α является m-изоморфизмом. Для этого достаточно
показать, что выполняется равенство α(ϕ(x)) = Exch(α(x)) для про-
извольного элемента x ∈ (A,ϕ). Пусть as

1a
t
p−1 ∈ (A,ϕ), тогда ϕ(x) =

ϕ(as
1a

t
p−1) = a−t

1 a−s
p−1. Рассмотрим элемент α(ϕ(x)) = α(ϕ(as

1a
t
p−1)) =

α(a−t
1 a−s

p−1) = (−t, s) и элемент Exch(α(x)) = Exch(α(as
1a

t
p−1)) = Exch (s,
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− t) = (−t, s). Тем самым доказан m-изоморфизм m-групп (A,ϕ) и
(Z× Z∗, Exch).

Поскольку m-группа (Sp, ϕ) неабелева, то m-многообразие Sp строго
содержит m-многообразие A. Покажем, что m-многообразие Sp накры-
ваетA в решетке m-многообразий Λm. Для этого достаточно установить,
что всякая некоммутативная m-группа из Sp содержит m-подгруппу, m-
изоморфную m-группе (Sp, ϕ). Пусть P = {0, 1, . . . , p − 1} и K – произ-
вольная неабелева m-группа из многообразия Sp . По леммам 1.2 – 1.3
в K существуют элементы x, y такие,что x > e и слова x−1ai(x, y)x =
ai+1(x, y) попарно ортогональные и положительные в `-группе K.

Рассмотрим случай когда простое число p > 3. По теореме Биркгофа
[4] Sp = varm(Sp, ϕ) = HS

∏
α∈J

(Sp, ϕ)α. Тогда K является гомоморфным

образом некоторой m-группы G, являющейся m-подгруппой декартова
произведения

∏
α∈J

(Sp, ϕ)α. Обозначим этот гомоморфизм m-группы G на

m-группу K через χ. Пусть X,Y прообразы элементов x, y ∈ K соответ-
ственно, то тогда X ∨ e и Y также прообразы этих элементов соответ-
ствено и (с учетом лемм 1.2 – 1.3) имеем ai(X ∨ e, Y ) > e в группе G, а
χ(X ∨ e) = χ(X) = x > e. Поэтому можно считать , что X > e. Пусть
Ai = ai(X,Y ). Тогда `-группа gp(X,Ai), порожденная элементами X и
Ai изоморфна `-группе Sp, где i ∈ P .

Элементы m-группы G являются элементами декартова произведе-
ния

∏
α∈J

(Sp, ϕ)α и пусть значения X(α) и Ai(α) элементов X и Ai при-

надлежат m-группе (Sp, ϕ). Так как элементы Ai (i ∈ P ) попарно ор-
тогональны и сопряжены, то значения Ai(α) данных элементов лежат
в абелевом радикале A(Sp) m-группы (Sp, ϕ) и Ai(α) равно e или a

t(k)
k ,

где t(k) – произвольное натуральное число, k ∈ P . Если A0(α) = e, то
элемент X(α) ∈ Sp имеет вид, т.е. X(α) = bs(α)a

k0(α)
0 . . . a

kp−1(α)
p−1 > e. Если

же A0(α) = a
t(k)
k , то X(α) = bs(α)a

k0(α)
0 . . . a

kp−1(α)
p−1 , где s(α) и p взаимно

простые числа. Тогда множество индексов J разбивается в объединение
двух непересекающихся множеств J1 и J2, где множество индексов J1

состоит из тех элементов α таких, что Ai(α) = e, множество индексов
J2 состоит из тех элементов α, что Ai(α) = a

t(k)
k , t(k) > 0.

Пусть Z = |X| ∨ |Φ(X)|. Тогда непосредственные вычисления пока-
зывают, что `-группа gp(Z,Ai), порожденная элементами Z и Ai (i ∈ P ),
изоморфна `-группе Sp. Используя определение реверсивного автомор-
физма Φ, имеем если α ∈ J1, то Ai(α) = e для всех индексов i ∈ P и в
этом случае (|Ai| ∧ |Φ(Ai)|)(α) = e, если α ∈ J2, то
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(|Ai| ∧ |Φ(Ai)|)(α) =

{
a

t(k)
0 , если Ai(α) = a

t(k)
0 ;

e, если Ai(α) = a
t(s)
s s ∈ P, s 6= 0.

Положим C =
∨
i∈P

(|Ai| ∨ |Φ(Ai)|). Тогда значение C(α) элемента C =
∨
i∈P

(|Ai| ∨ |Φ(Ai)|) имеет вид:

C(α) =

{
a

t(k)
0 (t(k) > 0), если α ∈ J2;

e, если α ∈ J1.

Действительно, пусть α ∈ J2 и Ai(α) = a
t(k)
k , где t(k) > 0. Тогда среди

индексов 0, 1, 2, . . . , p−1 найдется такой i0, что Ai0(α) = a
t(k)
0 , так как все

Ai (i ∈ P ) попарно ортогональны и сопряжены, то для произвольного
индекса i ∈ P, i 6= i0 имеем Ai(α) 6= a

t(k)
0 . Поэтому, используя определе-

ние реверсивного автоморфизма Φ, получаем (|Ai| ∧ |Φ(Ai)|)(α) = e для
всех i ∈ P и i 6= i0.

Покажем, что `-группа B(p) = `-gp(Z, C), порожденная элементами
Z и C, является m-группой и, более того, m-группа (B(p), Φ|B(p)) являет-
ся m-изоморфной m-группе (Sp, ϕ). Действительно, так как Φ является
автоморфизмом декартова произведения

∏
α∈J

(Sp, ϕ)α, то

Φ(ZmCk0(CZ)k1 . . . (CZp−1

)kp−1) = Φ(Zm)Φ(Ck0)Φ((CZ)k1) . . . Φ((CZp−1

)kp−1).

По выбору элемента Z и по предложению 1.1 имеем:

Φ(Z) = Z−1.

Далее,

Φ(C) = Φ(
∨
i∈P

(|Ai| ∨ |Φ(Ai)|) =
∧
i∈P

Φ(|Ai| ∨ |Φ(Ai)|) =

=
∧
i∈P

(|Ai| ∨ |Φ(Ai)|)−1 = (
∨
i∈P

(|Ai| ∨ |Φ(Ai)|))−1 = C−1,

т.е.
Φ(CZ) = C−1.

В силу соотношений CZp
= C, CZp−i

= CZ−i для i = 1, 2, . . . , p − 1
получаем

Φ(CZp−i

) = Φ(CZ−i

) = (C−1)Zi

= (CZi

)−1.
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Из этих соотношений получаем:

Φ(ZmCk0(CZ)k1 . . . (CZp−1

)kp−1) = Z−mC−k0(CZ)−kp−1 . . . (CZp−1

)−k1 .

Последнее равенство доказывает изоморфизм m-групп (B(p), Φ|B(p))
и (Sp, ϕ).

Применим m-гомоморфизм χ к элементам Z и C и покажем, что
χ(C) 6= e. Рассмотрим значение элемента C ∨ CZ ∨ CZ2 ∨ . . . ∨ CZp−1 на
α ∈ J2, т.е.

(C ∨ CZ ∨ CZ2 ∨ . . . ∨ CZp−1

)(α) = a
t(k)
0 ∨ at(k) ∨ . . . a

t(k)
p−1,

Очевидно, что

(C ∨ CZ ∨ CZ2 ∨ . . . ∨ CZp−1

)(α) > A0(α) 6= e

для любого индекса α ∈ J = J1 ∪ J2. Следовательно

C ∨ CZ ∨ CZ2 ∨ . . . ∨ CZp−1 > A0 = a0(x, y).

Поэтому

χ(C ∨ CZ ∨ CZ2 ∨ . . . ∨ CZp−1

) > χ(A0) = χ(a0(x, y)) > e

в m-группе K. Таким образом, χ(C) > e и, следовательно, χ(C) 6= e.
Так как элементы χ(C) и χ(CZ) ортогональны, то группа χ(B(p), Φ|B(p))
является неабелевой. Используя изоморфизм m-групп (B(p), Φ|B(p)) и
(Sp, ϕ) и подпрямую неразложимость `-группы Sp, получаем, что m-
группа χ(B(p), Φ|B(p)) изоморфна m-группе (Sp, ϕ), что и доказывает
теорему для любого простого числа p > 3.

Рассмотрим теперь случай p = 2. По теореме Биркгофа [4] S2 =
varm(S2, ϕ) = HS

∏
α∈J

(S2, ϕ)α. Тогда произвольная неабелева m-группа

K из m-многообразия Sp является гомоморфным образом некоторой m-
группы G, являющейся m-подгруппой декартова произведения

∏
α∈J

(S2, ϕ)α.

Обозначим гомоморфизм m-группы G на m-группу K через χ. Пусть X
и Y прообраы элементов x и y соответствено относительно гомоморфиз-
ма χ. Без ограничения общности можно считать, что X > e. Тогда (с
учетом лемм 1.2 – 1.3) имеем a0(X, Y ) > e и a1(X, Y ) > e в группе G.
Пусть Ai = ai(X, Y ). Тогда `-группа `-gp(X, A0, A1), порожденная эле-
ментами X, A0 и A1, изоморфна `-группе S2.

Элементы m-группы G являются элементами декартова произведе-
ния

∏
α∈j

(S2, ϕ)α и пусть значения X(α), A0(α) и A1(α) элементов X,A0, A1
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соответственно принадлежат m-группе (S2, ϕ). Так как элементы A0 и
A1 ортогональны и сопряжены, то значения Ai(α) данных элементов ле-
жат в абелевом радикале A(S2) m-группы (S2, ϕ) и Ai(α) равно либо
e, либо a

t(k)
k , где t(k) – произвольное натуральное число для i = 0, 1 и

k = 0, 1. Если A0(α) = e, то элемент X(α) из m-группы (S2, ϕ) имеет вид:
X(α) = bs(α)a

k0(α)
0 a

k1(α)
1 . Если же A0(α) = a

t(k)
k , то X(α) = bs(α)a

k0(α)
0 a

k1(α)
1 ,

где s(α) нечетное число. Пусть множество индексов J = J1 ∪ J2, где
множество индексов J1 состоит из тех элементов α таких, что Ai(α) = e,
множество индексов J2 состоит из тех элементов α, что Ai(α) = a

t(k)
k для

i = 0, 1.
Пусть Z = |X| ∨ |Φ(X)|. Тогда непосредственные вычисления пока-

зывают, что `-группа B(2) = `-gp(Z, A0, A1), порожденная элементами
Z, A0 и A1, изоморфна `-группе S2, при этом AX

0 = AZ
0 . Покажем, что

`-группа B(2) является m-группой и, более того, m-группа (B(2), Φ|B(2))
является m-изоморфной m-группе (S2, ϕ). Действительно, так как Φ яв-
ляется автоморфизмом декартова произведения

∏
α∈J

(S2, ϕ)α, то

Φ(ZmAk0
0 (AZ

0 )k1) = Φ(Zm)Φ(Ak0
0 )Φ((AZ

0 )k1).

По выбору элементов Z и A0, и по предложению 1.1 имеем: Φ(Z) =
Z−1, Φ(A0) = A−1

1 . Далее, Φ(AZ
0 ) = Φ(AX

0 ) = A−1
0 . Из этих соотношений

получаем:
Φ(ZmAk0

0 (AZ
0 )k1) = Z−mA−k1

0 (AZ
0 )−k0 .

Последнее равенство доказывает изоморфизм m-групп (B(2), ϕ|B(2)) и
(S2, ϕ). Далее, применяя рассуждения аналогичные выше рассмотренно-
му случаю, получаем справедливость теоремы для простого числа p = 2.
2
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Следуя [1] силовскую 2-подгруппу группы S2n можно определить по
индукции следующим образом: P1 = 〈σ | σ2 = 1〉; если подгруппа Pn−1

уже определена, то группа Pn порождается инволюцией σ и подгруппой
Pn−1, причем выполняются условия: Pn−1∩P σ

n−1 = 1 и abσ = bσa для лю-
бых a, b ∈ Pn−1. Отсюда, в частности, следует, что любой элемент группы
Pn представим либо в виде ab, либо в виде σab, где a ∈ Pn−1, b ∈ P σ

n−1.
В Коуровской тетради Берковичем поставлен следующий вопрос: раци-
ональны ли силовские 2−подгруппы симметрических групп S2n (группа
G называется рациональной, если каждый ее неприводимый комплекс-
ный характер принимает только рациональные значения). Справедлива

Теорема. Все неприводимые комплексные характеры силовской 2-
подгруппы симметрической группы S2n принимают рациональные зна-
чения.

Доказательство. Подгруппа P1, очевидно, рациональна. Пусть уже
доказана рациональность подгрупп Pk для k = 1, ..., n − 1. Докажем
рациональность Pn.

Заметим (см., например, [2]), что для произвольной конечной группы
G условие рациональности всех комплексных характеров на элементе
g ∈ G эквивалентно следующему условию: для любого натурального
числа i такого, что (i, |g|) = 1 элементы g и gi сопряжены в G. Так как
Pn — 2-группа, то нам необходимо и достаточно показать, что любой ее
элемент сопряжен с любой своей нечетной степенью.

Случай 1. g = g1g2, где g1 ∈ Pn−1, g2 ∈ P σ
n−1.

44
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Так как g1g2 = g2g1, то g2k+1 = g2k+1
1 g2k+1

2 . По предположению индукции
существуют такие элементы a ∈ Pn−1 и b ∈ P σ

n−1, что ag1a
−1 = g2k+1

1 и
bg2b

−1 = g2k+1
2 . Отсюда

(ab)g(ab)−1 = (ab)g1g2(b
−1a−1) = (ag1a

−1)(bg2b
−1) = g2k+1

1 g2k+1
2 = g2k+1.

Случай 2. g = σg1g2, где g1 ∈ Pn−1, g2 ∈ P σ
n−1.

Докажем индукцией по k, что

g2k+1 = σ(g1g
σ
2 )kg1(g2g

σ
1 )kg2 (2.1)

При k = 0 равенство (2.1), очевидно, выполняется Далее

g2k+3 = σ(g1g
σ
2 )kg1(g2g

σ
1 )kg2(σg1g2)(σg1g2)

= σ(g1g
σ
2 )kg1(g2g

σ
1 )kg2g

σ
1 gσ

2 g1g2

= σ(g1g
σ
2 )kg1g

σ
2 g1(g2g

σ
1 )kg2g

σ
1 g2

= σ(g1g
σ
2 )k+1g1(g2g

σ
1 )k+1g2.

Таким образом равенство (2.1) доказано.
Элемент g1g

σ
2 лежит в Pn−1. Поэтому по индукционному предполо-

жению в Pn−1 найдется такой элемент x, что

xg1g
σ
2 x−1 = (g1g

σ
2 )2k+1 (2.2)

Положим
a = (gσ

2 g1)
kgσ

2 x(gσ
2 )−1 (2.3)

Тогда
a−1 = gσ

2 x−1(gσ
2 )−1(gσ

2 g1)
−k

= g−1
1 x−1xg1g

σ
2 x−1(gσ

2 )−1(gσ
2 g1)

−k

= g−1
1 x−1(g1g

σ
2 )2k+1(gσ

2 )−1(gσ
2 g1)

−k

= g−1
1 x−1(g1g

σ
2 )kg1.

последний переход осуществляем следующим образом: расписываем
(g1g

σ
2 )2k+1 = g1g

σ
2 ...g1g

σ
2 и (gσ

2 g1)
−k = g−1

1 (gσ
2 )−1...g−1

1 (gσ
2 )−1, а затем произ-

водим очевидные сокращения. Таким образом

a−1 = g−1
1 x−1(g1g

σ
2 )kg1. (2.4)

Из равенств (2.3) и (2.4) следует, что

agσ
2 x−1 = (gσ

2 g1)
kgσ

2 , (2.5)
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xg1a
−1 = (g1g

σ
2 )kg1. (2.6)

Из (2.5), сопрягая элементом σ, получим

aσg2(x
−1)σ = (g2g

σ
1 )kg2. (2.7)

Положим b = xσ. Тогда и bσ = x равенства (2.6),(2.7) перепишутся в
виде

bσg1a
−1 = (g1g

σ
2 )kg1,

aσg2b
−1 = (g2g

σ
1 )kg2.

Отсюда
(ab)g(ab)−1 = abga−1b−1

= abσg1g2a
−1b−1

= σaσbσg1g2a
−1b−1

= σ(bσg1a
−1)(aσg2b

−1)

= σ(g1g
σ
2 )kg1(g2g

σ
1 )kg2 = g2k+1.

Теорема доказана.
Из доказанной теоремы вытекает положительное решение вопроса

15.25 (Беркович) из Коуровской тетради.
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Пусть L — счетный язык первого порядка. Повсюду в этой статье
мы рассматриваем L-структуры и предполагаем что L содержит символ
бинарного отношения <, который интерпретируется в этих структурах
как линейный порядок. Для произвольных подмножеств A,B структуры
M мы пишем A < B, если a < b всякий раз когда a ∈ A и b ∈ B. Если
A ⊂ M и x ∈ M , то мы пишем A < x, если A < {x}. Для произвольного
полного 1-типа p мы обозначаем через p(M) множество реализаций типа
p в M.

Открытый интервал I в структуре M есть параметрически опреде-
лимое подмножество структуры M вида I = {c ∈ M : M |= a < c < b}
для некоторых a, b ∈ M ∪ {−∞,∞}, где a < b. Аналогично, мы можем
определить замкнутые, полуоткрытые-полузамкнутые и т.п. интерва-
лы в M, так что например произвольная точка структуры M является
сама (тривиальным) замкнутым интервалом. Подмножество A структу-
ры M называется выпуклым, если для любых a, b ∈ A и c ∈ M всякий
раз когда a < c < b мы имеем c ∈ A.

Данная статья касается понятия слабой о-минимальности, впервые
введенного М. Дикманном в [1]. Слабо о-минимальная структура есть
линейно упорядоченная структура M = 〈M, =, <, . . .〉 такая, что лю-
бое определимое (с параметрами) подмножество структуры M является
объединением конечного числа выпуклых множеств в M. Вспомним что
такая структура M называется о-минимальной, если каждое определи-
мое (с параметрами) подмножество структуры M является объедине-
нием конечного числа интервалов в M. Понятие о-минимальности было
введено А. Пиллэем и Ч. Стейнхорном в [2]. Ранг выпуклости формулы
с одной свободной переменной введен в [3]. В частности, теория имеет
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ранг выпуклости 1, если не существует определимого (с параметрами)
отношения эквивалентности с бесконечным числом выпуклых бесконеч-
ных классов. Очевидно что о-минимальная теория имеет ранг выпук-
лости 1. В настоящей работе мы классифицируем поведение одномест-
ной функции во множестве реализаций неалгебраического 1-типа слабо
о-минимальной теории в терминах глубины функции (Теорема 19), а
также доказываем некоторые свойства неортогональности неалгебраи-
ческих 1-типов в слабо о-минимальной теории ранга выпуклости 1 (Тео-
рема 24).

Определение 1. [3] Пусть M — линейно упорядоченная структура,
φ(x) — M -определимая формула с одной свободной переменной.

Ранг выпуклости формулы φ(x) (RC(φ(x))) определяется следую-
щим образом:

1) RC(φ(x)) = −1, если M |= ¬∃xφ(x)
2) RC(φ(x)) ≥ 0, если M |= ∃xφ(x)
3) RC(φ(x)) ≥ 1, если φ(M) бесконечно
4) RC(φ(x)) ≥ α + 1, если существует параметрически определимое

отношение эквивалентности E(x, y), такое что существуют bi, i ∈ ω, ко-
торые удовлетворяют следующим условиям:

• Для любых i, j ∈ ω, всякий раз когда i 6= j, тогда M |= ¬E(bi, bj)

• Для любого i ∈ ω RC(E(x, bi)) ≥ α

• Для любого i ∈ ω E(M, bi) является выпуклым подмножеством
множества φ(M)

5) RC(φ(x)) ≥ δ, если RC(φ(x)) ≥ α для всех α ≤ δ (δ предельный
ординал)

Если RC(φ(x)) = α для некоторого α, мы говорим что RC(φ(x))
определяется. В противном случае ( т.e. если RC(φ(x)) ≥ α для всех α)
мы полагаем RC(φ(x)) = ∞.

В следующих определениях M — слабо о-минимальная структура,
A, B ⊆ M , M — |A|+-насыщенна, p, q ∈ S1(A) — неалгебраические.

Определение 2. (Байжанов Б.С., [4]) Будем говорить что тип p не
является слабо ортогональным типу q (p 6⊥w q), если существуют A-
определимая формула H(x, y), α ∈ p(M) и β1, β2 ∈ q(M) такие что β1 ∈
H(M,α) и β2 6∈ H(M,α).

Лемма 3. [4], Следствие 34 (iii)) 6⊥w является отношением эквива-
лентности на S1(A).
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Определение 4. (Байжанов Б.С., [5]) Будем говорить что тип p не
является почти ортогональным типу q (p 6⊥a q), если существуют
A-определимая формула H(x, y), α ∈ p(M) и β1, β2 ∈ q(M) такие что
H(M,α) 6= ∅ и β1 < H(M,α) < β2.

Факт 5. p 6⊥a q ⇒ p 6⊥w q.

Определение 6. (Байжанов Б.С., [5]) Будем говорить что слабо о-
минимальная теория T является почти о-минимальной, если для лю-
бой модели M |= T для любого A ⊆ M для любых неалгебраических
типов p, q ∈ S1(A) имеет место следующее: p ⊥a q ⇔ p ⊥w q.

Факт 7. Любая о-минимальная теория является почти о-минимальной.

Пример 8. Пусть M = 〈M,<, =, U1
1 , U1

2 , R2〉, где 〈M, <〉 имеет порядко-
вый тип Q. Универсум M есть непересекающееся объединение U1 и U2

с условием a < b всякий раз когда a ∈ U1, b ∈ U2, и каждый предикат
Ui не имеет концевых точек в M . Чтобы определить R, отождествим
Ui с Q для каждого i ≤ 2, и для любых a ∈ U1 и b ∈ U2 мы имеем
R(a, b) ⇔ b < a +

√
2.

Очевидно что Th(M) допускает элиминацию кванторов. Можно до-
казать что Th(M) — слабо о-минимальная теория. Пусть p = {U1}, q =
{U2}. Очевидно что p, q ∈ S1(∅), p ⊥a q, но p 6⊥w q, т.е. Th(M) не является
почти о-минимальной.

Лемма 9. ([3], Следствие 5.5) Пусть T — слабо о-минимальная теория
ранга выпуклости 1. Тогда T имеет Принцип Замены для алгебраиче-
ского замыкания.

Пусть Y ⊂ Mn+1 — ∅–определимо, π : Mn+1 → Mn — проекция, от-
брасывающая последнюю координату, Z := π(Y ), и для ā ∈ Z Yā :=
{y : (ā, y) ∈ Y }. Предположим, что для каждого ā ∈ Z множество Yā

ограничено сверху, но не имеет супремума в M. Определим отношение
эквивалентности ∼ на Mn следующим образом: множество Mn \ Z яв-
ляется одним ∼-классом, и для ā, b̄ ∈ Z ā ∼ b̄ тогда и только тогда,
когда sup Yā = sup Yb̄. Пусть Z := Z/ ∼, и для каждого x̄ пусть [x̄] обо-
значает ∼-класс кортежа x̄. Существует естественный ∅–определимый
линейный порядок на M ∪ Z, определенный следующим образом: если
ā 6∈ Z, тогда [ā] < x для всех x ∈ M ; если ā ∈ Z и x ∈ M, тогда [ā] < x
тогда и только тогда, когда w < x для любого w ∈ Yā. Ясно что если
ā 6∼ b̄, тогда существует x ∈ M, такой что [ā] < x < [b̄] или [b̄] < x < [ā],
поэтому мы получаем линейный порядок на M ∪Z. Мы называем такое
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множество Z сортом в M (в данном случае, ∅–определимым сортом).
Аналогично мы можем получить сорт в M, рассматривая инфинимумы
вместо супремумов.

Определение 10. [6] Пусть M — линейно упорядоченная структура,
D ⊆ M — бесконечно, K ⊆ M , f : D → K — функция. Будем говорить,
что f является опрятной, если выполняется одно из следующих свойств:

1. Для любого x ∈ D существует бесконечный интервал J ⊆ D, со-
держащий x, так что f является строго монотонно возрастающей
на J (будем говорить, что f локально возрастающая на D)

2. Для любого x ∈ D существует бесконечный интервал J ⊆ D, со-
держащий x, так что f является строго монотонно убывающей на
J (будем говорить, что f локально убывающая на D)

3. Для любого x ∈ D существует бесконечный интервал J ⊆ D, со-
держащий x, так что f является константой на J (будем говорить,
что f локально константа на D)

Определение 11. [6] Если M — линейно упорядоченная структура,
B ⊆ M, тогда будем говорить, что M имеет монотонность, если вся-
кий раз когда A ⊆ M — B–определимый сорт и f : M → A — B–
определимая частичная функция, мы имеем что существует m ∈ ω и
разбиение dom(f) на B–определимые множества X, I1, . . . , Im так что X
конечно, каждое Ii выпукло и бесконечно, и на каждом Ii функция f
является опрятной.

Теорема 12. (Арефьев Р.Д., [7]) Любая слабо о-минимальная струк-
тура имеет монотонность.

Будем говорить, что функция f является локально монотонной на
множестве D ⊆ M , если f не является строго монотонной на D и f
является либо локально возрастающей, либо локально убывающей, либо
локально константой на D.

Лемма 13. Пусть M — слабо о-минимальная структура, B,D ⊆ M ,
A ⊆ M — B-определимый сорт и f : D → A — B-определимая функция.
Предположим что функция f является локально монотонной на D.
Тогда существует B-определимое отношение эквивалентности Ef (x, y),
разбивающее D на бесконечное число выпуклых открытых классов.
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Доказательство Леммы 13.
Рассмотрим случай локально возрастающей функции. Тогда следующее
отношение является искомым:

Ef (x, y) := [x < y → ∀t[x < t < y → f(x) < f(t) < f(y))]∧

∧(x > y → ∀t[x > t > y → f(x) > f(t) > f(y))]

2

Следствие 14. Пусть T — слабо о-минимальная теория ранга выпук-
лости 1, M |= T, B ⊆ M. Тогда всякий раз когда A ⊆ M является
B–определимым сортом и f : M → A есть B–определимая частичная
функция, существует m ∈ ω и разбиение dom(f) на B–определимые
множества X, I1, . . . , Im так что X конечно, каждое Ii бесконечно и
выпукло, и на каждом множестве Ii функция f является строго мо-
нотонной или константой.

Следствие 15. Пусть T — слабо о-минимальная теория ранга выпук-
лости 1, M |= T, A ⊆ M, p ∈ S1(A) — неалгебраический. Тогда любая
функция в определимый сорт, область определения которой содержит
p(M), является монотонной или константой на p(M).

Лемма 16. Пусть T — слабо о-минимальная теория, M |= T , A ⊆ M ,
U(x), U ′(x) изолируют полные неалгебраические 1-типы над A, U(M)∩
U ′(M) = ∅. Предположим что существует b ∈ U(M) такой что dcl(A∪
{b}) ∩ U ′(M) 6= ∅. Тогда имеет место следующее:

1. Если в любой модели теории T имеет место Принцип Замены
для алгебраического замыкания, то существует A-определимая
биекция f : U(M) → U ′(M), являющаяся одной из следующих:
монотонная, локально возрастающая или локально убывающая.

2. Если T имеет ранг выпуклости 1, то существует A-определимая
монотонная биекция f : U(M) → U ′(M)

3. Если к пункту 1 или 2 добавить условие ℵ0-категоричности T ,
то данная биекция единственна.

Определение 17. (Вербовский В.В., [8]) Пусть M — слабо о-минимальная
структура, B, D ⊆ M , A ⊆ M — B-определимый сорт и f : D → A —
B-определимая функция, являющаяся локально возрастающей (убыва-
ющей) на D. Будем говорить, что функция f имеет глубину n на множе-
стве D, если существуют отношения эквивалентности E1(x, y), . . . , En(x, y),
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разбивающие D на бесконечное число бесконечных выпуклых классов
так что для любого 2 ≤ i ≤ n каждый Ei-класс разбивается на бес-
конечное число бесконечных выпуклых Ei−1-подклассов и выполняется
следующее:

• f |Ek
является локально убывающей (возрастающей) для любого

нечетного k ≤ n

• f |Ek
является локально возрастающей (убывающей) для любого

четного k ≤ n

• f |En является строго монотонной.

В этом случае функцию f будем называть локально возрастающей (убы-
вающей) глубины n.

Строго монотонно возрастающую (убывающую) функцию назовем
локально возрастающей (убывающей) глубины 0.

Теорема 18. (Вербовский В.В., [8]) Пусть — слабо о-минимальная
теория. Тогда любая функция в определимый сорт имеет конечную
глубину.

Теорема 19. Пусть T — слабо о-минимальная теория, M |= T , A ⊆
M , p ∈ S1(A) — неалгебраический. Предположим что существуют
a, b ∈ p(M) и формула Φ(x, y) такие что Φ(M, b) ⊆ p(M) и Φ(M, b) < a.
Тогда функция f(y) := sup Φ(M, y) имеет только одно из следующих
поведений на p(M):

1. f — локально возрастающая четной глубины.

2. f — локально убывающая нечетной глубины.

3. f — локально константа, причем f |Ef
является строго монотон-

но возрастающей на p(M).

Доказательство Теоремы 19.
1. Допустим противное: f — локально возрастающая нечетной глубины
n. Тогда из Определения 17 следует существование отношения эквива-
лентности En такого, что f |En — строго монотонно убывающая на p(M).
Рассмотрим следующие формулы:

θ+(x) := f(x) ≥ x, θ−(x) := f(x) < x

Очевидно что θ+(M)∩θ−(M) = ∅. Поймем что θ+(M)∩p(M) 6= ∅, θ−(M)∩
p(M) 6= ∅. Предположим что θ+(M) ∩ p(M) = ∅ и рассмотрим a1, a2 ∈
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p(M) такие что a1 < a2 и ¬En(a1, a2). Так как f |En строго монотонно
убывающая, то f(a1) > f(a2). Так как θ+(M) ∩ p(M) = ∅, то f(a2) <
f(a1) < a1 < a2. Очевидно что ¬En(f(a2), a2), поэтому f 2(a2) > f(a2). С
другой стороны, так как θ+(M)∩ p(M) = ∅, то f(a2) > f 2(a2). Противо-
речие. Следовательно, θ+(M) ∩ p(M) 6= ∅. Аналогично можно показать
что θ−(M) ∩ p(M) 6= ∅. Тогда получаем что как p(x) ∪ {θ+(x)}, так и
p(x)∪{θ−(x)} оба совместны, противореча тому что p является полным
типом над A. Аналогично рассматриваются остальные случаи. 2

Следствие 20. Пусть T — слабо о-минимальная теория, M |= T ,
A ⊆ M , p ∈ S1(A) — неалгебраический. Предположим что существуют
a, b ∈ p(M) такие что a 6= b и a ∈ dcl(A ∪ {b}). Тогда имеет место
следующее:

1. Если в любой модели теории T имеет место Принцип Замены для
алгебраического замыкания, то существует A-определимая биек-
ция f : p(M) → p(M), являющаяся либо локально возрастающей
четной глубины, либо локально убывающей нечетной глубины.

2. Если T имеет ранг выпуклости 1, то существует A-определимая
строго монотонно возрастающая биекция f : p(M) → p(M).

3. T не является ℵ0-категоричной.

Определение 21. (Байжанов Б.С., [5]) Пусть M — слабо о-минимальная
структура, A ⊆ M , M — |A|+-насыщенна, p ∈ S1(A) — неалгебраиче-
ский. Будем говорить что тип p является неодиночным, если суще-
ствуют A-определимая формула H(x, y) и α, γ1, γ2 ∈ p(M) такие что
H(M,α) \ {α} 6= ∅ и γ1 < H(M, α) < γ2.

Лемма 22. Пусть T — слабо о-минимальная теория ранга выпукло-
сти 1, M |= T , A ⊆ M , p1, p2 ∈ S1(A) — неалгебраические, p2 — одиноч-
ный. Предположим что существует b ∈ p1(M) такой что dcl(A, b) ∩
p2(M) 6= ∅. Тогда существует единственная A–определимая биекция
f : p1(M) → p2(M) так что f является монотонной.

Доказательство Леммы 22.
Учитывая Лемму 16, осталось показать единственность такой биекции.
Допустим противное: существует другая A-определимая биекция g :
p1(M) → p2(M). Так как f 6= g, то существует b ∈ p1(M) такой что
f(b) 6= g(b). Пусть f(b) = c1, g(b) = c2 и пусть для определенности
c1 < c2. Тогда gf−1 : p2(M) → p2(M) — биекция (определимая над
A), причем gf−1(c1) = c2. Рассмотрим следующую формулу: H(x, y) :=
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x ≤ y ≤ gf−1(x). Очевидно что H(x, y) — A-определимая формула и
c1 ≤ H(c1,M) ≤ c2, противореча одиночности типа p2. 2

Лемма 23. Пусть T — слабо о-минимальная теория ранга выпук-
лости 1, M |= T, A ⊆ M , p1, p2 ∈ S1(A) — неалгебраические, p2

— одиночный. Предположим что существует b ∈ p1(M) такой что
dcl(A, b) ∩ p2(M) = ∅. Тогда не существует A–определимой формулы
Θ(x, y) такой, что Θ(M, b) выпукло и для некоторых c1, c2 ∈ p2(M)
имеет место следующее: c1 < Θ(M, b) < c2.

Доказательство Леммы 23.
Допустим противное: предположим что существует A–определимая фор-
мула Θ(x, y) такая, что Θ(M, b) выпукло и существуют c1, c2 ∈ p2(M) с
условием c1 < Θ(M, b) < c2. Так как dcl(A, b)∩p2(M) = ∅, то Θ(M, b) бес-
конечно. Рассмотрим произвольный элемент c ∈ Θ(M, b) и g ∈ AutA(M)
такой, что g(c1) = c2. Тогда мы имеем

Θ(M, g−1(b)) < g−1(c2) = c1 < Θ(M, b) < c2 = g(c1) < Θ(M, g(b))

Так как c ∈ Θ(M, b), то мы имеем Θ(M, g−1(b)) < c < Θ(M, g(b)), т.е.
g−1(b), g(b) 6∈ Θ(c,M). Предположим что g(b) < b. Тогда мы имеем b <
g−1(b) и следовательно g(b) < Θ(c,M) < g−1(b). Рассмотрим следующую
формулу:

H(x, c) := ∃y[Θ(c, y) ∧Θ(x, y)]

Ясно что H(M, c) ⊆ p2(M). Покажем что существуют γ1, γ2 ∈ p2(M)
с условием γ1 < H(M, c) < γ2. Пусть D(x) := ∃yΘ(y, x), B := D(M).
Определим отношение эквивалентности ∼ на M следующим образом:
для любых a1, a2 ∈ B, a1 ∼ a2 тогда и только тогда, когда sup Θ(M, a1) =
sup Θ(M, a2). Пусть B := B/ ∼.
Определим функцию f : M → B следующим образом: f(x) := sup Θ(M,x).
В силу Следствия 15 f должна быть монотонной или константой на
p1(M). Так как существуют c1, c2 ∈ p2(M) такие что c1 < f(b) < c2,
то f не может быть константой. Если f является строго монотонно
возрастающей, то f(g−1(b)) > f(d) для любого d ∈ Θ(c,M). Если f
является строго монотонно убывающей, то f(g(b)) > f(d) для любого
d ∈ Θ(c,M). Таким образом, в любом случае существует γ2 ∈ p2(M)
такой что H(M, c) < γ2. Аналогично рассматривая µ(x) := inf Θ(M,x),
можно показать что существует γ1 ∈ p2(M) такой что γ1 < H(M, c).
Получаем противоречие одиночности типа p2. 2

Теорема 24. Пусть T — слабо о-минимальная теория ранга выпукло-
сти 1, M |= T, A ⊆ M , p1, p2 ∈ S1(A) — неалгебраические, p2 — одиноч-
ный. Предположим что p1 6⊥w p2. Тогда либо p1 ⊥a p2, либо существует
единственная A-определимая монотонная биекция f : p1(M) → p2(M).
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Доказательство Теоремы 24 следует из Лемм 22 и 23.

Следствие 25. Пусть T — почти о-минимальная теория ранга вы-
пуклости 1, M |= T , A ⊆ M , p1, p2 ∈ S1(A) — неалгебраические, p2

— одиночный. Тогда либо p1 ⊥w p2, либо существует единственная A-
определимая монотонная биекция f : p1(M) → p2(M).
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Введение. Подгруппу группы G назовем слабо дополняемой в G,
если она дополняема в некоторой большей подгруппе группы G или сов-
падает с G. Напомним, что подгруппу М называют дополняемой в груп-
пе G, если в G существует дополнение к ней, т.е. подгруппа К такая, что
M ∩K = 1 и MK = G. Группы с дополняемыми подгруппами (вполне
факторизуемые группы) изучены в работах Ф. Холла [1], С. Н. Черни-
кова [2] и Н. В. Баевой (Черниковой) [3], [4]. В "Коуровской тетради" [5]
записан вопрос 8.31 об описании конечных слабо факторизуемых групп,
т.е. групп у которых каждая подгруппа слабо дополняема. В работе
В. М. Левчука [6] рассматриваются некоторые свойства слабо факто-
ризуемых групп и выявляется склонность к слабой факторизуемости
силовских подгрупп конечных классических групп. Там же высказыва-
ется гипотеза о том, что простые неабелевы конечные группы со свой-
ством слабой факторизуемости исчерпываются единственной группой —
PSL2(7)( ∼= PSL3(2)).

Справедливость гипотезы для групп PSL2(q) над конечным полем
порядка q по существу вытекает из работы Н. Ито [7], описывающей
факторизации этих групп. В данной работе гипотеза подтверждается
для некоторых спорадических групп (теорема 2), для групп лиева типа
ранга 1 и групп PSL3(q), за несколькими исключениями (теоремы 1).

∗Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (код проекта 03-01-00905).
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§ 1. В этом параграфе доказывается следующая теорема.

Теорема 1 Пусть G(q) простая группа Шевалле лиева ранга 1 над
конечным полем порядка q или G(q) = PSL3(q). Если G(q) слабо фак-
торизуемая группа, то G(q) ∼= PSL3(q), q = 2, 3, 4.

В группах Шевалле мономиальная подгруппа N и подгруппа Боре-
ля (см. [8], [9]), как правило, являются максимальными подгруппами.
Отметим , что условие слабой дополняемости максимальных подгрупп
равносильно условию их дополняемости во всей группе ( см. лемма 3
[6]). Поэтому для доказательства теоремы достаточно установить не до-
полняемость подгруппы Бореля или мономиальной подгруппы во всей
группе.

Следующая лемма устанавливает не дополняемость подгруппы Бо-
реля в некоторых группах.

Лемма 1. В группах Sz(q), q = 22k+1, k ≥ 1 и Re(q), q = 32k+1, k≥ 1
подгруппа Бореля не дополняема.

Доказательство. В группе G(q) подгруппа Бореля совпадает с нор-
мализатором силовской p-подгруппы группы G(q), где p — характери-
стика основного поля.

Рассмотрим группу Sz(q), q = 22k+1, k ≥ 1 ( при k = 1 группа Sz(q)
так же как и Re(q) не является простой ). Как установлено в [10], мак-
симальная подгруппа группы Sz(q), q = 22k+1, k ≥ 1 сопряжена в ней с
одной из следующих подгрупп:

а) Sz(m), где mp = q, p-простое число, делящее 2k + 1, порядка
m2(m− 1)(m2 − 1);

б) группа Фробениуса порядка 4(q + r + 1), r2 = 2q ;
в) нормализатор в группе Sz(q) подгруппы всех ее диагональных

матриц, изоморфный диэдральной группе порядка 2(q − 1);
г) группа Бореля порядка q2(q − 1).
Пусть существует неединичное дополнение K к подгруппе Бореля в

Sz(q). В силу того, что |Sz(q)| = q2(q − 1)(q2 + 1), порядок группы K
равен (q2 + 1). Воспользовавшись описанием максимальных подгрупп
легко увидеть, что Sz(q) не содержит подгрупп такого порядка.

Аналогичные рассуждения применимы и для групп Re(q). Как уста-
новлено в [11], максимальная подгруппа группы Re(q), q = 32k+1, k≥ 1
сопряжена в ней с одной из следующих подгрупп:

а)C(η) - централизатор инволюции η порядка q(q2 − 1);
б) Re(m), где mp = q, p-простое число, делящее 2k + 1, порядка

m3(m− 1)(m3 − 1);
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в)N(Ai) - нормализатор подгруппы Ai, i = 1, 2, 3 , где Ai - цикли-
ческие холловы подгруппы порядка q + 1/4, q + 1 − 3n+1, q + 1 + 3n+1

соответственно;
г) группа Бореля порядка q3(q − 1).
Пусть k ≥ 1 и K — неединичное дополнение к подгруппе Бореля в

Re(q). Порядок группы Re(q) равен q3(q−1)(q3 +1), отсюда |K| = q3 +1.
Воспользовавшись описанием максимальных подгрупп легко увидеть,
что группа Re(q) не содержит подгрупп такого порядка. Лемма доказа-
на.

Далее, лемма 2 устанавливает не дополняемость мономиальных под-
групп в некоторых группах.

Лемма 2. В группах Sz(q) (q 6= 2), Re(q) (q 6= 3), PSL3(q) (q ≥ 5),
PSU3(q

2) мономиальная подгруппа N не дополняема .

Доказательство. Для групп Sz(q) и Re(q) справедливость утвер-
ждения вытекает из описания максимальных подгрупп в лемме 1. Мо-
номиальные подгруппы в данных группах имеют порядок 2(q − 1) и,
следовательно, дополнения к ним должны иметь порядки q2(q2 + 1)/2 и
q3(q3 + 1)/2, соответственно. Однако подгрупп таких порядков группы
Sz(q) и Re(q) не содержат.

Рассмотрим группы PSL3(q); их подгруппы PSL3(q) описаны (см.
[12] , [13], а так же [14]). Порядок мономиальной подгруппы N в PSL3(q)
равен 6(q− 1)2/d, d = (3, q− 1). Предположим, что существует дополне-
ние K к N . Тогда |K| = q3(q + 1)(q2 + q + 1)/6d. Однако группа PSL3(q)
не имеет подгрупп такого порядка. Действительно, подгруппа H груп-
пы SL3(q), q = pn (p–простое число), с точностью до сопряженности
совпадает с одной из следующих подгрупп (см. [13]):

а) подгруппа группы Mi = {‖akj‖ ∈ SL3(q) : aij = 0 при j 6= i}, i = 1;
б) подгруппа группы Mi

′ , полученной транспонированием матриц из
Mi, i = 1;

в) подгруппа нормализатора N(D) в SL3(q) подгруппы D всех диа-
гональных матриц из SL3(q);

г) 〈SL3(m), ‖a, a, a−2‖〉, где mk = q, число |a3| делит m− 1;
д) 〈SU3(m

2), ‖b, b, b−2‖〉, где m2k = q, число |b3| делит m + 1;
е) p > 2, mk = q, m > 3: образ G0m

∼= PSL2(m) группы SL2(m)
или образ G1m

∼= PGL2(m) группы GL2(m) при гомоморфизме группы
GL2(q);

ж) H имеет циклический нормальный делитель порядка, делящего
q2 + q + 1, индекс которого равен 1 или 3;

з) H ∼= A6(mod E), если q = 22k, либо q ≡ 1 или 19(mod 30);
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и) q = 52k: H
′ ⊃ E и H/E изоморфна A6, A7 или группе, содержащей

A6 с индексом 2;
к) p > 2: H ∼= A5 при q2 − 1 кратном 10 или H ∼= PSL2(7) при q3 − 1

кратном 7;
л) p > 2, q ≡ 1( mod 3): H содержит, как нормальный делитель,

группу T , порожденную матрицами ‖1, e, e2‖,



0 1 0
0 0 1
1 0 0


, где e 6= 1 —

кубический корень из единицы в поле GF (q).
Наконец рассмотрим группу PSU3(q

2). Ее порядок равен q3(q2 −
1)(q3 + 1)/d, d = (3, q − 1), а порядок мономиальной подгруппы равен
|N | = 2(q + 1). Пусть существует неединичное дополнение K к N . Со-
ответственно порядок подгруппы K равен q3(q− 1)(q3 + 1)/2d. K содер-
жит подгруппу Бореля группы PSU3(q

2), следовательно K удовлетво-
ряет условию теоремы 3 из [14] из которой следует, что подгруппы с
таким условием на порядок в PSU3(q

2) нет. Лемма доказана.

Теперь докажем теорему 1.

Доказательство теоремы 1. Как уже отмечалось, в работе Н. Ито
[7] рассмотрены все факторизации групп PSL2(q) над конечными поля-
ми порядка q откуда легко следует, что среди групп PSL2(q), только
группа PSL2(7) является слабо факторизуемой.

Справедливость теоремы 1 следует из леммы 1 и леммы 2, достаточ-
но заметить, что в группах Sz(q), q = 22k+1 и Re(q), q = 32k+1 при k ≥ 1
подгруппы Бореля являются максимальными, а для групп PSL3(q) и
PSU3(q

2) при q≥5, максимальными являются мономиальные подгруп-
пы. Теорема доказана.

§ 2. Далее рассмотрим некоторые спорадические группы

Теорема 2. Группы M11, M12, J2, J3 не являются слабо факторизу-
емыми

Доказательство. Максимальные подгруппы большенства споради-
ческих групп описаны в [17]. Группа M11 имеет порядок равный 7920 =
24.32.5.11, она обладает максимальной подгруппой GL2(3) порядка 48 =
24.3. Пусть существует дополнение K к GL2(3) в M11 тогда ввиду макси-
мальности GL2(3) порядок K равен 3.5.11. Как видно из описания мак-
симальных подгрупп группы M11, такая подгруппа может содержать-
ся только в PSL2(11) и должна содержать подгруппу Бореля группы
PSL2(11) порядка 5.11, а это противоречит максимальности подгруппы
Бореля в PSL2(11).
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Аналогичные рассуждения применимы и для группы M12. Порядок
группы M12 равен 95040 = 26.33.5.11, в ней содержится в качестве мак-
симальной подгруппы нормализатор нормальной четверной подгруппы
из G2, имеющий порядок 26.3. Пусть существует дополнение K к дан-
ной подгруппе, тогда его порядок равен 32.5.11. Как видно из [17] такую
подгруппу может содержать в M12 только максимальная подгруппа M11

. Так же как и для M11 получаем, что подгрупп такого порядка в M12

нет.
В группах J2 и J3 максимальная подгруппа L—нормализатор нор-

мальной четвертной подгруппы из силовской 2-подгруппы группы J2

имеет порядок 27.32 . Если существует неединичные дополнения к L в
J2 и J3, то их порядки равны 3.52.7 и 33.5.17.19 соответственно. Как
следует из описания максимальных подгрупп J2 и J3, подгрупп таких
порядков в J2 и J3 нет. Теорема доказана.
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§ 1. По известной теореме Р. Брауэра существует только конечное число
конечных простых групп с данным централизатором инволюции. К обобще-
нию приводит введенное В. П. Шунковым понятие параметра вложения ин-
волюции. Как обычно, централизатор элемента i в группе G обозначаем через
CG(i), класс сопряженных элементов группы G с представителем i — через
iG.

Определение (В. П. Шунков [2]). Параметром вложения инволюции i в
группе G назовем число

t(G, i) = maxg∈G|gCG(i) ∩ iGiG|.

Параметр вложения t(G, i) инволюции i бесконечной группы G очевидно
может быть и бесконечным. В. П. Шунковым доказана

Теорема (В. П. Шунков [5]). Существует только конечное число пери-
одических простых групп с инволюцией, имеющей конечный параметр вло-
жения, причем все такие группы конечны.

Условие конечности параметра вложения инволюции i является более сла-
бым, чем конечность централизатора CG(i), и поэтому теорема В. П. Шункова
обобщает теорему Р. Брауэра. В связи с теоремой В. П. Шункова естественно
возникает задача вычисления и оценки параметров вложения инволюций в
простых конечных группах.

Сопряженные в группе инволюции имеют одинаковые параметры вложе-
ния, так что параметр вложения инволюции в группе требуется вычислять
лишь для представителей из каждого класса сопряженных инволюций. В на-
стоящей статье вычисляются явно параметры вложения класса сопряженных
инволюций знакопеременных групп An с представителем (1 2)(3 4). Доказана

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант №02-01-00078)
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Теорема 1. В знакопеременной группе An, n ≥ 4, параметр вложения
инволюции (1 2)(3 4) равен числу

1
384

n8−11
96

n7+
1283
576

n6−5977
240

n5+
201667
1152

n4−76087
96

n3+
650797

288
n2−445849

120
n+2705.

Ранее задача вычисления и оценки параметров вложения инволюций ис-
следовалась автором [1] с использованием системы компьютерной алгебры
GAP для некоторых спорадических групп, а также для знакопеременных
групп An, n ≤ 11. См. также § 5.

§ 2. Нам потребуется описание классов сопряженных инволюций в An. В
[3, глава 5] описаны классы сопряженных элементов симметрической группы
подстановок Sn.

Лемма 1 [3]. Если

T = (a11 . . . a1r)(a21 . . . a2s) . . . (am1 . . . amt)

и

S =
(

a11 . . . a1r a21 . . . a2s . . . am1 . . . amt

b11 . . . b1r b21 . . . b2s . . . bm1 . . . bmt

)
,

то
S−1TS = (b11 . . . b1r)(b21 . . . b2s) . . . (bm1 . . . bmt).

Доказательство. Для произвольного элемента bj, k имеем

S−1TS : bj, k −→ aj, k −→ aj, k+1 −→ bj, k+1,

т.е. подстановка S−1TS переводит элемент bj, k в элемент bj, k+1. Лемма до-
казана.

Из леммы 1 почти непосредственно вытекает следующий критерий сопря-
женности в симметрической группе Sn (см. [3, теорема 5.1.3])

Следствие 1. Две подстановки сопряжены в симметрической группе
тогда и только тогда, когда они имеют одинаковое число циклов каждой
длины.

Классы сопряженных инволюций знакопеременных групп описывает

Лемма 2. Знакопеременная группа An (n ≥ 4) имеет, в точности,
[

n
4

]
классов сопряженных инволюций, представителями которых можно выбрать
следующие инволюции

τk = (1 2)(3 4)(5 6)(7 8) . . . (4k − 3 4k − 2)(4k − 1 4k), 1 ≤ k ≤
[n

4

]
.
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Доказательство. Подстановки τk не сопряжены в Sn, в силу следствия
1. Отсюда вытекает, что Sn и, тем более, An имеет не менее, чем

[
n
4

]
классов

сопряженных инволюций. Произвольная инволюция из An есть произведение
четного числа 2k независимых циклов длины 2. Она имеет вид (a1 a2)(a3 a4) . . .
. . . (a4k−1 a4k) и поэтому сопряжена подходящим элементом S ∈ Sn, как и в
лемме 1, с элементом τk. Тот же результат получим, если в нижней строке под-
становки S поменяем местами первые два элемента. Следовательно, S можно
выбрать в An. Лемма доказана.

Из определения параметра t(G, i) вытекают неравенства

t(G, i) ≤ |CG(i)|, t(G, i) ≤ |iGiG|,

определяющие верхние границы параметра вложения инволюции. Для ин-
волюции σ = (1 2)(3 4)(= τ1) получаем оценку t(An, σ) ≤ 4 · (n − 4)! как
показывает

Лемма 3. Порядок централизатора подстановки σ = (1 2)(3 4) в знако-
переменной группе An, n ≥ 4, равен

|CAn(σ)| = 4 · (n− 4)!

Доказательство. Если

π =
(

1 2 3 4 . . . n
j1 j2 j3 j4 . . . jn

)
,

то π−1σπ = (j1 j2)(j3 j4), по лемме 1. При π ∈ CAn(σ) получаем равенство
множеств {j5, . . . , jn} = {5, . . . , n}, так что упорядоченный набор j5, . . . , jn

можно выбрать (n− 4)! различными способами. Кроме того,

либо {j1, j2} = {1, 2}, {j3, j4} = {3, 4},
либо {j1, j2} = {3, 4}, {j3, j4} = {1, 2}.

Поэтому для выбора символов j1, j2, j3, j4 в подстановке π из Sn имеется
всего 8 возможностей; очевидно, лишь в половине этих случаев выполняется
включение π ∈ An. Таким образом, централизатор CAn(σ) состоит из 4·(n−4)!
подстановок. Лемма доказана.

§ 3. Следующая лемма и ее доказательство описывают произведение σAnσAn .

Лемма 4. Для инволюции σ = (1 2)(3 4) знакопеременной группы An, n ≥
5, имеем

|σAnσAn | = 1
384

n8− 1
32

n7 +
83
576

n6− 77
240

n5 +
547
1152

n4− 55
96

n3 +
109
288

n2− 3
40

n+1 =

= 4!C5
n + 3!C2

nC4
n−2 + 2!C3

n + 2!C3
nC3

n−3 + C2
nC2

n−2C
3
n−4 +

1
4!

C2
nC2

n−2C
2
n−4C

2
n−6+
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+
1
2!

C2
nC2

n−2 + 1.

Доказательство. Рассмотрим произведение подстановок

σ1 = (i1 i2)(i3 i4) ∈ σAn , σ2 = (j1 j2)(j3 j4) ∈ σAn

в зависимости от пересечения множеств I(σ1) = {i1, i2, i3, i4} и I(σ2) = {j1, j2,
j3, j4}.

Допустим, что I(σ1)∩ I(σ2) = ∅. Тогда σ1σ2 очевидно равно произведению

(i1 i2)(i3 i4)(j1 j2)(j3 j4) = π0

четырех независимых циклов длины 2. При этом первый цикл подстановки π0

можно выбрать C2
n способами, второй цикл — C2

n−2 способами, третий цикл
— C2

n−4 способами и четвертый — C2
n−6 способами. Так как эти четыре цикла

можно переставить 4! способами, то получаем 1
4!C

2
nC2

n−2C
2
n−4C

2
n−6 подстановок

вида π0.

Если I(σ1)∩ I(σ2) = {k}, то с точностью до перестановки сомножителей в
подстановках σ1 и σ2, общий символ k находится во вторых их сомножителях,
и даже является последним символом в них, с точностью до перестановки
символов в циклах. В этом случае произведение σ1σ2 равно

(i1 i2)(i3 k)(j1 j2)(j3 k) = (i1 i2)(j1 j2)(i3 j3 k) = π1

и количество подстановок вида π1 равно C2
nC2

n−2C
3
n−4.

Пусть I(σ1) ∩ I(σ2) = {k,m}. Тогда произведение σ1σ2 равно одной из
подстановок

(i1 i2)(k m)(j1 j2)(k m) = (i1 i2)(j1 j2) = π2,

(i1 k)(i3 m)(j1 k)(j3 m) = (i1 j1 k)(i3 j3 m) = π2′ ,

(i1 i2)(k m)(j1 k)(j3 m) = (i1 i2)(j1 k j3 m) = π2′′ .

Число подстановок вида π2 в σAnσAn равно 1
2!C

2
nC2

n−2, вида π2′ — 2!C3
nC3

n−3,
наконец, вида π2′′ — 3!C2

nC4
n−2.

Рассмотрим случай, когда I(σ1) ∩ I(σ2) = {k, m, q}. В этом случае произ-
ведение σ1σ2 имеет вид либо

(i1 k)(m q)(j1 k)(m q) = (i1 j1 k) = π3,

либо
(i1 k)(m q)(j1 m)(k q) = (i1 q j1 m k) = π3′ .

Количество подстановок вида π3 равно 2!C3
n, вида π3′ — 4!C5

n.
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В оставшемся случае, когда I(σ1) ∩ I(σ2) = {k,m, q, r}, имеем либо

σ1σ2 = (k m)(q r)(k q)(m r) = (k r)(m q) = π2,

либо σ1 = σ2 и σ1σ2 — тождественная подстановка.
Суммируя количество найденных подстановок, получаем искомую форму-

лу для |σAnσAn |. Лемма доказана.

§ 4.Доказательство теоремы 1.Исследуем пересечение CAn(σ)∩σAnσAn

и его мощность. Неединичные подстановки из произведения σAnσAn представ-
лены в доказательстве леммы 4 как подстановки вида πi, i = 0, 1, 2, 3, 2′, 2′′, 3′.
Перечислим подстановки πi, лежащие в централизаторе CAn(σ). Пусть k, l, m,
q, o, p, r, s — попарно различные элементы множества {5, 6, . . . , n}. Тогда под-
становки вида π0, лежащие в централизаторе, исчерпываются следующими:

3
2!C

2
n−4C

2
n−6 подстановок вида

(1 2)(3 4)(k l)(mq), (1 3)(2 4)(k l)(mq), (1 4)(2 3)(k l)(mq);

2
3!C

2
n−4C

2
n−6C

2
n−8 подстановок (1 2)(k l)(mq)(o p), (3 4)(k l)(mq)(o p);

1
4!C

2
n−4C

2
n−6C

2
n−8C

2
n−10 подстановок (k l)(mq)(o p)(r s).

Подстановкам вида π1 соответствуют следующие подстановки централи-
затора:

3·2!C3
n−4 подстановок вида (1 2)(3 4)(k l m), (1 3)(2 4)(k l m), (1 4)(2 3)(k l m);

2 · 2!C2
n−4C

3
n−6 подстановок (1 2)(k l)(mq o), (3 4)(k l)(mq o);

C2
n−4C

2
n−6C

3
n−8 подстановок (k l)(mq)(o p r).

Подстановкам вида π2 соответствуют следующие подстановки централи-
затора:

2C2
n−4 подстановок вида (1 2)(k l), (3 4)(k l);

1
2!C

2
n−4C

2
n−6 подстановок (k l)(mq);

а также 3 подстановки (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3).

Подстановкам вида π2′ соответствуют следующие подстановки централи-
затора:

2!C3
n−4C

3
n−7 подстановок вида (k l m)(q o p).

Подстановкам вида π2′′ соответствуют следующие подстановки централи-
затора:

2C2
n−4 подстановок вида (1 3 2 4)(k l), (1 4 2 3)(k l);

2 · 3!C4
n−4 подстановок (1 2)(k l m q), (3 4)(k l m q);
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3!C2
n−4C

4
n−6 подстановок (k l)(mq o p).

2!C3
n−4 подстановок (k l m) централизатора соответствуют подстановкам

вида π3.

4!C5
n−4 подстановок (k l m q o) централизатора соответствуют подстанов-

кам вида π3′ .

Таким образом, количество подстановок, лежащих в пересечении CAn(σ)∩
σAnσAn , равно

1
4!

C2
n−4C

2
n−6C

2
n−8C

2
n−10+

2
3!

C2
n−4C

2
n−6C

2
n−8+2·2!C2

n−4C
3
n−6+2C2

n−4C
2
n−6+4·2!C3

n−4+

+C2
n−4C

2
n−6C

3
n−8 +2!C3

n−4C
3
n−7 +3!C2

n−4C
4
n−6 +2 ·3!C4

n−4 +4!C5
n−4 +4C2

n−4 +4 =

1
384

n8−11
96

n7+
1283
576

n6−5977
240

n5+
201667
1152

n4−76087
96

n3+
650797

288
n2−445849

120
n+2705.

Далее исследуем мощность пересечения квадрата σAnσAn с произвольным
смежным классом H по централизатору CAn(σ), H 6= CAn(σ). Любой элемент
g ∈ H ∩ (σAnσAn) имеет вид πj . Он содержит хотя-бы один цикл ω * CSn(σ) с
символом из множества {1, 2, 3, 4}, причем длина цикла ω, как и у циклов πi,
не больше 5. Используя описание элементов пересечения CAn(σ) ∩ (σAnσAn),
сейчас нетрудно проверить, что

|H ∩ (σAnσAn)| ≤ |CAn(σ) ∩ (σAnσAn)|.

Отсюда вытекает равенство t(An, σ) = |CAn(σ)∩(σAnσAn)|. Теорема доказана.

§ 5. Укажем два следствия теоремы 1.

Следствие 2. Параметр вложения инволюции σ = (1 2)(3 4) локально
конечной группы G =

⋃∞
n=1 An бесконечен.

В связи с теоремой Р. Брауэра отметим, что число |CAn(i)| растет вместе
с n быстрее, чем параметр t(An, i). Более точно, справедливо

Следствие 3. При n → ∞ разность |CAn(i)| − t(An, i) растет быстрее
любой показательной функции.

Доказательство. Число t(An, i) по теореме 1 является многочленом вось-
мой степени от n. Учитывая лемму 3, получаем требуемое утверждение. След-
ствие доказано.

Замечание. Некоторые элементарные свойства параметра вложения ин-
волюции вытекают из работы [2]. Там же показано, что если числа t и m фик-
сированы, то среди групп G c инволюцией i, параметр вложения которой в
G не превосходит t, строго i-вещественную подгруппу порядка > m содер-
жат те группы, для которых порядок |iG| достаточно велик. Подгруппа H
группы G с инволюцией i называется строго i-вещественной, если каждый
элемент из H инвертируется инволюцией i.
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В теории модальных логик имеется очень известная теорема о неподвиж-
ной точке, значение которой выходит за рамки неклассических логик. В этой
теореме рассматриваются модализованные формулы (операторы) и логика
Геделя-Леба GL, связанная с арифметической доказуемостью. Логика GL ха-
рактеризуется классом всех строго частично упорядоченных шкал с обрывом
возрастающих цепей. Для построения формулы, определяющей неподвижную
точку в этой теореме, имеется элегантная конструкция Дж. Самбина. В статье
указывается новое применение этой конструкции. Доказано, что конструкция
дает формулу, определяющую неподвижную точку негативного оператора в
классе транзитивных и антисимметричных моделей Крипке с условием обры-
ва возрастающих цепей. Этот класс шире, чем упомянутый класс всех строго
частично упорядоченных шкал с обрывом возрастающих цепей.

Таким образом, конструкция Самбина построения определяющей форму-
лы работает в следующих случаях:

1) в строго частично упорядоченных моделях с обрывом возрастающих
цепей для модализованных операторов,

2) в транзитивных и антисимметричных моделях с условием обрыва воз-
растающих цепей для негативных операторов.

О негативных операторах имеется еще работа [4]. В ней указан класс фор-
мул такой, что если соответствующий оператор имеет неподвижную точку в
транзитивной модели, то эта точка единственна и определима.

Модальные пропозициональные формулы составляются из пропозициональ-
ной константы ⊥ (ложь) и пропозициональных переменных p, q,
r, . . . с помощью бинарных логических связок ∧, ∨, унарных связок ¬ и
¤. Будем использовать стандартные обозначения > = ¬⊥, ¡α = α ∧ ¤α,
♦α = ¬¤¬α, α→β = ¬α∨β, α↔β = (α→β)∧(β→α). Шкала Крипке 〈W,R 〉
состоит из непустого множества W и бинарного отношения R на W . Модель

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда Фундамен-
тальных Исследований, проект №03-06-80178
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Крипке 〈W,R, v 〉 состоит из шкалы Крипке 〈W,R 〉 и означивания v. Означи-
вание v — это функция, которая каждой переменной q ставит в соответствие
подмножество v(q) множества W . Это подмножество v(q) называется значени-
ем переменной q. Считаем, что переменная истинна на элементах своего зна-
чения. Значение переменной qi обозначим соответствующей прописной буквой
Qi. Функция v естественным образом продолжается на формулы: константе
⊥ всегда соответствует пустое множество, связкам ¬, ∧, ∨, ¤ соответствуют
дополнение, пересечение, объединение множеств и следующая операция на
множествах: ¤A = {x | ∀y(xRy ⇒ y ∈ A)}. Таким образом, значение формулы
всегда является подмножеством множества W . Говорим, что формула истин-
на на элементе модели, если элемент принадлежит значению этой формулы.
Значение формулы α(q1, . . . , qn) обозначим через α(Q1, . . . , Qn). Формула α
истинна в модели 〈W,R, v 〉, если α истинна на каждом элементе модели.
Формула α общезначима на шкале 〈W,R 〉 если α истинна в каждой модели
〈W,R, v 〉, основанной на этой шкале. Обозначение α∼β означает, что фор-
мулы α и β принимают одно и то же значение на некотором классе моделей,
который в каждом конкретном случае будет ясен из контекста.

Вхождение переменной или константы в формулу называется
1) модализованным, если это вхождение находится под действием ¤,
2) позитивным, если это вхождение находится под действием четного чис-

ла отрицаний (это число может быть равно нулю),
3) негативным, если это вхождение находится под действием нечетного

числа отрицаний.
Пусть дана формула ϕ(p, q1, . . . , qn) от переменных p, q1, . . . , qn. Рассмот-

рим модель 〈W,R, v 〉, в которой заданы значения Q1, . . . , Qn переменных
q1, . . . , qn, а значение переменной p не задано. Формула ϕ(p, q1, . . . , qn) опре-
деляет на модели 〈W,R, v 〉 оператор Fϕ(P ) = ϕ(P, Q1, . . . , Qn), который каж-
дому множеству P сопоставляет множество ϕ(P, Q1, . . . , Qn). Т.е. переменной
p придается значение P и рассматривается значение формулы ϕ при этом
означивании. Операторы такого вида назовем формульными.

Если каждое вхождение переменной p в формулу ϕ(p, q1, . . . , qn) модализо-
ванное, то назовем эту формулу модализованной по переменной p, а оператор
Fϕ назовем модализованным. Если каждое вхождение переменной p в фор-
мулу ϕ(p, q1, . . . , qn) негативное, то назовем эту формулу негативной по p, а
оператор Fϕ назовем негативным.

Пусть дана шкала 〈W,R 〉. Рассмотрим оператор F , не обязательно фор-
мульный, который каждому подмножеству A множества W сопоставляет неко-
торое подмножество F (A) множества W . Множество P называется неподвиж-
ной точкой оператора F , если выполняется P = F (P ). Таким образом, непо-
движная точка формульного оператора Fϕ является решением уравнения P =
ϕ(P,Q1, . . . , Qn). Если неподвижная точка P совпадает в модели со значением
некоторой формулы ω(q1, . . . , qn), то эта формула ω определяет неподвижную
точку P в данной модели. Назовем эту формулу определяющей. Она дает яв-
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ный вид решения.
Нормальная модальная логика L характеризуется классом S шкал Крип-

ке, если L совпадает с множеством формул, общезначимых на всех шкалах из
класса S.

Следующая теорема принадлежит К. Бернарди, Д. де Йонгу, К. Сморин-
скому и Дж. Самбину и широко известна [1, 11, 8]. Она говорит о логике
GL = K4⊕¤(¤p→ p)→¤p. Известно [10, 2, 7], что эта логика характеризу-
ется классом всех строго частично упорядоченных шкал с обрывом возраста-
ющих цепей (кроме того, она характеризуется классом всех конечных строго
частично упорядоченных шкал). В терминах этой статьи ее можно сформу-
лировать так:

Теорема 1 (о неподвижной точке) Для любого модализованного опе-
ратора Fϕ его неподвижная точка в любой строго частично упорядоченной
модели Крипке с обрывом возрастающих цепей существует и единственна и,
кроме того, существует формула ω, определяющая эту точку во всех таких
моделях.

Есть разные конструкции определяющей формулы, одна из конструкций
принадлежит Дж. Самбину [9]. Она позволяет дать короткое доказательство
этой теоремы [6].

Мы исследуем не модализованный случай, а негативный. Негативный слу-
чай в некотором смысле сводится к модализованному. Рассмотрим негативный
оператор Fϕ. В формуле ϕ заменим на ⊥ все вхождения p, не находящиеся
под действием ¤. Полученную формулу обозначим ζ. Оператор Fζ — тоже
негативный.

Предложение 1 В любой модели Крипке 〈W,R, v 〉 любая неподвижная
точка оператора Fϕ является неподвижной точкой оператора Fζ .

Доказательство Пусть P — неподвижная точка оператора Fϕ. При за-
мене значение формулы в модели может при этом измениться только внутри
P . Так как p входит негативно, то значение может только увеличиться. По-
этому значение не изменится и P будет неподвижной точкой оператора Fζ .
Предложение доказано.

Обычной является ситуация, когда негативный оператор на одних моделях
имеет неподвижные точки, а на других – не имеет. Более того, он может иметь
более чем одну неподвижную точку (пример см. в [4]). Рассмотрим случай,
когда неподвижная точка единственна.

Следующее понятие введено в [5]. Шкала 〈W,R 〉 удовлетворяет сильному
условию обрыва возрастающих цепей, если в ней не существует бесконечной
последовательности элементов x1, x2, . . . такой, что для всех i выполняется
xi 6= xi+1 и xiRxi+1. В [5] доказано, что если в модели Крипке с сильным
условием обрыва возрастающих цепей неподвижная точка негативного опе-
ратора существует, то неподвижная точка единственна. Но, как показывают
примеры, даже в этом случае точка может быть не определимой. Для опреде-
лимости нужно накладывать дополнительные условия. Естественным явля-
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ется наложить условие транзитивности.
Если взять транзитивное замыкание отношения R, удовлетворяющего силь-

ному условию обрыва возрастающих цепей, то полученная шкала также будет
удовлетворять сильному условию обрыва возрастающих цепей. Если отноше-
ние R транзитивно, то сильное условие эквивалентно выполнению двух усло-
вий: антисимметричности и условию обрыва возрастающих цепей. Например,
на частично упорядоченных и строго частично упорядоченных шкалах это
условие эквивалентно условию обрыва возрастающих цепей. Можно сказать,
что шкала с транзитивным отношением и сильным условием обрыва воз-
растающих цепей получается следующим образом: берется строго частично
упорядоченная шкала с обрывом возрастающих цепей и некоторые элемен-
ты делаются рефлексивными. Т.е. этот класс шире класса строго частично
упорядоченных шкал с обрывом возрастающих цепей.

Теорема 2 Для любого негативного оператора Fϕ существует формула
ω, определяющая неподвижную точку этого оператора во всех транзитивных
моделях Крипке с сильным условием обрыва возрастающих цепей, в которых
неподвижная точка существует.

Доказательство Как упоминалось выше, доказано, что в моделях Крип-
ке с сильным условием обрыва возрастающих цепей неподвижная точка един-
ственна (если существует). Теорема 1 из работы Л.Л.Максимовой [3] утвер-
ждает, что любая нормальная модальная логика L, содержащая K4, обладает
свойством Бета. Можно воспользоваться этим свойством и доказать существо-
вание определяющей формулы (подробности см. в [5]). Однако, теорема 1 [3]
доказывается в [3] без построения в явном виде определяющей формулы, по-
этому представляет интерес в нашем случае привести алгоритм построения
определяющей формулы. Это сделано в [5], однако приведенная там конструк-
ция более сложна, чем конструкция Самбина.

Докажем, что конструкция Дж. Самбина дает определяющую формулу.
Пусть в транзитивной модели 〈W,R, v 〉 с сильным условием обрыва возрас-
тающих цепей неподвижная точка P существует. Заменим в формуле ϕ на
⊥ все вхождения p, не находящиеся под действием ¤. В силу предложения
1 определяющая формула для нового оператора будет определять неподвиж-
ную точку для исходного оператора. Наш оператор стал модализованным и
негативным.

Представим ϕ в виде

α(¤β1(p, q1, . . . , qn), . . . ,¤βm(p, q1, . . . , qn), q1, . . . , qn).

Здесь модальная формула α(s1, . . . , sm, q1, . . . ,
qn) содержит переменные q1, . . . , qn и новые переменные s1, . . . , sm, а форму-
лы βi(p, q1, . . . , qn) содержат только p, q1, . . . , qn. Вместо βi(p, q1, . . . , qn) будем
писать просто βi. Будем считать, что все ¤βi содержат p (это единственное
отличие от конструкции Дж. Самбина, там этого условия нет). Такое пред-
ставление, вообще говоря, не единственно. Индукцией по m строим формулу
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и доказываем, что она – определяющая.
Базис m = 0. Тогда ϕ не содержит p, поэтому неподвижная точка опреде-

лима формулой ϕ = ω.
Шаг индукции m → m + 1. Пусть ϕ = α(¤β1, . . . ,¤βm+1, q1, . . . , qn). Для

каждого 1 6 i 6 m + 1 введем формулу

ϕi = α(¤β1, . . . , ¤βi−1,>,¤βi+1, . . . , ¤βm+1, q1, . . . , qn).

По индукционному предположению построены формулы ωi(q1, . . . , qn), опре-
деляющие неподвижные точки операторов Fϕi . Докажем, что формула

ω = α(¤β1(ω1, q1, . . . , qn), . . . ,¤βm+1(ωm+1, q1, . . . , qn), q1, . . . , qn)

определяет неподвижную точку оператора Fϕ.
Возьмем в качестве значения переменной p неподвижную точку P . Дока-

жем, что для любого i формулы ¤βi и ¤βi(ωi, q1, . . . , qn)) эквивалентны на
данной модели. Отсюда получим, что ω определяет неподвижную точку, так
как после замены в ϕ подформул ¤βi на ¤βi(ωi, q1, . . . , qn) получим ω.

Пусть x 2 ¤βi. Среди всех y таких, что xRy и y 2 βi, выберем макси-
мальный (такой существует в силу обрыва возрастающих цепей). На модели
введем естественные отношения > и > и рассмотрим подмодель, основанную
на {z | z>y}. Если y иррефлексивный, то в этой подмодели формула ¤βi эк-
вивалентна >, поэтому P ∩{z | z>y} является неподвижной точкой оператора
Fϕi . Эта точка по индукционному предположению определяется формулой
ωi. Поэтому, замена p на ωi не изменяет истинность формулы на элемен-
тах подмодели, в том числе и на y. Получаем y 2 βi(ωi, q1, . . . , qn) и значит
x 2 ¤βi(ωi, q1, . . . , qn).

Пусть y рефлексивный. Заметим, что в подмодели, основанной на {z | z>y},
формула ¤βi эквивалентна >, поэтому ϕ эквивалентна ϕi. Неподвижные точ-
ки операторов Fϕ и Fϕi совпадают и p эквивалентна ωi.

1) Пусть ¤βi входит в ϕ позитивно. Заметим, что так как ¤βi содержит
p, то ¤βi не может входить и позитивно, и негативно, иначе ϕ не была бы
негативной по p.

Теперь рассмотрим элемент y и допустим, что y ² p. Тогда y ² ϕ. Так
как ¤βi входит только позитивно, то замена ¤βi на > не уменьшает значение
формулы ϕ, поэтому y ² ϕi. Получаем, что ϕ эквивалентна ϕi на всех элемен-
тах подмодели, основанной на {z | z>y}. Неподвижные точки операторов Fϕ

и Fϕi совпадают и p эквивалентна ωi. Получаем y ² ωi.
Итак, независимо от значения p на y имеем, что в подмодели, основанной

на {z | z>y}, значение p содержится в значении ωi. Так как p входит в ¤βi

только негативно, то в этой подмодели значение βi(ωi, q1, . . . , qn) содержится
в значении βi. А так как y 2 βi, то y 2 βi(ωi, q1, . . . , qn).

2) Пусть ¤βi входит в ϕ негативно. Допустим, что y 2 p. Тогда y 2 ϕ. Так
как ¤βi входит только негативно, то замена ¤βi на > не увеличивает значение
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формулы ϕ, поэтому y 2 ϕi. Получаем, что ϕ эквивалентна ϕi на всех элемен-
тах подмодели, основанной на {z | z>y}. Неподвижные точки операторов Fϕ

и Fϕi совпадают и p эквивалентна ωi. Получаем y 2 ωi.
Итак, независимо от значения p на y имеем, что в подмодели, основанной

на {z | z>y}, значение ωi содержится в значении p. Так как p входит в ¤βi

только позитивно, то в этой подмодели значение βi(ωi, q1, . . . , qn) содержится
в значении βi. А так как y 2 βi, то y 2 βi(ωi, q1, . . . , qn).

Итак, в обоих случаях y 2 βi(ωi, q1, . . . , qn), поэтому x 2 ¤βi(ωi, q1, . . . , qn).
Пусть x ² ¤βi. В подмодели, основанной на {z | z>x}, формула ¤βi экви-

валентна >, поэтому ϕ эквивалентна ϕi. Неподвижные точки операторов Fϕ

и Fϕi совпадают и p эквивалентна ωi. Значит x ² ¤βi(ωi, q1, . . . , qn). Теорема
доказана.

Пример Рассмотрим формулу ϕ = (q∨¤(¬p∨¬q))∧(¬q∨¤(¬p∨q)). Пусть
α(s1, s2, q) = (q ∨ s1) ∧ (¬q ∨ s2), ¤β1 = ¤(¬p ∨ ¬q), ¤β2 = ¤(¬p ∨ q)). Тогда
ϕ1 = (q∨>)∧(¬q∨¤(¬p∨q))∼¬q∨¤(¬p∨q). Аналогично ϕ2∼ q∨¤(¬p∨¬q).

Отсюда (ϕ1)1 = ¬q ∨>∼>. Тогда ω1∼¬q ∨¤(¬(ϕ1)1 ∨ q)∼¬q ∨¤q. Ана-
логично ω2∼ q ∨¤¬q. Тогда

ω = (q ∨¤β1(ω1, q)) ∧ (¬q ∨¤β2(ω2, q))∼
(q ∨¤(¬(¬q ∨¤q) ∨ ¬q)) ∧ (¬q ∨¤(¬(q ∨¤¬q) ∨ q))∼

(q ∨¤(¬¤q ∨ ¬q)) ∧ (¬q ∨¤(¬¤¬q ∨ q))∼ (q ∨¤(♦¬q ∨ ¬q)) ∧ (¬q ∨¤(♦q ∨ q)).

На рефлексивных моделях ω∼ (q ∨¤♦¬q) ∧ (¬q ∨¤♦q). Пример закончен.
Напомним обозначения формулы и логики

grz1 : ¤(¤(p→¤p)→ p)→¤p,

Grz1 = K4⊕ grz1 .

Формула grz1 упоминается в [10]. С помощью стандартной техники кано-
нических моделей [10] нетрудно доказать

Предложение 2 Логика Grz1 характеризуется классом всех конечных
транзитивных и антисимметричных шкал. Кроме того, эта логика характери-
зуется классом всех транзитивных шкал с сильным условием обрыва возрас-
тающих цепей.

Собственно теоремой о неподвижной точке можно назвать следующее
Следствие Для любой негативной по p формулы ϕ(p, q1, . . . , qn) суще-

ствует формула ω(q1, . . . , qn) такая, что логика Grz1 содержит формулу

¡(p↔ϕ)→ (p↔ω).
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1 Introduction and Background
Let R,Z,N denote the sets of real numbers, integer numbers and positive

integer numbers, respectively. We will write C(R,R) for the additive group of all
continuous functions from R to R with the pointwise ordering: f ≤ g iff f(x) ≤ g(x)
for all x ∈ R.

A real vector space V which is also a lattice under some partial ordering is
called a vector lattice if u+(v∨w) = (u+v)∨(u+w) and u+(v∧w) = (u+v)∧(u+w)
for all u, v, w ∈ V and λu ≥ 0 for any non-negative real number λ and any
v ∈ V, v ≥ 0 [1].

Let X be a partially ordered set and Y ⊆ X. Then Y is said to be convex (in
X) if x ∈ Y iff y1, y2 ∈ Y with y1 ≤ x ≤ y2.

The convex sublattice subspaces of a real vector lattice are called ideals. An
ideal P is called prime if for any ideals I, J equality P = I ∩ J implies that P = I
or P = J . Any I ideal is an intersection of prime ideals over I, and an ideal P of
a vector lattice G is prime iff the quotient G/P is totally ordered for the induced
ordering (P + g ≤ P + h iff g ≤ p + h for some p ∈ P ). For further background,
see [2], [4].

2 Main result
It is clear that the additive group of all continuous functions C(R,R) from R

to R with the pointwise ordering is a vector lattice.
A function f ∈ C(R,R) is said to be a continuous piecewise polynomial of

bounded support if there are x1 < · · · < xm in R such that the restriction of f on

∗This work was funded by a London Mathematical Society Scheme 5 Grant and a
grant DAAD A/02/06270.
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each interval [xj , xj+1] is a polynomial function (j = 1, . . . , m− 1), and f(x) = 0
if x < x1 or x > xm. Let V = BP (R) denote this vector sublattice of C(R,R).
As usual, by f ′+(r)(f ′−(r)) we denote the right (left) derivative of the function f

in the point r. The symbol f
(n)
+ (r)(f (n)

− (r)) denotes the n-right (left) derivative of
the function f in the point r.

For each n ∈ N, let

V
(n)
r,+ = {f ∈ V : f(r) = f ′+(r) = . . . f

(n)
+ (r) = 0}

and
V

(n)
r,− = {f ∈ V : f(r) = f ′−(r) = . . . f

(n)
− (r) = 0}.

Clearly, ⋂

n∈Z+

V
(n)
r,+ = Vr,+ and

⋂

n∈Z+

V
(n)
r,− = Vr,−,

where
Vr,+ = {g ∈ Vr : (∃ε = ε(g) > 0)(g = 0 on [r, r + ε]}

and
Vr,− = {g ∈ Vr : (∃ε = ε(g) > 0)(g = 0 on [r − ε, r]}.

Moreover,

Vr ⊇ V
(1)
r,+ ⊇ V

(2)
r,+ ⊇ · · · ⊇ Vr,+ and Vr ⊇ V

(1)
r,− ⊇ V

(2)
r,− ⊇ · · · ⊇ Vr,−.

The direct verification shows the validility of the following statement.

Lemma 2.1. Every ideal from the list

Vr, V
(1)
r,+ , V

(2)
r,+ , . . . , Vr,+, V

(1)
r,− , V

(2)
r,− , . . . , Vr,+, Vr,−

is the prime ideal of the free vector lattice V = BP (R).

Lemma 2.2. Every proper ideal of V = BP (R) is contained in some Vr. Hence,
any prime ideal lies in the unique Vr.

Proof: Let C be an ideal of V and f ∈ V+. If, for all r ∈ R, C 6⊆ Vr, then for each
r in the closure K of the support of f , there is gr ∈ C+\Vr. By replacing gr by some
suitable multiple (dependent on r) we may further assume that gr(r) > f(r), and
hence obtain an open interval Jr containing r on which gr > f . Since K is compact,
there are r1, . . . , rp such that K ⊆ Jr1 ∪ · · · ∪ Jrp . Then f ≤ g =

∨j=p
j=1 grj ∈ C.

Hence, C = V .
Now the prime ideals containing a given prime ideal form a chain for inclusion

relation ([4], Theorem 2); this proves the lemma. //
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Lemma 2.3. Let P be a proper prime ideal of V = BP (R) with P ⊆ Vr. Then
either P ⊆ V

(1)
r,+ or P ⊆ V

(1)
r,− .

Proof: Let P be a prime ideal of V and P * V
(1)
r,+ and P * V

(1)
r,− but P ⊆ Vr.

Let 0 < h1 ∈ P \ V
(1)
r,+ and 0 < h2 ∈ P \ V

(1)
r,− . Let g be any positive function from

Vr and M = sup{g(x)|x ∈ R}. Since 0 < h1 ∈ P ⊆ Vr and h1 /∈ V
(1)
r,+ there must

be ε1 > 0 such that on the interval [r, r + ε1] the following equality holds:

h1(x) = c1(x− r) + c2(x− r)2 + · · ·+ cn(x− r)n

where c1 > 0 and N · h1 ≥ g(x) for every x ∈ [r, r + ε1] and for some positive
integer N . Similarly there is a positive real number ε2 > 0 such that N ·h2 ≥ g(x)
on the interval [r−ε2, r]. Now let K0 be a closure of the set supp(g)\(r−ε2, r+ε1).
The set K0 is compact and r /∈ K0. Since P is prime, from Lemma 6.2 it follows
that if s ∈ K0, then P * Vs. As in the proof of Lemma 6.2 we can find f ∈ P
with f > 0 and f(x) ≥ g(x) for all x ∈ K0. Then 0 ≤ g ≤ f ∨ N(h1 ∨ h2) with
f ∨N(h1 ∨ h2 ∈ P . So g ∈ P and Vr = P , the desired contradiction. //

Lemma 2.4. The set S(V ) = {Vr, V
(n)
r,+ , V

(n)
r,− , Vr,+, Vr,− : r ∈ R, n ∈ Z+} is the

set of all prime ideals of V = BP (R). Moreover, the list has no repetitions.

Proof: We need only to prove that any prime ideal P ⊆ Vr of V is from the
above.

Firstly, suppose that P ⊂ Vr,+. Then there is g ∈ Vr,+ \P with g > 0. So there
is ε > 0 such that g(x) = 0 for all x ∈ [r, r + ε]. Let f ∈ V be defined so that it
has support (r, r + ε), is x− r on [r, r + ε/2] and is r + ε − x on [r + ε/2, r + ε].
Then f ∈ P ⊂ Vr,+ since g ⊥ f and g 6∈ P , a contradiction. Therefore, Vr,+, Vr,−
are minimal prime ideals of V .

Secondly, suppose now that P is a prime ideal with P ⊆ V
(1)
r,+ but P * V

(2)
r,+ .

Let 0 < h1 ∈ P \ V
(2)
r,+ and 0 < h2 ∈ P \ V

(1)
r,− (an element h2 does exist since

the prime ideals V
(1)
r,+ and V

(1)
r,− are incomparable). Now arguments similar to the

proof of Lemma 2.3 show that for any g ∈ V
(1)
r,+ , g > 0 there are ε1, ε2, N such that

N · h1(x) ≥ g(x) on the interval [r, r + ε1] and N · h2(x) ≥ g(x) on the interval
[r− ε2, r]. Now let K0 be a closure of the set supp(g) \ (r− ε2, r + ε1). The set K0

is compact and r /∈ K0 and arguments identical to the used in the proof of Lemma
2.3 imply P = V

(1)
r,+ . The same arguments show that if P is a prime ideal with

P ⊆ V
(n)
r,+ but P * V

(n+1)
r,+ then P = V

(n)
r,+ . From this it follows that if P 6= V

(n)
r,+

for all n ∈ N then P ⊆ Vr,+. Clearly, all statements are valid if we replace all
occurences of r+ by r−. //

Let S, S(+, 1), S(−, 1), . . . , S(+, n), S(−, n), . . . , S(+,∞), S(−,∞) be subsets
of real numbers such that:



IDEALS IN VECTOR LATTICE OF PIECEWISE POLYNOMIAL FUNCTIONS 79

1) S is a closed subset of R.
2) S ⊇ S(+, 1) ⊇ · · · ⊇ S(+, n) ⊇ . . . S(+,∞)
and S ⊇ S(−, 1) ⊇ · · · ⊇ S(−, n) ⊇ . . . S(−,∞).
3) for each sequence {sn | n ∈ N} in S with lim sn = s we have that if the sequence
{sn | n ∈ N} is strictly decreasing, then s ∈ S(−,∞), whereas if {sn | n ∈ N} is
strictly decreasing, then s ∈ S(+,∞).
4) s ∈ S(+, n) for all n ∈ N if and only if s ∈ S(+,∞) and s ∈ S(−, n) for all
n ∈ N if and only if s ∈ S(−,∞).

Let us denote the set of all infinite tuples

(S, S(+, 1), S(−, 1), . . . , S(+,∞), S(−,∞))

with properties 1) – 4) by S. Let us order S by setting

(S, S(+, 1), S(−, 1), . . . , S(+,∞), S(−,∞)) ≤

≤ (T, T (+1), T (−1), . . . , T (+∞), T (−∞))

if S ⊇ T, S(+, 1) ⊇ T (+, 1), S(−, 1) ⊇ T (−, 1), . . . , S(+∞) ⊇ T (+∞), S(−∞) ⊇
T (−,∞). It is clear that this order is a lattice order on S.

Theorem A. There is a lattice isomorphism between S and the lattice of all ideals
of BP (R).

Proof: Let C be any ideal of V = BP (R).
Let S(C) = {r ∈ R : C ⊆ Vr},

S(C, +, n) = {r ∈ R : C ⊆ V
(n)
r,+ }, S(C,−, n) = {r ∈ R : C ⊆ V

(n)
r,− },

S(C, +) = {r ∈ R : C ⊆ Vr,+}, and S(C,−) = {r ∈ R : C ⊆ Vr,−}.
Obviously, this gives an element of S which we denote by Ψ(C). Since C = D

iff C and D are contained in the same prime ideals, Ψ is injective. Further, for any
prime ideal P and ideals C, D, we have C ∩D ⊆ P iff C ⊆ P or D ⊆ P . Hence,
Ψ(C) ∨Ψ(D) = Ψ(C ∩D). Therefore, Ψ is a lattice embedding.

So it remains to prove that Ψ is surjective.
Let S̄ = (S, S(+, 1), . . . , S(−,∞)) ∈ S and let C =

⋂

r∈S

Vr

⋂

n∈N,r∈S(+,n)

V
(n)
r,+

⋂

n∈N,r∈S(−,n)

V
(n)
r,−

⋂

r∈S(+,∞)

Vr,+

⋂

r∈S(−,∞)

Vr,−.

Then C is an ideal of V and Ψ(C) ≤ S̄. We claim that S = S(C), S(+, n) =
S(C, +, n),
S(−, n) = S(C,−, n) for every n ∈ N and S(+,∞) = S(C, +,∞), S(−,∞) =
S(C,−,∞). Assume that S 6= S(C). Then there is r ∈ S(C)\S. Since the set S is
closed, there exists a positive real number ε > 0 such that the interval [r−2ε, r+2ε]
does not contain points from S. Now define f ∈ V to have support (r − ε, r + ε),
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and be linear on each of [r − ε, r] and [r, r + ε] with f(r) > 0. Since (r − ε, r + ε)
is disjoint from S, we get C 6⊆ Vr, a contradiction. Thus, S(C) = S. Suppose now
that S(+, 1) 6= S(C, +, 1). Then there is s ∈ S(C, +, 1) \ S(+, 1). By property 4)
there is a positive real number ε > 0 such that the interval [r, r + 2ε] does not
contains any point from S except r. Again define f ∈ V to have a support in
[r, r + ε] and to be linear on [r, r + ε

2 ] and [r + ε
2 , r + ε] with f(r + ε

2) > 0. By
definition, f ∈ C but f /∈ V

(1)
r,+ , a contradiction.

Using similar tricks (using polynomials (x− r)n on (r, r + ε/2) or (r− ε/2, r),
etc.), we deduce that S = Ψ(C). This completes the proof. //

For each m ∈ N, let BPm(R) denote the vector lattice of all piecewise polynomial
functions from R to R of bounded support with each polynomial piece having
degree at most m.

We truncate the sets in S by only considering the sets S, S(±, j), S(±∞) with
j ≤ m. Let the result be denoted by Sm. Then the above proof shows

Corollary 2.5. Sm is isomorphic to the lattice of ideals of BPm(R).

Corollary 2.6. [3] S1 is isomorphic to the lattice of ideals of BP1(R) of piecewise
linear functions of bounded support of the real line R.

The above conclusions are valid if we merely regard BP (R), BPm(R) as Abelian
`-groups.

It is well-known that vector lattices BP (R), BPm(R) (m ∈ N) are rings under
usual operation of multiplication of functions. Direct verification shows that every
ideal C of vector lattices BP (R), BPm(R) is an ideal of ring BP (R), BPm(R),
respectively.

Corollary 2.7. 1) S is isomorphic to the lattice of ideals of the ring of continuous
piecewise polynomial functions BP (R). Sm is isomorphic to the lattice of ideals
of the ring BPm(R) of continuous piecewise polynomial functions.
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Стандартными вопросами при изучении универсальных алгебр и их мно-
гообразий являются вопросы о порождающих алгебр и о базируемости их
эквациональных теорий. Естественным является рассмотрение подобных во-
просов в контексте изучения потенциалов вычислимости конечных алгебр и
условно эквациональных теорий этих алгебр. Все определения и основные ре-
зультаты, связанные с условными термами, условными тождествами, потен-
циалами вычислимости универсальных алгебр и шкалами этих потенциалов
n-элементных алгебр можно найти в работах [1] — [2]. Всюду, далее, все n-
элементные универсальные алгебры будем считать заданными на основном
множестве n = {0, 1, . . . , n− 1}.

Прежде всего заметим, что вопрос о порождающих алгебры A = 〈n; σ〉
целиком зависит лишь от совокупности Sub A. Кроме того, вопрос о том, яв-
ляется ли данная совокупность {i1, . . . , ik} ⊆ n элементов алгебрыA порожда-
ющими этой алгебры, зависит от совокупности ее термальных функций T (A)
не глобально, а локально, т. е. сводится к следующему: для r ∈ n существу-
ет ли термальная функция t(x1, . . . , xk) ∈ T (A) такая, что t(i1, . . . , ik) = r.
Таким образом, этот вопрос может ставиться не относительно совокупности
T (A), а относительно совокупности CT (A) условно термальных функций этой
алгебры. Тем самым, если на совокупности n-элементных ввести в рассмотре-
ние функцию, задающую минимальное число порождающих соответствующей

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант №02-01-00258)
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алгебры, то эта функция зависит от потенциала вычислимости соответству-
ющей алгебры, а не от нее самой. И при этом, если для алгебр A1 = 〈n; σ1〉 и
A2 = 〈n;σ2〉 имеет место включение CT (A1) ⊆ CT (A2) (т. е. для потенциалов
вычислимости A1,A2 алгебр A1,A2 имеет место неравенство A1 ≤ A2 в шкале
〈CTn;≤〉 потенциалов вычислимости n-элементных алгебр), то минимальное
число порождающих алгебры A2 не меньше такового же числа для алгебры
A1.

Итак, если опеределить на совокупности CTn функцию Gn(x) следующим
образом: для A ∈ CTn положим Gn(A) равным минимальному числу порож-
дающих алгебры A, то, в силу отмеченного выше, имеет место следующее

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Функция Gn является антимонотонным отобра-
жением шкалы 〈CTn;≤〉 на интервал [1, n].

Представляет интерес более детальное изучение строения функции Gn и,
в частности, следующая

ПРОБЛЕМА. Для любого натурального n найти точное значение, ли-
бо достаточно хорошие оценки, числа |G−1

n (k)| потенциалов вычислимости k-
порожденных n-элементных алгебр при 1 ≤ k ≤ n.

Выше уже замечалось, что значение функции Gn(A) целиком зависит от
совокупности Sub A. Столь же очевидным образом Gn(A) не определяет-
ся абстрактной решеткой Sub A: пусть алгебры A1 = 〈{0, 1, 2}; σ1〉 и A2 =
〈{0, 1, 2}; σ2〉 таковы, что Sub A1 = {∅, {0}, {1}, {0, 1, 2}} и Sub A2 = {∅, {0},
{1, 2}, {0, 1, 2}}. Тогда решетки Sub A1 и Sub A2 изоморфны решетке

r
­

­
­­r
J

J
JJ

rJ
J

JJ

,

r­
­

­­

но, в то же время, G3(A1) = 1 и G3(A2) = 2. В связи с этим, наряду с решеткой
Sub A, введем в рассмотрение следующую решетку Sub′A, получаемую из ре-
шетки Sub A добавлением в качестве ее атомов новых элементов 0, 1, . . . , n−1
таких, что ∅ < i и для любой подалгебры B ⊆ n алгебры A неравенство i < B
равносильно включению i ∈ B. Таким образом, в частности, для любой одно-
элементной подалгебры {i} алгебры A справедливы неравенства ∅ < i < {i}.
Для указанных выше алгебрA1 иA2 их решетки Sub′A1 и Sub′A2 изоморфны,
соответственно, решеткам
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Очевидно, что значение функции Gn(A) определено абстрактной решет-
кой Sub′A. А именно, имеет место

УТВЕРЖДЕНИЕ 2. Gn(A) = 1 тогда и только тогда, когда единица
решетки Sub′A (множество n) является верхним покрытием некоторого ее
атома и, в противном случае, Gn(A) = k(2 ≤ k ≤ n), где k-минимальное
число атомов решетки Sub′A супремумом которых является ее единица.

Обратимся теперь к вопросу базируемости условно эквациональных тео-
рий n-элементных алгебр и связи этого вопроса со строением шкалы 〈CTn;≤〉.

Обозначим условно эквациональную теорию алгебры A (т. е. совокупность
условных тождеств истинных на A) как CEq(A). В работе [3] (см., так же [1]
— [2]) построено исчисление условных тождеств и доказана теорема полноты
этого исчисления: для любой совокупности условных тождеств T и любого
условного тождества t1 = t2 отношения T |= t1 = t2 и T ` t1 = t2 равносильны.
Здесь T |= t1 = t2 означает, что для любой алгебры A на которой истинны
условные тождества из T истинно и условное тождество t1 = t2, а T ` t1 = t2
— существование вывода условного тождества t1 = t2 из совокупности T в
исчислении условных тождеств. По аналогии с эквациональными теориями
CEq(A) назовем однобазируемой, если существует условное тождество t1 = t2,
входящее в CEq(A) такое, что для любого условного тождества t′ = t′′ из
CEq(A) имеет место {t1 = t2} ` t′ = t′′.

Покажем, что имеет место следующее
УТВЕРЖДЕНИЕ 3. Для любой конечной алгебры A ее условно эква-

циональная теория CEq(A) однобазируема.
Доказательство. Для любой конечной алгебры A = 〈n; σ〉 через Ad обо-

значим ее обращение путем добавления в ее сигнатуру трехместной функции
d(x, y, z), интерпретируемой на Ad как дискриминатор. Таким образом, на Ad

истинно условное тождество
{

x 6= y → x
x = y → z

= d(x, y, z).

Через Eq(B) обозначим эквационную теорию алгебры B. В силу известно-
го результата Р.Падманабхана и Р.В. Квакенбуша [4] эквациональная теория
Eq(Ad) однобазируема. Пусть тождество t1 = t2 является базисом теории
Eq(Ad) иM(Ad) — многообразие алгебр порожденное алгеброй Ad. По лемме
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Йонссона [5] о подпрямо неразложимых алгебрах конгруэнц-дистрибутивных
многообразий, подпрямо неразложимые (или, что то же самое в данном слу-
чае, дискриминаторные) алгебры многообразияM(Ad) суть алгебры изоморф-
ные алгебреAd и ее подалгебрам. Заменим каждое вхождение терма d(t′, t′′, t′′′)
в тождество t1 = t2 на условный терм

{
t′ 6= t′′ → t′

t′ = t′′ → t′′′ .

Полученное условное тождество обозначим как t′1 = t′2. В силу отмеченно-
го выше, любая алгебра B на которой истинно это условное тождество будет
изоморфна некоторой подалгебре алгебры A (напомним, что для любых ал-
гебр B1 и B2 изоморфизм алгебр Bd

1 и Bd
2 равносилен изоморфизму алгебр

B1 и B2). Тем самым, действительно, базисом условно эквациональной теории
CEq(A) является условное тождество t′1 = t′2 и справедливость утверждения
3 доказана.

Условное тождество t1 = t2 сигнатуры σ будем рассматривать как слабое
условное тождество верное на алгебре A, если при некоторой подстановке
условных термов алгебры A вместо функциональных символов сигнатуры σ
в тождество t1 = t2 соответствующее тождество истинно на алгебре A.

Обозначим условное тождество t′1 = t′2 из доказательства утверждения 3
как t′A = t′′A. В силу доказательства утверждения 3 и равносильности для
любых n-элементных алгебр A,B условий:

1) A ≤ B,
2) для некоторой перестановки π множества n имеет место CT (A) ⊆

CT (π(B))
УТВЕРЖДЕНИЕ 4. Для любого натурального n, для любых n-эле-

ментных алгебр A,B следующие условия равносильны:
1) A ≤ B в шкале 〈CTn ≤〉,
2) на алгебре B истинно слабое условное тождество t′A = t′′A.
3) любое слабо условное тождество истинное на алгебре A будет слабо

условным тождеством истинным на алгебре B.
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В 60-е годы среди известных проблем универсальной алгебры была и сле-
дующая проблема Тарского: обязаны ли быть изоморфными конечные универ-
сальные алгебры, декартовы квадраты которых изоморфны. Положительный
ответ был дан Л. Ловашем в работе [1]. Известно также, что ограничение на
конечность алгебр является существенным (см., к примеру, результат Дж. Ке-
тонена [2] о вложимости произвольной счетной коммутативной полугруппы в
декартов счетный скелет многообразия булевых алгебр). Помимо отношений
изоморфности, важную роль в универсальной алгебре играет отношение раци-
ональной (термальной) эквивалентности. В работах автора (обзор результатов
см. [3]) в качестве отношения, соответствующего совпадению программно вы-
числительных возможностей алгебр введено отношение условной рациональ-
ной эквивалентности. В работах [4] — [6], как естественное обобщение послед-
него, определены отношения позитивно условной, ∃+-условной и элементарно
условной рациональной эквивалентности алгебр и их классов. Цель настоящей
работы — рассмотрение вопроса о возможности переноса утверждения теоре-
мы Ловаша на перечисленные отношения между универсальными алгебра-
ми. Необходимые определения условных, позитивно условных, ∃+-условных,
элементарно условных термов и соответствующих отношений рациональной
эквивалентности можно найти в указанных выше работах автора [3] — [6].

ТЕОРЕМА 1. Для любых конечных алгебр A и B, если алгебра A2 раци-
онально эквивалентна алгебре B2, то и алгебра A рационально эквивалентна
алгебре B.

Доказательство. Через A∗ обозначим полное термальное обогащение ал-
гебры A. Если π — некоторая перестановка сигнатурных символов алгебры A,
то π(A) будет обозначать алгебру, получаемую из A перестановкой, соглас-
но π, соответствующих сигнатурных функций алгебры A. Таким образом,
для любых алгебр A1,A2 их рациональная эквивалентность равносильна су-
ществованию перестановки π сигнатурных символов алгебры A∗1 такой, что

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант №02-01-00258)
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алгебры π(A∗1) и A∗2 изоморфны. Заметим так же, что (A2)∗ = (A∗)2 и для лю-
бой перестановки π сигнатурных символов алгебры A имеет место равенство
π((A)2) = (π(A))2. Тем самым, если алгебра A2 и B2 рационально эквивалент-
ны, то существует перестановка π сигнатурных символов алгебры A∗ такая,
что π((A2)∗) ∼= (A2)∗. Но тогда π((A2)∗) = π((A∗)2) = (π(A∗))2, (B2)∗ = (B∗)2,
т. е. (π(A∗))2 ∼= (B∗)2. По теореме Ловаша, алгебры π(A∗) и B∗ будут изоморф-
ными и, тем самым, алгебры A и B — рационально эквивалентны. Теорема
доказана.

ТЕОРЕМА 2. Для любых конечных алгебр A и B, если алгебра A2 ∃+-
условно рационально эквивалентна алгебре B2, то и алгебра A ∃+-условно
рационально эквивалентна алгебре B.

Доказательство. По следствию 3 из [6] ∃+-условная рациональная эк-
вивалентность алгебр A1 и A2 равносильна существованию биекции ϕ основ-
ного множества алгебры A1 на основное множество алгебры A2 такой, что
ϕ(Sub A1) = Sub A2 и ϕ сопрягает совокупности эндоморфизмов алгебр A1 и
A2. Пусть π1 и π2 — эндоморфизмы алгебры A2, соответствующие проэкти-
рованию алгебры A2 на ее сомножители, рассматриваемые как диагональная
подалгебра 4A алгебры A2 (т. е. π1(〈a, b〉) = 〈a, a〉, π2(〈a, b〉) = 〈b, b〉). Тогда,
если ϕ — биекция A2 на B2, соответствующая ∃+-условной рациональной эк-
вивалентности алгебр A2 и A2, то ϕπ1ϕ

−1 и ϕπ2ϕ
−1 так же образуют пару

эндоморфизмов алгебры B2, соответствующих проэктированиям алгебры B2

при некотором изоморфном представлении последней как декартова квадрата
L×L(θ1 ◦ θ2 = θ2 ◦ θ1, θ1 ∨ θ2 = ∇B2 , θ1 ∧ θ2 = 4B2 , где θi = ker ϕπiϕ

−1) для
L = ϕπ1ϕ

−1(B2) = ϕπ2ϕ
−1(B2). При этом ϕ(4A) = L, ϕ(Sub4A) = Sub L и ϕ

сопрягает эндоморфизмы алгебр 4A и L. Последнее, по следствию 3 из [6], в
силу изоморфизма алгебр 4A и A, влечет ∃+-условную рациональную экви-
валентность алгебр A и L. В силу же теоремы Ловаша, изоморфизм алгебр
B2 и L2 влечет изоморфизм алгебр L и B. Теорема доказана.

Точно также, на основе следствия 1 из [5] (критерия позитивной условной
рациональной эквивалентности алгебр A1 и A2: алгебры A1 и A2 позитивно
условно рационально эквивалентны тогда и только тогда, когда существует
биекция ϕ алгебры A1 на A2 такая, что ϕ(Sub A1) = Sub A2 и ϕ сопрягает
совокупности внутренних гомоморфизмов, т. е. гомоморфизмов между подал-
гебрами алгебр A1 и A2, соответственно) доказывается следующее утвержде-
ние.

ТЕОРЕМА 3. Для любых конечных алгебр A и B, если алгебра A2 по-
зитивно условно рационально эквивалентна алгебре B2, то и алгебры A и B
позитивно условно рационально эквивалентны.

Остановимся на вопросе переноса утверждений теорем 1 — 3 на бесконеч-
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ные алгебры.

ЛЕММА 1. Для любых булевых алгебр B1 и B2 следующие условия рав-
носильны:

1) B1 и B2 изоморфны,
2) B1 и B2 рационально эквивалентны,
3) B1 и B2 позитивно условно рационально эквивалентны,
4) B1 и B2 ∃+-условно рационально эквивалентны,
5) B1 и B2 условно рационально эквивалентны,
6) B1 и B2 элементарно условно рационально эквивалентны.

Доказательство. Импликации 1) → 2), 2) → 3), 3) → 4), 3) → 5),
4) → 6), 5) → 6) очевидны. С другой стороны, так же очевидно, что если B1

и B2 элементарно условно рационально эквивалентны, то существует биекция
π основного множества алгебры B1 на основное множество алгебры B2 такая,
что π(Sub B1) = Sub B2. В то же время, как хорошо известно ([9]), изоморфизм
решеток подалгебр булевых алгебр B1 и B2 влечет изоморфизм самих булевых
алгебр B1 и B2, т. е. импликация
6) → 1) так же имеет место.

Заметим теперь, что утверждения теорем 1 — 3 перестают быть верными
для бесконечных алгебр. К примеру, как хорошо известно ([2]) существуют
неизоморфные бесконечные булевы алгебры B1 и B2 такие, что их квадра-
ты B2

1 и B2
2 изоморфны. В силу утверждения леммы, эти алгебры являют-

ся контрпримерами для утверждений теорем 1 — 3 и аналогов этих теорем
для отношений условной и элементарно условной рациональной эквивалент-
ностей, распространенных на бесконечные алгебры.

Вопрос о справедливости аналогов утверждений теорем 1 — 3 для отно-
шений условной и элементарно условной рациональной эквивалентности на
конечных алгебрах остается открытым.

В силу известных критериев условной и элементарно условной эквивалент-
ности алгебр ([7],[4]) этот вопрос может быть сформулирован в следующем
виде:

ПРОБЛЕМА. Пусть для некоторых конечных алгебр A = 〈A; σ1〉,
B = 〈B; σ〉 существует биекция ϕ множества A2 на множество B2 такая, что
ϕ(Sub A2) = Sub B2 и ϕ сопрягает совокупности Iso A2 и Iso B2 (ϕ сопря-
гает совокупности Aut A2 и Aut B2) обязана ли в этом случае существовать
биекция ψ множества A на множество B такая, что ψ(Sub A) = Sub B и ψ
сопрягает совокупности Iso A и Iso B (ϕ сопрягает совокупности Aut A и
Aut B)?

Здесь IsoL — совокупность изоморфизмов между подалгебрами алгебры
L.
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Для отношения условной рациональной эквивалентности между алгебра-
ми мы можем привести лишь следующие результаты

УТВЕРЖДЕНИЕ. Для любых конечных неодноэлементных алгебр A и
B, если алгебраA2 условно рационально эквивалентна алгебре B2, то найдутся
такие неодноэлементные подалгебры A′ ⊆ A, B′ ⊆ B, что A′ и B′ условно
рационально эквивалентны.

Доказательство. По следствию 1 из [7] условно рациональная эквива-
лентность алгебр L1 и L2 равносильна существованию биекции ϕ основного
множества алгебры L1 на основное множество алгебры L2 такой, что ϕ(Sub S1)
= Sub L2 и ϕ сопрягает совокупности внутренних изоморфизмов (изоморфиз-
мов между подалгебрами) алгебр L1 и L2. Пусть πi (при i = 1, 2) эпиморфиз-
мы алгебры L2 на сомножители L (т.е. π1(〈a, b〉) = a, π2(〈a, b〉) = b.

Пусть A′ — минимальная по мощности неодноэлементная подалгебра ал-
гебры A и пусть |A| = k. Тогда в A2 тоже нет неодноэлементных подалгебр,
мощности меньшей, чем k. Это же, в силу существования биекции ϕ, будет
верно и для алгебры B2. Но тогда, для некоторого i ∈ {1, 2} πiϕ будет би-
екцией алгебры 4(A′)2 на некоторую подалгебру B′ алгебры B. При этом, т.
к. A′ ∼= 4(A′), то композиция этого изоморфизма и биекции πiϕ сохраняет
подалгебры алгебры A′ и ее внутренние изоморфизмы, т.е. A′ и B′ условно
термально эквивалентны, что и требовалось доказать.

В заключении остановимся на вопросе сохранимости рассмотренных вы-
ше отношений между алгебрами, относительно операции декартова квадрата.
Очевидным образом, этим свойством обладает отношение рациональной экви-
валентности, т. е., если алгебры A и B рационально эквивалентны, то таковы-
ми будут и их квадратыA2 и B2. Для отношения условной рациональной экви-
валентности это уже не так. К примеру, если A двухэлементная решетка, а B
— обогащение A путем добавления в сигнатуру трехместного дискриминато-
ра, то A и B условно рационально эквивалентны. В то же время A2 содержит
трехэлементную подалгебру, а в B2 трехэлементных подалгебр нет и, значит,
в силу следствия 1 из [7], алгебры A2 и B2 не являются условно рациональ-
но эквивалентными. Этот же пример доказывает, что элементарно условная
рациональная, позитивная условная и ∃+-условная эквивалентности не со-
храняются при возведении в квадрат: A и B эквивалентны относительно всех
перечисленных эквивалентностей (Sub A = Sub B, Aut A = Aut B, End A =
End B, Ihm A = Ihm B), а A2 и B2 нет (|Sub A2| 6= |Sub B2|).

Наконец, укажем на результат Г. Такаша [8], представляющий интерес в
связи с затронутыми в этой работе вопросами: для любых конечных решеток
L и K, изоморфизм решеток Sub K2 и Sub L2 влечет изоморфизм решеток K
и L, любо K и L∗. Здесь L∗ — решетка двойственная к решетке L.

Таким образом, в частности,позитивно условно, ∃+-условно, условно и эле-
ментарно условно рациональная эквивалентности квадратов двух конечных
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решеток влекут соответствующую эквивалентность самих этих решеток.
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Введение
В данной работе мы продолжаем исследование алгоритма, подробно опи-

санного в [1], для конкретных групп, а именно, реализуем этот алгоритм для
S3, A4. При этом уточняется результат для S3, полученный ”вручную“ и опуб-
ликованный в [2].

1 Описание алгоритма и формулировки
результатов

Поскольку для выше перечисленных групп известны таблицы характеров,
реализация алгоритма начинается с шага 4 (см. [1]). Напомним его. Пусть
G = {g1 = e, g2, . . . , gN} — конечная группа; H1,H2, . . . , Hs — классы сопря-
женности элементов группы G; Z1(G), Z2(G), . . . , Zs(G) — все неприводимые
неэквивалентные представления группы G; z1, z2, . . . , zs — их порядки; χj

i —
значение характера χi на классе Hj , i, j = 1, 2, . . . , s; R(G) —регулярное (пра-
вое или левое) представление группы G. Образуем матрицы

Aj =
zj

N

∑

g∈G

χj(g)R(g). (2.1)

Находим базисы подпространств собственных векторов этих матриц, отно-
сящихся к собственному значению λ = 1. Эти подпространства инвариантны

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 01-01-0062 и 02-01-00258).
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относительно R(G) (см. [3]), поэтому в базисе, составленном из этих векторов,
R(G) приводится к клеточно-диагональному виду

R(G) ' T (G) =




T1(G) 0
. . .

0 Ts(G)


 . (2.2)

Следует заметить, что в клеточно-диагональном виде (2.2) клетки Ti(G) яв-
ляются неэквивалентными представлениями группы G. Если при этом Ti(G)
и Tj(G) (i 6= j) неизоморфны, то они расклеиваются, то есть кольцо QT (G)
содержит матрицы вида

diag(0, . . . , 0, Ti(G), 0, . . . , 0) и
diag(0, . . . , 0, Tj(G), 0, . . . , 0).

Если же Ti(G) и Tj(G) изоморфны, то они не расклеиваются (см. [4]). По-
нятно, что если они расклеиваются, то порождающие группы единиц можно
искать отдельно для клеток Ti(G) и Tj(G). В противном случае порождающие
можно искать только для клетки Ti(G), так как Ti(G) ' Tj(G). Таким обра-
зом, в обоих случаях задача сводится к рассмотрению одной клетки. Вопрос о
расклейке легко решается определением совместности систем линейных урав-
нений вида (2.3) над полем рациональных чисел:

x1T (e) + x2T (g2) + · · ·+ xsT (gs) =
= diag(0, . . . , 0, Ti(e)

i
, 0, . . . , 0), i = 1, 2, . . . s. (2.3)

В свою очередь, каждая клетка Ti(G) приводится к клеточно-диагональ-
ному виду

Ti(G) ' Di(G) =




Zi(G) 0
. . .

0 Zi(G)


 ,

где Zi(G) — i-е неприводимое представление группы G, причем в Ti(G) со-
держится в точности zi клеток, они изоморфны, поэтому не расклеиваются
(см. [5]). Поскольку Zi(G) — абсолютно неприводимое представление, то в
кольце ZZi(G) лежат матрицы mi,jei,j для некоторых ненулевых натураль-
ных mi,j . Поэтому очевидно, что любая матрица из ZTi(G) имеет ранг kzi,
где k = 0, 1, . . . zi. Это следует из того, что линейная оболочка неприводи-
мой группы совпадает с полной матричной алгеброй над некоторым телом
(см. [6]) Для приведения Ti(G) к клеточно-диагональному виду достаточно в
ZTi(G) найти матрицу ранга zi и породить ею правый идеал, найти в этом иде-
але минимальный базис из zi элементов и представить в этом базисе каждое
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Ti(g) (g ∈ G), как линейный оператор, действующий на этом идеале правыми
умножениями. Под минимальным базисом мы понимаем такой аддитивный
базис идеала, по которому все элементы идеала раскладываются с целыми
коэффициентами. Отыскание такого базиса описано в [4].

Итак, мы получаем представление

D(G) =




Z1(G)
. . .

Z1(G)
︸ ︷︷ ︸

z1

0

. . .

0

Zs(G)
. . .

Zs(G)
︸ ︷︷ ︸

zs




,

которое, очевидно, изоморфно такому:

D̃(G) =




Z1(G) 0
. . .

0 Zs(G)


 .

Теперь уже для каждой клетки Zi(G) находим ее расклеивающее число, то
есть наименьшее ненулевое натуральное число mi, для которого diag(0, . . . , 0,
miZi(G), 0, . . . , 0) ⊆ ZD̃(G). Если клетки Zi(G) и Zj(G) не расклеиваются, то
находим mi такое, что

diag(0, . . . , 0,miZi(G), 0, . . . , 0, miZj(G), 0 . . . , 0) ⊆ ZD̃(G).

Понятно, что mi есть наименьшее общее кратное знаменателей решения си-
стемы

x1D̃(gi1) + . . . xkD̃(gik) = diag(0, . . . , 0, Ezi
i

, 0, . . . , 0). (2.4)

Здесь D̃(gi1), D̃(gi2), . . . D̃(gik) — аддитивный базис кольца ZD̃(G), который
находим аналогично [4], Ezi — единичная матрица порядка zi.

Обозначим для краткости ZD̃(G) = ϑ, ZZi(G) = ϑi, i = 1, 2, . . . , s и введем
обозначения аналогично [4]. Пусть mi — расклеивающее число для ϑi.

γmi : Z −→ Z/(mi) = Z,

ψmi : Zzi −→ Zzi ,

ϕmi : GLzi(Z) −→ GLzi(Z),
U0(ϑi) = U(ϑi) ∩Kerϕmi
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Здесь U(ϑi) — группа единиц кольца ϑi. Пусть

ψm(ϑ) = diag(ψm1(ϑ1), ψm2(ϑ2), . . . ψms(ϑs)) =
= diag(ϑ1, ϑ2, . . . , ϑs),

U0(ϑ) = diag(U0(ϑ1), U0(ϑ2), . . . U0(ϑs)),
U(ϑ) = U(ϑ)/U0(ϑ).

Теперь понятно, что порождающие U(ϑ) можно искать в два этапа: сначала
порождающие U(ϑ), затем — порождающие U0(ϑ).

Остановимся на порождающих U(ϑ). Понятно, что можно найти порож-
дающие U(ϑi) для каждого i = 1, 2, . . . , s, как целочисленные линейные ком-
бинации базисов колец ϑi (см. [4]). Заметим, что, в силу абсолютной неприво-
димости представлений Zi(G), элементы этих базисов можно выбрать из эле-
ментов Zi(G). Тогда всякая целочисленная линейная комбинация элементов ϑi

однозначно определяет элемент из ϑ. Поэтому в качестве порождающих U(ϑ)
достаточно взять пересечение множеств линейных комбинаций всех U(ϑi).
Именно в этом месте реализации алгоритма и возникает перебор. Действи-
тельно, пусть ϑi = {t1, t2, . . . tzi}Z, где tj ∈ Zi(G). Тогда ϑi = {∑zi

j=1 njtj , 0 6
nj 6 mi − 1}, U(ϑi) = {∑zi

j=1 ujtj |
∑zi

j=1 uj = 1, det(
∑zi

j=1 njtj) = ±1}. Та-
ким образом, для нахождения элементов U(ϑi) нужно перебрать mzi−1

i ли-
нейных комбинаций и выбрать из них те, которые удовлетворяют равенству
det(

∑zi
j=1 njtj) = ±1. Чтобы выбрать порождающие U(ϑi), нужно из полу-

ченного множества матриц выбросить те, которые являются произведениями
других, и те, которые равны между собой по модулю mi.

Теперь о порождающих Kerϕmi . Если zi > 3, то, как следует из [7],
Kerϕmi = (τkj(mi), k 6= j, k, j = 1, 2, . . . , zi), здесь τkj(λ) = Ezi + λekj , где
ekj — матричная единица порядка zi.

Отдельного рассмотрения требует случай zi = 2. Пусть 0 ∈ m ∈ N, ϕm :

GL2(Z) −→ GL2(Z), a =
(

1 0
m 1

)
, b =

(
1 1
0 1

)
, H = (a, bm, b−1ab,

. . . , b−m+1abm−1).

Лемма 1. Kerϕm = H.

Доказательство. Очевидно, H ⊆ Kerϕm. Докажем, что Kerϕm ⊆ H. Пусть
g ∈ Kerϕm, тогда первая строчка g получается как элемент орбиты груп-

пы G = (a, b) элемента
(

1
0

)
(см. [7]). Теперь легко вычислить, что g =

al(aα1bβ1aα2bβ2 . . . aαrbβr)>, отсюда следует, что g̃ = aα1bβ1aα2bβ2 . . . aαrbβr ∈
Kerϕm. Применяем собирательный процесс: ba = abb−1a−1ba = abh, h ∈ H.

После применения собирательного процесса получаем g̃ = hbβh′, где h, h′ ∈
H. Так как g̃, h, h′ ∈ Kerϕm, получаем bβ ∈ Kerϕm, то есть β ≡ 0(mod m), от-
сюда следует, что

∑r
i=1 βi ≡ 0(modm), а тогда имеем aα1bβ1aα2bβ2 . . . aαrbβr =
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aα1bβ1aα2b−β1bβ1+β2 . . . aαrbβ1+···+βr ∈ H. Откуда g> ∈ H, а поскольку (Kerϕm)> =
Kerϕm, то и g ∈ H. Что и требовалось доказать.

Итак, вопрос о порождающих группы Kerϕm решен для любых zi > 2.
Для zi = 1 вопрос о порождающих U(ϑi) сводится к вопросу о порожда-

ющих группы единиц кольца целых чисел над алгебраическими расширени-
ями поля рациональных чисел. Этот вопрос подробно изложен в [8]. У нас
он возник при реализации алгоритма для A4. Здесь поле Q( 3

√
1). Но так как

|Q( 3
√

1) : Q| = 2, s = 0, t = 1, имеем r = s + t− 1 = 0, то есть в любом порядке
этого поля группа единиц тривиальна (Систему обозначений см. в [8]).

Как было замечено в начале, мы реализовали алгоритм для S3 и A4. По-
скольку ZR(G) ' ZD̃(G) ' ZG, то, найдя порождающие для U(ZD̃(G)),
можно вернуться в U(ZG) и записать порождающие в виде целочисленных
линейных комбинаций элементов соответствующих групп.

Дадим запись результатов в матричной форме. Предварительно заметим,
что для S3 z1 = z2 = 1, z3 = 2, а расклеивающее число для T3(S3) m = 3.

D̃
(
(12)

)
=




1
−1

1 0
−1 −1


 , D̃

(
(13)

)
=




1
1

−1 −1
0 1


 ,

a =
(

1 0
3 1

)
, b =

(
1 1
0 1

)
,

b−1ab =
( −2 −3

3 4

)
, b−2ab2 =

( −5 −12
3 7

)
.

Теорема 1.

U(ZS3) ' {±1} ×







1
−1

1 0
−1 −1


 ,




1
−1

−1 −1
0 1


 ,




1
1

1 0
3 1


 ,




1
1

1 3
0 1


 ,




1
1

−2 −3
3 4


 ,




1
1

−5 −12
3 7





 .

Из теоремы 1 следует, что группа единиц кольца ZS3 порождается, есте-
ственно, самой группой S3 и группой изоморфной Kerϕ3 порядка 2.
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Аналогичный результат получен для ZA4. Здесь z1 = z2 = z3 = 1, z4 = 3,
расклеивающее число для Z4(A4) m = 4:

D̃
(
(123)

)
=




1
−1

2 − i
√

3
2

−1
2 + i

√
3

2
0 1 0
1 0 −1

−1 1 0




,

D̃
(
(12)(34)

)
=




1
1

−1 −1 1
0 0 1
0 1 0




.

Теорема 2. U(ZA4) ' {±1} × (
D̃

(
(123)

)
, D̃

(
(12)(34)

)
,

diag(1, 1, 1, τkl(4))|k 6= l; k, l = 1, 2, 3; τkl = E3 + 4ekl

)
.

2 Реализация алгоритма
В предыдущем разделе был описан алгоритм поиска порождающих груп-

пы единиц целочисленных групповых колец. К сожалению, этот алгоритм
очень трудоемок, поэтому, даже в случае небольших групп (например, A4),
обойтись без компьютерных вычислений невозможно. Причем трудоемкость
этого алгоритма возникает не только ввиду большого перебора, осуществля-
емого для нахождения порождающих U(ϑ), фактически все рассчеты, осу-
ществляемые в процессе реализации алгоритма, достаточно громоздки. По
этой причине мы по возможности полностью исключили вычисления вруч-
ную, начиная с построения левого регулярного представления. Для компью-
терных вычислений использовались система Maple V и GAP, а также язык
программирования Borland Pascal.

Перейдем к описанию реализации алгоритма. Опишем эту реализацию
применительно к группе A4, так как для случая S3 фактически все, кроме
перебора довольно несложно проделать вручную. После того, как мы произ-
вольным образом упорядочили все элементы группы, строим регулярное левое
представление этой группы. В результате получаем 12 матриц по количеству
элементов в группе. По формулам (2.1) получаем четыре матрицы (по коли-
честву характеров). Для каждой из них находим собственные векторы, соот-
ветствующие собственному значению λ = 1. Как и следовало из алгоритма, в
первых трех случаях (соответствующих характерам одномерных представле-
ний), получим по одному собственному вектору, причем во втором и третьем
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случаях, так как коэффициенты таблице характеров комплексные, получим
комплексную матрицу и, соответственно, комплексный собственный вектор.
В последнем случае, относящемся к трехмерному представлению, собствен-
ных векторов будет 9. Теперь составим матрицу B из 12 найденных собствен-
ных векторов (записывая их координаты по столбцам), тогда все 12 матриц
BR(g)B−1 будут иметь клеточно диагональный вид (ср. с (2.2)):

R(g) ' T (g) =




T1(g) 0
. . .

0 T4(g)


 ,

где T1(g), T2(g) и T3(g) — это клетки 1× 1, причем в T2(g) и T3(g) могут быть
комплексные числа, а T4(g) — клетка 9× 9.

Для разбиения клетки T4(g) на 3 клетки третьего порядка Z4(g), нам необ-
ходимо в ZT4(G) рассмотреть главный правый идеал, порожденный матрицей
ранга 3. Это один из немногих моментов, который не удалось алгоритмизи-
ровать. Было замечено, что матрица C = T4

(
(123)

) − T4

(
(124)

)
имеет целые

собственные числа: −1, 0, 1, поэтому матрица C + E = C + T4

(
e
)
имеет те

же собственные векторы, только их собственные значения будут равны соот-
ветственно 0, 1, 2. Поэтому в качестве матрицы, порождающей идеал, можно
взять H1 = C(C+E). После этого находим еще две матрицы ранга 3: H2 и H3,
чтобы эти три матрицы образовывали базис полученного идеала. Оказалось,
что можно взять H2 = H1T4

(
(123)

)
и H3 = H1T4

(
(134)

)
. Рассмотрим каждое

T4(g) как оператор, действующий правым умножением на элементы идеала и
распишем это действие в базисе {H1,H2,H3}. Полученные матрицы третьего
порядка и будут соответствующими Z4(g).

Для того, чтобы найти расклеивающие числа для каждой клетки, необхо-
димо построить матрицы D̃(G) и найти решения системы (2.4). Получаем, что
m1 = 12, m4 = 4, а клетки Z2(G) и Z3(G) соответствуют изоморфным пред-
ставлениям, которые можно расклеить только при помощи mi ∈ C, i = 2, 3.
Поэтому делаем попытку ”отклеить“ эти две клетки от остальных. Получаем
”расклеивающее“ число m2,3 = 12.

Теперь рассмотрим клетки Z4(g), g ∈ G по модулю m4 = 4. Выбираем
из этих матриц 9 линейно независимых и перебираем все возможные линей-
ные комбинации из этих линейно независимых матриц (опять же, по модулю
4) и отбираем те из них, определитель которых равен ±1. В итоге получили
215 · 3 матриц (вопрос о природе этого числа, пока еще остается открытым).
Однако, так как Z4, в котором мы работаем, не является полем, среди этих
матриц есть равные. После того, как мы оставили каждую матрицу в одном
экземпляре, их осталось 29 ·3. Теперь осталось выбрать из этих матриц порож-
дающее множество, для этого необходимо исключить из них матрицы таким
образом, чтобы любую исключенную можно было выразить через оставшие-
ся матрицы. Это самая трудоемкая часть алгоритма, ее сложность — O(n3),
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где n — число матриц. После того, как эта работа была проделана, осталось
всего 44 матрицы, с которыми уже можно было работать вручную, а имен-
но осталось по этим матрицам с определителями ±1 в Z4 найти матрицы с
определителями ±1 в Z.

Проделанная работа показала, что даже для небольшой группы (|A4| =
12), работа по нахождению порождающих группы единиц целочисленного
группового кольца сопряжена с определенными трудностями вычислитель-
ного характера. Пока еще есть некоторый ”запас прочности“, но он очень
небольшой, поэтому необходимо модернизировать обработку информации при
поиске матриц с определителями ±1 в Zmi и особенно при выборе из них по-
рождающего множества.
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Определение 1. Алгеброй Лейбница называется алгебра, в которой выпол-
нено тождество:

(xy)z = (xz)y + x(yz). (2.1)

Легко видеть, что это тождество представляет собой одну из форм записи
тождества Якоби. Таким образом, любая алгебра Ли является алгеброй Лейб-
ница. Легко получить, что в алгебре Лейбница выполняется аналог тождества
антикоммутативности в ослабленном виде:

x(yz) = −x(zy). (2.2)

В связи с этим возникает вопрос, как теоремы для алгебр Ли могут быть
обобщены для алгебр Лейбница. Данная работа посвящена нахождению бази-
са свободной алгебры Лейбница.

Для начала напомним некоторые факты из теории алгебр Ли.
Пусть X = {xi|i ∈ I} это вполне упорядоченный алфавит, а X∗ — множе-

ство ассоциативных слов, состоящих из элементов X (включая пустое слово
1). На множестве X∗ введем лексикографический порядок.

Определение 2. Ассоциативное слово u называется ассоциативным словом
Линдона — Ширшова, если для любых непустых v и w таких, что u = vw
выполнено vw > wv.

Определение 3. Неассоциативное слово [u] называется словом Линдона —
Ширшова если

(1) u — правильное ассоциативное слово,

(2) если [u] = [[u1][u2]], то [u1] и [u2] — слова Линдона — Ширшова,

(3) если [u] = [[[u11][u12]][u2]], то u2 > u12.

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 01-01-0062 и 02-01-00258).
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Как было доказано в [1], на любом ассоциативном слове Линдона — Шир-
шова можно единственным способом расставить скобки, чтобы получилось
неассоциативное слово Линдона — Ширшова. Именно неассоциативное слово
Линдона — Ширшова, полученное из ассоциативного слова Линдона — Шир-
шова u мы и будем обозначать в дальнейшем [u]. Из [2] следует, что множество
всех неассоциативных слов Линдона — Ширшова образует базис свободной
алгебры, с множеством порождающих X.

Пусть k — поле характеристики 6= 2. Рассмотрим свободную алгебру Лейб-
ница с множеством порождающих X (обозначим ее Leibk(X)).

Конечную последовательность xi1 , xi2 , . . . , xin назовем набором длины n и
будем обозначать ее x = (xi1 , xi2 , . . . , xin) (в наборе любой элемент множества
X может повторяться любое число раз, два набора, различающиеся порядком
элементов считаем различными). Рассмотрим множество X ∪ {y}, полагая
y > xi для любого i.

Каждому набору (xi1 , xi2 , . . . , xin) поставим в соответствие элемент алгеб-
ры Leibk(X) (будем обозначать его l(xi1 , xi2 , . . . , xin) = l(x)) по следующему
правилу: рассмотрим правильное ассоциативное слово Линдона — Ширшова
u = yxi2 . . . xin , расставим на нем скобки, чтобы получить неассоциативное
слово Линдона — Ширшова (обозначим его [u]). Тогда l(x) получается из [u]
заменой y на xi1 .

Теорема. Линейным базисом Leibk(X) является множество слов l(x), где
x пробегает множество всех наборов из элементов множества X.

Доказательство. Пусть x = (xi1 , xi2 , . . . , xin) — произвольный набор. Рас-
смотрим неассоциативное слово br(x), где br обозначает произвольную рас-
становку скобок на элементах набора. Расмотрим слово br(yxi2 . . . xin). Как
следует из [2], применяя тождества (2.1) и антикоммутативности, можно по-
лучить разложение

br(yxi2 . . . xin) =
∑

s

αs[us]. (2.3)

где αs ∈ k, а [us] — неассоциативные слова Линдона — Ширшова. Легко заме-
тить, что, так как y является наибольшей из букв, при преобразовании слова
br(yxi2 . . . xin) на всех шагах мы будем получать слова, начинающиеся с y,
следовательно, если мы преобразуем слово при помощи тождества антиком-
мутативности, то преобразуемое подслово не может содержать первой буквы
слова, а значит это преобразование можно провести с помощью тождества
(2.2). Как было отмечено, любое слово [us] начинается с y. Заменив эту бук-
ву в каждом слове [us] на xi1 , получим представление br(xi1xi2 . . . xin) в виде
линейной комбинации слов требуемого вида.

Осталось доказать, что эти слова действительно образуют базис, то есть,
что искомое разложение единственно. Пусть для некоторого слова br(xi1xi2 . . .
xin) существуют хотя бы два таких разложения. В этом случае, как было
доказано выше, все слова каждого из этих разложений начинаются на xi1 .
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Заменив в каждом из слагаемых в разложениях xi1 на y, получим, что сло-
во br(yxi2 . . . xin) можно представить в виде линейной комбинации слов Лин-
дона — Ширшова двумя различными способами, полученное противоречие
доказывает теорему.

Напомним, что составом слова называется множество букв, входящих в
это слово с указанием, сколько раз та или иная буква входит в слово. Ана-
логично введем понятие состава набора. Фактически, состав набора — это
состав неассоциативного слова, полученного из данного набора.

Следствие. Множество всех неассоциативных слов в алфавите X с лево-
нормированной расстановкой скобок образует базис алгебры Leibk(X).

Доказательство. Очевидно, любое слово представимо в виде линейной ком-
бинации левонормированных слов. Осталось доказать, что все левонормиро-
ванные слова линейно независимы.

Рассмотрим множество всех слов одного состава. Это множество образует
конечномерное векторное пространство. В силу теоремы, размерность этого
пространства равна количеству различных наборов данного состава. С дру-
гой стороны, количество левонормированных неассоциативных слов данного
состава равно этому же числу. Для завершения доказательства осталось от-
метить, что в силу полилинейности свойства (2.1) при преобразованиях слова
данного состава получаем слова того же состава.
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§ 1. Квадрикой проективного пространства RPn−1 над R называется мно-
жество (проективное многообразие) его точек v, определяемых уравнением
vAvT = 0 с ненулевой симметричной n × n-матрицей A над R. К одной из
основных в теории квадрик относится задача их классификации и перечис-
ления с точностью до проективных конгруэнтностей, то есть преобразований
v 7→ vU (v ∈ RPn−1) для U ∈ PGLn(R), и с точностью до проективностей;
близкой является задача классификации симметрических форм модулей над
R. Эти взаимосвязанные задачи достаточно хорошо изучены, когда R — по-
ле, [1, гл. 3], [6, 41.1]. Интерес к переходу от полей к более общим кольцам
коэффициентов возрастал вместе с развитием K-теории и [8] перенесением
основной теоремы проективной геометрии. В [7, § 3] доказана диагонализи-
руемость или существование ортогонального базиса "сильно невырожденной"
симметрической формы на модуле над локальным кольцом с обратимым эле-
ментом 2. С другой стороны, как показывают примеры, в описаниях симмет-
рических форм при переходе от полей к локальным кольцам коэффициентов
определяющая роль форм с обратимой матрицей утрачивается.

Целью данной работы является перечисление квадрик над локальным
кольцом R с главным максимальным идеалом J и обратимым элементом 2.
Теорема 1 из § 2 устанавливает конгруэнтность диагональной матрице любой
симметрической n × n-матрицы над R. Через R∗ обозначается мультиплика-
тивная группа обратимых элементов кольца R. При |R∗ : R∗2| = 2 нормаль-
ный диагональный вид симметрической матрицы указывает теорема 2, когда
в 1 + R2 существует обратимый неквадрат, а в случае 1 + R∗2 ⊂ R∗2 — теоре-
ма 3, распространяющая закон инерции вещественных квадратичных форм.
При указанных ограничениях и нильпотентном идеале J теорема 4 указывает
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число классов проективно конгруэнтных квадрик проективного пространства
RPn−1.

В условиях теорем 2 и 3 на R теорема 4 и доказанная в § 3 теорема 5
завершают перечисление классов проективно эквивалентных квадрик проек-
тивной плоскости RP2; такое перечисление при более специальном выборе R
устанавливалось ранее, см. [9], [10]. Теоремы 1 – 4 приводятся в § 2 без дока-
зательства; они установлены в нераздельном соавторстве с В.М.Левчуком и с
полными доказательствами публикуются в другой статье.

§ 2. Следующая теорема устанавливает диагонализируемость симмет-
рических n × n-матриц над локальным кольцом R главных идеалов с 2 ∈
R∗.Через MR∗ обозначаем фиксированную систему представителей смежных
классов группы R∗ по подгруппе R∗2, содержащую единицу кольца R.

Теорема 1. Пусть R есть локальное кольцо с главным максимальным
идеалом 〈ε〉 и обратимым элементом 2. Тогда всякая симметрическая n×n-
матрица A над R конгруэнтна диагональной матрице вида

diag (k1ε
t1 , k2ε

t2 , ..., krε
tr , 0, ..., 0), 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tr, εtr 6= 0, (2.1)

где ki ∈ MR∗ и для линейно упорядоченной системы MR∗ при ti−1 = ti пред-
полагаем также ki−1 ≤ ki. Набор показателей t1, t2, · · · , tr определен для A
однозначно, в частности, при R∗2 = R∗ матрица A конгруэнтна единствен-
ной матрице (2.1).

При дополнительных ограничениях на R следующие две теоремы указы-
вают нормальный диагональный вид симметрической матрицы. Ограничение
1 + J ⊂ R∗2 в них не является жестким; несложно показывается, что если
J — ниль-идеал в R или J есть собственный идеал кольца R формальных
степенных рядов над полем, то 1 + J ⊂ R∗2.

Теорема 2. Пусть R есть локальное кольцо с обратимым элементом 2 и
главным максимальным идеалом J = 〈ε〉, причем 1 + J ⊂ R∗2, |R∗ : R∗2| = 2
и существует обратимый неквадрат k ∈ 1+R2. Тогда всякая ненулевая сим-
метричная матрица над R конгруэнтна единственной диагональной матри-
це вида

diag(δiε
i, εi, · · · , εi , · · · , δmεm, εm, · · · , εm , 0, · · · , 0), 0 ≤ i < · · · < m, (2.2)

где εm 6= 0 и каждый элемент δi, · · · , δm равен 1 или k.

Заметим, что теорема 1 устанавливает диагонализируемость и квадратич-
ных форм над R. Следующая теорема распространяет закон инерции веще-
ственных квадратичных форм на случай определенных локальных колец ко-
эффициентов. Выделим формы вида
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[−(x2
1 + . . . + x2

s1
) + (x2

s1+1 + . . . + x2
r1

)]εi1 + · · ·+ [−(x2
r1+···+rq−1+1+

+ · · ·+ x2
r1+···+rq−1+sq

) + (x2
r1+···+rq−1+sq+1 + · · ·+ x2

r1+···+rq−1+rq
)]εiq ,

(2.3)

где q > 0, 0 ≤ i1 < · · · < iq, εiq 6= 0, r1, · · · , rq — целые положительные числа,
r1 + · · ·+ rq ≤ n, s1, · · · , sq — целые числа, 0 ≤ s1 ≤ r1, · · · , 0 ≤ sq ≤ rq.

Теорема 3. Пусть R есть локальное кольцо с главным максимальным
идеалом J = 〈ε〉, причем 1 + J ⊂ R∗2, |R∗ : R∗2| = 2 и 1 + R∗2 ⊂ R∗2.
Тогда всякая ненулевая квадратичная форма над R приводится обратимым
R− линейным преобразованием неизвестных к диагональному виду (2.3), в
котором показатели i1, · · · , iq и целые числа r1, · · · , rq, s1, · · · , sq не зависят
от способа приведения.

Для ненулевой симметричной n×n-матрицы A над R уравнение v(λA)vT =
0 при всех λ ∈ R∗, очевидно, определяет одну и ту же квадрику. Если од-
на квадрика получается из другой проективным линейным преобразованием
v 7→ vU (v ∈ RPn−1) для U ∈ PGLn(R) (аналогично, проективностью ), то
квадрики называем проективно конгруэнтными (соответственно, проективно
эквивалентными).

Следующая теорема устанавливает число N(n, s) классов проективно кон-
груэнтных квадрик пространства RPn−1 в условиях теорем 2 и 3. Пусть Ωq(m)
— совокупность всех упорядоченных наборов (n1, . . . , nq) целых чисел nj > 0

с суммой m. Число
(

p
q

)′
считаем равным

(
p
q

)
для целых чисел p ≥ q ≥ 0

и равным 0 в других случаях.

Теорема 4. Пусть R — локальное кольцо c нильпотентным ступени
s главным максимальным идеалом, 2 ∈ R∗ и |R∗ : R∗2| = 2. Тогда соответ-
ственно случаям 1 + R∗2 ⊂ R∗2 и R∗ ∩ (1 + R2) * R∗2 число N(n, s) классов
проективно конгруэнтных квадрик пространства RPn−1 равно ([· · · ] — целая
часть числа)

N(n, s) =
n∑

m=1

min{m,s}∑

q=1

(
s
q

)
{
(

m/2− 1
q − 1

)′
+

∑

(n1,...,nq)∈Ωq(m)

[
1
2

q∏

j=1

(nj + 1)]},

(2.4)

N(n, s) =
n∑

m=1

min{m,s}∑

q=1

(
s
q

)
2q−1 {

(
m/2− 1

q − 1

)′
+

(
m− 1
q − 1

)
}. (2.5)

§ 3. Отметим, что матрица (2.1) представляется в виде

Φ = diag(εt1A1, ε
t2A2, . . . , ε

tqAq, O), 0 ≤ t1 < t2 · · · < tq, εtq 6= 0, (2.6)
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с обратимыми диагональными клетками A1, . . . , Aq, сумма размерностей ко-
торых и размерности нулевой клетки O равна n.

По основной теореме проективной геометрии [8] всякая проективность есть
произведение проективного линейного преобразования пространства RPn−1

и его кольцевого автоморфизма, индуцированного автоморфизмом основного
кольца. Легко видеть, что в условиях теорем 3 и 4 и неавтоморфных элементов
ε и kε кольца R число классов проективно эквивалентных квадрик совпадает
с числом N(n, s). Следующая теорема указывает число классов проективно
эквивалентных квадрик для проективной плоскости в оставшемся случае, ко-
гда элементы ε и kε автоморфны.

Теорема 5. Если максимальный идеал J = 〈ε〉 локального кольца R ниль-
потентен ступени s, |R∗ : R∗2| = 2 и элементы ε и kε для неквадрата k в
кольце R автоморфны, то число N классов проективно эквивалентных квад-
рик проективной плоскости RP2, в соответствии с тем, четно или нечетно
число s, равно

N = (s(5s2 + 15s + 28))/12 или N = (5s3 + 15s2 + 31s− 3)/12,

при R∗ ∩ (1 + R2) * R∗2, а при 1 + R∗2 ⊂ R∗2 —

N = (s(5s2 + 21s + 28))/12 или N = (5s3 + 21s2 + 31s + 3)/12.

Доказательство. В соответствии с теоремой 1 классы проективно эквива-
лентных квадрик можно представлять матрицами D = diag(k1ε

t1 , k2ε
t2 , k3ε

t3),
где 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ t3 ≤ s, t1 < s и ki ∈ {1, k} для обратимого неквадрата k,
фиксированного как и в теореме. Ясно, что матрицы D и kD представляют
один класс квадрик и поэтому, например, при εt3 6= 0 можем полагать k3 = 1.

Допустим, что t1 = t2 = t3 = m. В силу теорем 2, 3 и предыдущего
замечания, при любом m, 0 ≤ m < s, класс квадрик представляется одной из
матриц

D1 = εmdiag(1, 1, 1), D2 = εmdiag(k, 1, 1), D3 = εmdiag(k, k, 1).

Замечаем, что классы квадрик с матрицами D3 и kD3 совпадают, а матрицы
D2 и kD3 конгруэнтны. Если R∗∩ (1+R2) * R∗2, то по лемме 3 матрицы D2 и
kD1 конгруэнтны и, в силу произвола в выборе m, получаем всего s классов.
С другой стороны, при 1 + R∗2 ⊂ R∗2 классы квадрик с матрицами D1 и D2

не совпадают и поэтому получаем 2s классов квадрик.
Найдем число классов квадрик с t3 = s. Случай 0 ≤ t1 < t2 = t3 = s дает в

точности s классов. В остальных случаях каждый класс представляется мат-
рицей diag(k1ε

t1 , εt2 , 0), 0 ≤ t1 ≤ t2 < s. При t1 = t2 получаем 2s различных
классов. Если t1, t2 — одной четности и различны, то получаем 2C 2

[s+1/2] или
2C 2

[s/2] классов, в соответствии с тем, четны или нечетны числа t1, t2; здесь [· · · ]
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— целая часть числа. В случае, когда числа t1, t2 имеют различную четность,
легко убедиться, что квадрики с матрицами diag(kεt1 , εt2 , 0) и diag(εt1 , εt2 , 0)
автоморфны и поэтому число классов здесь равно произведению C 1

[s+1/2]C
1

[s/2].

Пусть t3 < s. Допустим, что среди чисел t1, t2, t3 есть как четные, так и
нечетные. Зафиксируем четный показатель ti и нечетный показатель tj . Как и
выше, можем полагать ki = 1. С помощью кольцевого автоморфизма добива-
емся также равенства kj = 1, не изменяя коэффициента ki, в силу четности ti.
Тогда различные значения оставшегося третьего коэффициента, независимо
от третьего показателя в D, приводят к различным классам проективно экви-
валентных квадрик. Таким образом, получаем 2C 2

[s+1/2]C
1

[s/2] + 2C 1
[s+1/2]C

2
[s/2]

классов, когда все три показателя различны, и 2C 1
[s+1/2]C

1
[s/2] классов в каж-

дом из случаев t1 = t2 < t3 и t1 < t2 = t3.
В случае, когда числа t1, t2, t3 — одной четности и различны, то в соответ-

ствии с тем, четны они или нечетны, получаем 4C 3
[s+1/2] или 4C 3

[s/2] классов.
Рассмотрим оставшийся случай, когда числа t1, t3 — одной четности и раз-
личны, а число t2 совпадает с одним из них. Допустим вначале, что t1 = t2.
Тогда каждый класс квадрик представляется матрицей diag(εt1Di, ε

t3), где
D1 = diag(1, 1), D2 = diag(k, 1), D3 = diag(k, k). Для фиксированных t1, t3 все
три возможности очевидно приводят к различным классам при 1+R∗2 ⊂ R∗2

и всего получаем 3M классов, где M = C 2
[s+1/2]+C 2

[s/2]; при R∗∩(1+R2) * R∗2

должны иметь 2M классов, так как матрицы D1 и D3 конгруэнтны. Резюми-
руя, получаем утверждение теоремы.
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1 Об универсальной Σ-функции
В данной главе рассматривается следующая задача: найти теоретико-мо-

дельные условия существования универсальной Σ-функции в наследственно
конечной надстройке над моделью. В.А. Руднев в [4] показал, что в наслед-
ственно конечных надстройках над моделями c-простых теорий существует
универсальная Σ-функция. Впоследствии Ю.Л. Ершов в [1], используя по-
нятие квазирезольвентности, установил, что универсальная Σ-функция су-
ществует в наследственно конечных надстройках над моделями регулярных
теорий.

В данной работе приводится еще одно достаточное условие существова-
ния универсальной Σ-функции в HF (M), которое определяется в терминах
1-разрешимости. Данное условие с точки зрения обобщенной вычислимости
над моделями представляется более естественным, чем условие, сформулиро-
ванное в терминах квазирезольвентности наследственно конечной надстрой-
ки. Кроме того, класс моделей, удовлетворяющих данному условию, также
содержит все модели регулярных теорий. Для моделей ω-категоричных и раз-
решимых теорий найдено необходимое и достаточное условие существования
универсальной Σ-функции.

Все рассматриваемые в дальнейшем модели имеют вычислимую сигна-
туру, с которой связывается некоторая вычислимая геделевская нумерация
формул этой сигнатуры. Для формулы ϕ через dϕe обозначается ее геделев-
ский номер.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект N02-0100540, Сове-
та по грантам Президента РФ и государственной поддержке ведущих научных школ,
проект НШ-2069.2003.1, программы "Университеты России", проект УР.04.01.019.
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Определение 1. Модель M сигнатуры σ называется разрешимой в HF (M),
если множество

{〈m̄, dϕe〉 | m̄ ∈ M<ω, ϕ(x̄) – формула сигнатуры σ, M |= ϕ(m̄)}

является Σ-подмножеством в HF (M).

Данное понятие допусает эквивалентное определение в терминах Σ-оп-
ределимости алгебраических систем [1]: модель M является разрешимой в
HF (M) тогда и только тогда, когда морлиевское обогащение модели M Σ-
определимо в HF (M). Отметим, что для модели M регулярной теории в
HF (M) справедлива теорема о равномерной униформизации тогда и толь-
ко тогда, когда некоторое скулемовское обогащение модели M Σ-определимо
в HF (M) (см. [5]).

Рассмотрим более слабую версию этого понятия, с помощью которого и
сформулируем достаточное условие существования универсальной Σ-функции.

Определение 2. Модель M сигнатуры σ называется n-разрешимой в HF (M)
(n > 0), если множество

{〈m̄, dϕe〉 | m̄ ∈ M<ω, ϕ(x̄) – формула сигнатуры σ
с меньшим, чем n, числом перемен кванторов
в пренексной нормальной форме, M |= ϕ(m̄)}

является Σ-подмножеством в HF (M).

Очевидно, что M разрешима в HF (M) тогда и только тогда, когда M

n-разрешима в HF (M) для всех n > 0 (если под 0-разрешимостью пони-
мать равномерную Σ-определимость истинности бескванторных формул, то,
очевидно, всякая модель будет 0-разрешимой в HF -надстройке). Очевидным
также является следующее утверждение (напомним, что теория называется
регулярной [1], если она модельно полна и разрешима):

Предложение 1. Если Th(M) регулярна, то M является разрешимой в HF (M).

Поэтому, в частности, всякая модель регулярной теории является 1-разре-
шимой в наследственно конечной надстройке. Покажем, что условие 1-раз-
решимости является достаточным для существования в наследственно ко-
нечной надстройке универсальной Σ-функции. В случае 1-разрешимых мо-
делей в предыдущем определении вместо произвольных формулы без пере-
мен кванторов в пренексной нормальной форме можно ограничиться только
∀-формулами. Действительно, вследствие существования универсального Σ-
предиката в допустимых множествах, для всякой модели проверка истинности
∃-формул тривиально определяется Σ-предикатом в наследственно конечной
надстройке.
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Теорема 1. Если M является 1-разрешимой в HF (M), то в HF (M) суще-
ствует универсальная Σ-функция.

Доказательство. Пусть M — модель сигнатуры σ. Рассмотрим произвольную
Σ-функцию f : HF (M) → HF (M). Для нее существует функция h : HF (ω) →
HF (ω), такая, что, в обозначениях [1], для любых κ ∈ HF (ω) и m̄∈M<ω

f(tκ(m̄)) = th(κ)(gκ(m̄)),

причем h — A-вычислимая функция для некоторого A вида Th∃(M, m̄), m̄ ∈
M<ω, а gκ : M<ω → M<ω — Σ-определимая в HF (M) частичная функция.
Вследствие этого, существование универсальной Σ-функции в HF (M) экви-
валентно существованию в HF (M) вычислимой нумерации Σ-функций вида
g : M<ω → M<ω.

Пусть g : M<ω → M<ω — Σ-функция в HF (M). Тогда существует вычис-
лимая последовательность

Φ = {ϕn(x̄n, ȳn, z̄) | n ∈ ω}

∃-формул сигнатуры σ такая, что для некоторого m̄0 ∈ M<ω

g = {〈m̄, m̄′〉 | m̄, m̄′ ∈ M<ω, ∃n ∈ ω M |= ϕn(m̄, m̄′, m̄0)}.

Здесь и всюду далее считается, что для формул вычислимой последователь-
ности, определяющей функцию такого вида, существует эффективная проце-
дура "сотировки"переменных: набор переменных x̄n соответствует аргументу,
а набор переменных ȳn – значению функции.

Назовем ∃-формулу ϕ(x̄, ȳ, z̄) сигнатуры σ функциональной для набора
m̄0 ∈ M<ω, если M |= ∀x̄∃≤1ȳϕ(x̄, ȳ, m̄0). Аналогично, (вычислимую) после-
довательность ∃-формул {ϕn(x̄n, ȳn, z̄)|n ∈ ω} сигнатуры σ назовем функцио-
нальной для набора m̄0 ∈ M<ω, если

M |= ∀x̄∃≤1ȳ
∨
n∈ω

ϕn(x̄n, ȳn, m̄0).

Из определения очевидно, что элементами функциональной последователь-
ности являются функциональные формулы. Отметим, что условие функцио-
нальности для ∃-формул записывается ∀-формулой. Действительно, если ϕ(x̄,
ȳ, z̄) — ∃-формула, то формула

∀x̄∀ȳ∀ȳ′(ϕ(x̄, ȳ, z̄) ∧ ϕ(x̄, ȳ′, z̄) → ȳ = ȳ′),

очевидно, является ∀-формулой. Аналогично, условие функциональности для
(вычислимых) последовательностей ∃-формул записывается (вычислимой) бес-
конечной Π1-формулой.
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Существенным является следующее замечание: если M — 1-разрешимая в
HF (M) модель, то в HF (M) существует вычислимая нумерация всех вычис-
лимых последовательностей функциональных ∃-формул. Действительно, для
каждого m̄0 ∈ M<ω эфффективно определяется Σ-функция f : ω → ω,такая,
что, с оракулом A = Th∀(M, m̄0), {WA

f(n)|n ∈ ω} — искомая нумерация вы-
числимых последовательностей (геделевских номеров) функциональных ∃-
формул для m̄0. Здесь {Wn|n ∈ ω} — универсальная нумерация всех вычис-
лимо перечислимых множеств натуральных чисел, а значение f(n) определя-
ется для каждого n ∈ ω из условия: k ∈ WA

f(n) тогда и только тогда, когда
k ∈ Wn, k — геделевский номер ∃-формулы ϕ(x̄, ȳ, z̄) сигнатуры σ, и форму-
ла ∀x̄∃≤1ȳϕ(x̄, ȳ, m̄0) выполняется в модели M, то есть принадлежит теории
Th∀(M, m̄0).

Наконец, по нумерации всех вычислимых последовательностей функцио-
нальных ∃-формул эффективно (в случае 1-разрешимых моделей) находится
нумерация всех Σ-функций из M<ω в <ω. Действительно, если m̄0 ∈ M<ω

и n0 ∈ ω, то по вычислимой последовательности WA
f(n0) = {dϕk(x̄k, ȳk, z̄)e|k ∈

ω}, A = Th∀(M, m̄0), определим Σ-функцию g : M<ω → M<ω так: g(m̄1) = m̄2

тогда и только тогда, когда ∃k0((M |= ϕk0(m̄1, m̄2, m̄0)) ∧ ∀k ≤ k0(M |=
∀ȳ¬ϕk(m̄1, ȳ, m̄0))) (последняя формула является ∀-формулой). 2

На самом деле, по аналогии с условием предыдущей теоремы можно сфор-
мулировать условие, которое будет уже необходимым и достаточным для су-
ществования универсальной Σ-функции в наследственно конечной надстрой-
ке. А именно, для произвольной модели M сигнатуры σ семейство F функ-
циональных последовательностей назовем базисным, если для всякой функ-
циональной последовательности Φ(m̄) существует функциональная последо-
вательность Ψ(m̄′) из F , такая, что

HF (M) |= ∀x̄∀ȳ(
∨

ϕ∈Φ(x̄,ȳ,m̄)

ϕ(x̄, ȳ, m̄) ↔
∨

ψ∈Ψ(x̄,ȳ,m̄′)

ψ(x̄, ȳ, m̄′)).

Теорема 2. Пусть M — модель сигнатуры σ. В наследственно конечной над-
стройке HF (M) существует универсальная Σ-функция тогда и только тогда,
когда в HF (M) существует вычислимая нумерация некоторого семейства ба-
зисных функциональных последовательностей.

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству предыду-
щей теоремы. Проверка условия этого критерия представляется довольно труд-
ной задачей, поэтому он едва ли может иметь большую практическую цен-
ность. Однако полезным следствием данной теоремы является критерий су-
ществования универсальной Σ-функции в надстройках над моделями ω-ка-
тегоричных и разрешимых теорий. А именно, под ∀∃≤1∃-теорией модели M

сигнатуры σ (обозначение Th∀∃≤1∃(M)) будем понимать множество истинных
в M предложений вида

∀x̄∃≤1ȳϕ(x̄, ȳ),
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где ϕ(x̄, ȳ) — ∃-формула сигнатуры σ. Очевидно, что всякая ∀∃≤1∃-формула
эквивалентна ∀-формуле, поэтому можно считать, что
Th∀∃≤1∃(M)⊆Th∀(M).

Теорема 3. Пусть модель M такова, что Th(M) ω-категорична и разрешима.
Тогда в HF (M) существует универсальная Σ-функция в том и только том
случае, когда множество

{〈m̄, dϕe〉 | m̄ ∈ M<ω, ϕ ∈ Th∀∃≤1∃(M, m̄)}

является Σ-подмножеством в HF (M).

Доказательство. Действительно, вследствие ω-категоричности всякая бес-
конечная формула эквивалентна конечной, поэтому базисным множеством
функциональных последовательностей будет множество всех (вследствие раз-
решимости) функциональных ∃-формул. 2

Следствие 1. Пусть M — модель ω-категоричной и разрешимой теории.
Пусть в HF (M) существует универсальная Σ-функция, и пусть m̄0 ∈ M<ω

— набор праэлементов, входящих в параметры определения этой функции.
Тогда для любых наборов m̄1, m̄2 ∈ M<ω из включения

Th∃(M, m̄0, m̄1) ⊆ Th∃(M, m̄0, m̄2)

следует включение

Th∀∃≤1∃(M, m̄0, m̄1) ⊆ Th∀∃≤1∃(M, m̄0, m̄2).

Используя необходимое условие из этого следствия, легко убедиться, что в
наследственно конечной надстройке над моделью, построенной В.А.Рудневым
в [4], не существует универсальной Σ-функции. Действительно, предположим,
что это не так. Любые два элемента из этой модели либо имеют одинаковую ∃-
теорию, либо ∃-теория одного элемента является собственным подмножеством
∃-теории другого. Однако в этом случае соответствующее вложение для ∃≤1-
теорий этих элементов, как легко убедиться, места не имеет.

2 Внутренняя определимость наследственно
конечных надстроек и кардинальные ну-
мерации

Пусть A — допустимое множество, B ⊆ A — Σ-подмножество. Назовем до-
пустимое множество A конструктивизируемым внутри B, если существу-
ют Σ-формулы Φ(x0, y), Φ=(x0, x1, y), Ψ=(x0, x1, y), Φ∈(x0, x1, y), Ψ∈(x0, x1, y),



ВНУТРЕННЯЯ Σ-ОПРЕДЕЛИМОСТЬ В НАДСТРОЙКАХ 113

ΦU (x0, y), ΨU (x0, y) и параметр b ∈ B такие, что Φ(x, b)A ⊆ B и система ре-
лятивизованных формул 〈ΦB, (Φ=)B, (Ψ=)B, (Φ∈)B, (Ψ∈)B, (ΦU )B, (ΨU )B〉 с
параметром a определяют допустимое множество A в A.

Пусть rank(B) = sup{rank(b)|b ∈ B}. Для допустимого множества A рас-
смотрим ординал

dr(A) = inf{rank(B)|A конструктивизируемо внутри B}.

Теорема 4. Пусть M — модель вычислимой сигнатуры. Тогда
1) если M конечна, то dr(HF (M)) = ω,
2) если M бесконечна, то dr(HF (M)) 6 2.

Пусть, как обычно, HFn(M) — множество элементов из HF (M) ранга не
больше n. Очевидно, что если M конечна, то HF (M) не является конструк-
тивизируемым внутри HFn(M) для любого n ∈ ω, откуда следует справедли-
вость пункта 1. Справедливость пункта 2 вытекает из следующего замечания:
имеет место

Теорема 5. Если M бесконечна, то наследственно конечная надстройка HF (M)
является конструктивизируемой внутри HF2(M).

Доказательство. Построим HF2(M)-конструктивизацию ν стандартной мо-
дели арифметики 〈ω,≤, +, ·, s, 0, 1〉. Воспользуемся для этого кардинальным
представлением натуральных чисел в модели M: каждому n ∈ ω сопоставим
семейство всех множеств из n элементов:

Mn ® {a ⊆ M | |a| = n}.

Два множества лежат в одном семействе (то есть представляют одно и то же
натуральное число), если существует биекция из одного множества на дру-
гое. Заметим, что для представления функций на M с конечной областью
определения в HF (M) достаточно элементов ранга 2. Действительно, всякая
функция вида f = {〈u1, v1〉, . . . , 〈un, vn〉} однозначно определяется элементом

af = {{u1, v1}, . . . , {un, vn}, u1, . . . , un}

ранга 2. Вследствие этого нумерационная эквивалентность для кардинальной
нумерации ν является Σ-определимой в HF2(M):

ν(a) = ν(b) ⇐⇒ HF2(M) |= ∃f(Fun(f) ∧Dom(f) = a ∧Ran(f) = b).

Аналогично, для отношения порядка ≤ имеем

ν(a) ≤ ν(b) ⇐⇒ HF2(M) |= ∃a′((ν(a′) = ν(a)) ∧ (a′ ⊆ b)),
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ν(a) < ν(b) ⇐⇒ HF2(M) |= ∃a′∃b′((ν(a′) = ν(a)) ∧ (a′ ⊆ b)
∧(b′ ⊆ b) ∧ (b = a′ ∪ b′) ∧ (b′ 6= ∅)),

откуда, так как ν(a) 6= ν(b) ⇐⇒ ((ν(a) < ν(b)) ∨ (ν(b) < ν(a))), полу-
чаем, что нумерационная эквивалентность и отношение порядка являются
∆-определимыми в HF2(M).

Для операций сложения и умножения имеем

ν(a) + ν(b) = ν(c) ⇐⇒ HF2(M) |= ∃a′∃b′((ν(a′) = ν(a)) ∧ (ν(b) = ν(b′))
∧(a′ ⊆ c) ∧ (b′ ⊆ c) ∧ (c = a′ ∪ b′),

ν(a) · ν(b) = ν(c) ⇐⇒ HF2(M) |= ∃c′((∩c′ = c) ∧ (”c′ = {a′1, . . . , a′ν(b)}”)
∧(”a′i ∩ a′j = ∅ при i 6= j”)
∧(”ν(a′i) = ν(a) для всех i”)),

где, например, запись ”c′ = {a′1, . . . , a′ν(b)}” есть сокращение для формулы

∃c′′((ν(c′′) = ν(b)) ∧ ∀a′ ∈ c′∃!x ∈ a′(x ∈ c′′)).

Таким образом, операции сложения и умножения HF2(M)-конструктивизи-
руемы с помощью кардинальной нумерации ν.

По данной HF2(M)-конструктивизации системы 〈ω,≤,+, ·, s, 0, 1〉 и произ-
вольной конструктивизации γ : ω → HF (ω) построим HF2(M)-конструктиви-
зацию ν∗ для HF (M) следующим образом: для всякого a ∈ HF (M), такого,
что a = tκ(m1, . . . , mk) положим ν−1(a) равным множеству всех элементов
вида

{aκ, {m1, u1}, . . . , {mk, u1, . . . , uk}, u1, . . . , uk},
где множество aκ ⊆ M таково, что ν(aκ) = γ−1(κ), а элементы u1, . . . , uk из M
различны и удовлетворяют условиям {u1, . . . , uk}∩{m1, . . . , mk} = {u1, . . . , uk}∩
aκ = {m1, . . . , mk} ∩ aκ = ∅.

Построенная таким образом HF2(M)-конструктивизация ν∗, является, оче-
видно, конструктивизацией HF (M) внутри HF2(M). 2

Из теоремы 5, в частности, следуют некоторые результаты из [6] об опре-
делимости в многосортных языках, в которых переменные могут принимать
значения только определенного типа.

В [3] рассматривалось понятие приемлемой (acceptable) структуры. Имеет
место следующее

Предложение 2. dr(HF (M)) = 0 тогда и только тогда, когда M — прием-
лемая (acceptable) структура.
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FUZZY POLYGONOMETRIES
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The notion of polygonometry has a long history. It is a natural generalization of
the notion of trigonometry when rations of parameters in polygons are considered
instead of rations of parameters in triangles. Thus the class of polygonometries
includes both the classical trigonometry on the Euclidian plane and the spherical
trigonometry [1].

Polygonometries were investigated by A. I. Lexell [2], [3], N. I. Fuss [4], T. Bana-
chiewicz and others. Both triangulation method and polygonometrical method play
an important role in astronomy and geodesy [5]. From the other hand polygono-
metries can be considered as algebraic and combinatorial objects [6], [7], [8]. As
shown in [9], [10], [11] polygonometries are useful for realizations of many structural
properties of Ehrenfeucht theories (i.e. complete first order theories having a finite
(> 1) number of pairwise non-isomorphic countable models).

The author introduced the notion of generalized polygonometry in [12]. At
present article we propose a fuzzy interpretations of generalized polygonometries.

We shall use the terminology of [6]. Remember the notions from [12] of side-
angle matrices and of generalized polygonometry.

Let G1 and G2 be some groups. By side-angle matrix or SA-matrix (over the

pair (G1, G2)) we mean any matrix
(

a1 a2 . . . an

α1 α2 . . . αn

)
, where ai ∈ G1 ∪ {∞},

αi ∈ G2 ∪ {∞}, i = 1, . . . , n, n ≥ 3. The set S of some SA-matrices is said to be
closed , if the following conditions are satisfied:

1) ∆e(G1, G2) ⊆ S (see [6]);
2) if some element of first row of a matrix from S is equal to∞, then S contains( ∞ ∞ ∞
e e e

)
and all matrices of form

( ∞ g1 ∞
e e e

)
, g1 ∈ G1;

3) if some element of second row of a matrix from S is equal to ∞, then S

contains
(

e e e
∞ ∞ ∞

)
and all matrices of form

(
e e e
∞ g2 ∞

)
, g2 ∈ G2;

4) for any S ∈ S the set S contains cyclic permutations and turns of S, and it
is closed under joinings of matrices where values of α · ∞ and ∞ · α are equal to
∞, ∞−1 = ∞ and values of ∞ ·∞ can be arbitrary from G1 ∪G2 ∪ {∞}.

∗The author was supported in part by the Russian Foundation for Basic Researches
(the code of project 02-01-00258).
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By a generalized polygonometry gpm(G1, G2,P) of group pair (G1, G2) on a
system P = 〈P,L,∈〉 containing the set of points P and the set of lines L (where
any line is a subset of P ) we mean an algebraic system

M = 〈P, 〈Q(2)
g1
| g1 ∈ G1〉, 〈R(3)

g2
| g2 ∈ G2〉〉,

containing nonempty relations Qg1 , g1 ∈ G1, and Rg2 , g2 ∈ G2, and satisfying the
following conditions:

a) M |= ∀x Re(x, x, x) and (M |= Re(a, b, c) ⇔ elements a, b and c are
collinear);

b) if M |= Qg1(a, b), then elements a and b belong to a common line;
c) if M |= Rg2(a, b, c), then there is a line l1, containing elements a and b, and

there is a line l2, containing elements b and c;
d) M |= (Re(a, b, c) ∧Qg1(a, b) ∧Qg′1(b, c)) → (Qg1·g′1(a, c) ∧Qg−1

1
(b, a));

e) M |= (Rg2(a, b, c) ∧Rg′2(c, b, d)) → (Rg2·g′2(a, b, d) ∧Rg−1
2

(c, b, a));
f) if p1 and p2 are points belonging to lines l1 and l2 accordingly, then there

exists an automorphism f ∈ AutM such that f(p1) = p2 and f(l1) = l2.
Let S = (p1, p2, . . . , pn) be a polygon of generalized polygonometry gpm =

gpm(G1, G2,P), i.e. a sequence of points, for which there are lines l(pi, pi+1) 3
pi, pi+1, i = 1, . . . , n− 1, and l(pn, p1) 3 pn, p1. Define parameters of sides pi p̂i+1

and pn p̂1 of polygon S as elements ai of side group G1 such that |= Qai(pi, pi+1),
i = 1, . . . , n− 1, and |= Qan(pn, p1). Here if the pair (pi, pi+1) (or (pn, p1)) doesn’t
belong to the relation

⋃
g1∈G1

Qg1 , we set ai ­ ∞ (an ­ ∞). Accordingly we define

parameters of angles l(pi−1, pi)̂ l(pi, pi+1), i = 2, . . . , n−1, l(pn−1, pn)̂ l(pn, p1) and
l(pn, p1)̂ l(p1, p2) in S as elements αi of angle group G2 such that |= Rαi−1(pi−1, pi,
pi+1), i = 2, . . . , n − 1, |= Rαn−1(pn−1, pn, p1) and |= Rαn(pn, p1, p2). Here if a
sequential 3-tuple of points doesn’t belong to the relation

⋃
g2∈G2

Rg2 , then according

element αi is equal to ∞. Thus the parameters of polygon S are defined by SA-

matrices of form
(

a1 a2 . . . an

α1 α2 . . . αn

)
.

Denote by S(gpm) the set of all SA-matrices correspondent to polygons from
gpm.

Obviously any set S(gpm) is closed. From the other hand any closed set of
SA-matrices corresponds to some generalized polygonometry.

Theorem 1. [12] For any closed set of SA-matrices S over group pair (G1, G2)
there exists a generalized polygonometry gpm = gpm(G1, G2,P) such that S(gpm) =
S.

Let S be a closed set of SA-matrices over (G1, G2). Taking parameters (a1, α1, . . . ,
. . . an−2, αn−2, an−1) and α1, a2, . . . , αn−2, an−1, αn−1 of a matrices ( a1 a2 ... an

α1 α2 ... αn ) ∈
S we get many-valued (2n− 3)-ary partial functions f2n−3

ra , f2n−3
ms , f2n−3

la , f2n−3
rs ,
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f2n−3
ma , f2n−3

ls satisfying the following conditions:

f2n−3
ra (a1, α1, . . . , an−2, αn−2, an−1) =

{
αn−1

∣∣∣
(

a1 a2 . . . an

α1 α2 . . . αn

)
∈ S

}
,

f2n−3
ms (a1, α1, . . . , an−2, αn−2, an−1) =

{
an

∣∣∣
(

a1 a2 . . . an

α1 α2 . . . αn

)
∈ S

}
,

f2n−3
la (a1, α1, . . . , an−2, αn−2, an−1) =

{
αn

∣∣∣
(

a1 a2 . . . an

α1 α2 . . . αn

)
∈ S

}
,

f2n−3
rs (α1, a2, . . . , αn−2, an−1, αn−1) =

{
an

∣∣∣
(

a1 a2 . . . an

α1 α2 . . . αn

)
∈ S

}
,

f2n−3
ma (α1, a2, . . . , αn−2, an−1, αn−1) =

{
αn

∣∣∣
(

a1 a2 . . . an

α1 α2 . . . αn

)
∈ S

}
,

f2n−3
ls (α1, a2, . . . , αn−2, an−1, αn−1) =

{
a1

∣∣∣
(

a1 a2 . . . an

α1 α2 . . . αn

)
∈ S

}
.

Let f : X → Y be a function. By Rf we shall denote the plot {(x, y) | y = f(x)}
of function f .

For any partial many-valued function f2n−3
τ consider characteristic real-valued

function µ2n−3
τ : Rf2n−3

τ
→ [0, 1], τ ∈ {ra, ms, la, rs, ma, ls}. Thus any function

µ2n−3
τ defines the probability p = µ2n−3

τ (ξ1, ξ2,
. . . , ξ2n−2) of equality f2n−3

τ (ξ1, ξ2, . . . , ξ2n−3) = ξ2n−2, ξi ∈ G1 ∪ G2 ∪ {∞}. We
shall denote this equality with its probability by

(
f2n−3

τ (ξ1, ξ2, . . . , ξ2n−3) = ξ2n−2

∣∣ p
)
.

Let gpm = gpm(G1, G2,P) be a generalized polygonometry such that S(gpm) =
S. The system fgpm = 〈gpm, µ2n−3

τ 〉 n ∈ ω \ {0, 1, 2},
τ ∈ {ra, ms, la, rs, ma, ls}

is said to be a fuzzy

generalized polygonometry if it satisfies the following conditions for any SA-matrix(
a1 a2 . . . an

α1 α2 . . . αn

)
∈ S(gpm):

µ2n−3
ra (a1, α1, . . . , an−2, αn−2, an−1, αn−1) > 0,

µ2n−3
ms (a1, α1, . . . , an−2, αn−2, an−1, an) > 0,

µ2n−3
la (a1, α1, . . . , an−2, αn−2, an−1, αn) > 0,

µ2n−3
rs (α1, a2, . . . , αn−2, an−1, αn−1, an) > 0,

µ2n−3
ma (α1, a2, . . . , αn−2, an−1, αn−1, αn) > 0,

µ2n−3
ls (α1, a2, . . . , αn−2, an−1, αn−1, a1) > 0.

(2.1)

Taking in a fuzzy polygonometry fgpm any 2n − 3 sequential parameters of
sides and angles of n-gon we get some number of possibilities for remaining three
parameters and probabilities for each variant of these parameters.

Let S be a closed set of SA-matrices, µ2n−3
τ , τ ∈ {ra, ms, la, rs,ma, ls}, be

characteristic real-valued function satisfying conditions (1) for any SA-matrix
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(
a1 a2 . . . an

α1 α2 . . . αn

)
∈ S. Then the system 〈S, µ2n−3

τ 〉 n ∈ ω \ {0, 1, 2},
τ ∈ {ra, ms, la, rs, ma, ls}

is

said to be f -closed.
Obviously for any fuzzy polygonometry

fgpm = 〈gpm, µ2n−3
τ 〉 n ∈ ω \ {0, 1, 2},

τ ∈ {ra, ms, la, rs, ma, ls}

the system 〈S(gpm), µ2n−3
τ 〉 n ∈ ω \ {0, 1, 2},

τ ∈ {ra, ms, la, rs, ma, ls}
is f -closed. Using theorem 1 we

get its fuzzy analogue.

Theorem 2. For any f -closed system 〈S, µ2n−3
τ 〉 n ∈ ω \ {0, 1, 2},

τ ∈ {ra, ms, la, rs, ma, ls}
over

group pair (G1, G2) there exists a fuzzy generalized polygonometry

fgpm = 〈gpm, µ2n−3
τ 〉 n ∈ ω \ {0, 1, 2},

τ ∈ {ra, ms, la, rs, ma, ls}
,

gpm = gpm(G1, G2,P), such that

〈S(gpm), µ2n−3
τ 〉 n ∈ ω \ {0, 1, 2},

τ ∈ {ra, ms, la, rs, ma, ls}
= 〈S, µ2n−3

τ 〉 n ∈ ω \ {0, 1, 2},
τ ∈ {ra, ms, la, rs, ma, ls}

.

As proved in [13] the class of partial algebras correspondent to group pair
polygonometries is axiomatizable. Analogously one can show that the class of
fuzzy polygonometries is axiomatizable in a two-sorted first order logic.
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Введение

К настоящему времени достаточно хорошо развиты теория и методы по-
строения решающих функций распознавания образов на основе анализа эмпи-
рической информации, представленной в виде таблиц данных. Наряду с этим
проявляется все больший интерес к анализу экспертной информации, задан-
ной в виде вероятностных логических высказываний нескольких экспертов.
С помощью подходящей процедуры высказывания экспертов можно записать
в виде формул исчисления высказываний или формул языка первого поряд-
ка c вероятностями. Ясно, что различные высказывания экспертов (и соот-
ветствующие им формулы) несут в себе, вообще говоря, разное количество
информации.

В работе [1] Г.С. Лбовым и В.Я. Блощицыным поставлена задача о введе-
нии меры информативности I на множестве классов эквивалентных формул
языка первого порядка, и сформулированы естественные требования, кото-
рым должна удовлетворять эта функция, выражаемая через некоторую мет-
рику ρ на множестве классов эквивалентных формул, значения которой при-
надлежат интервалу [0, 1]. Все желаемые свойства меры информативности [1]
мы сформулируем на формулах — представителях классов, где эти формулы
лежат:

∗Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект 01-01-00839).
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1) Если ϕ ≡ 1, то I(ϕ) = 0 (информативность тождественно истинной форму-
лы равна нулю).
2) Если ϕ ≡ ψ, то I(ϕ ∧ ψ) = I(ϕ).
3) Если ρ(ϕ,ψ) = 1, то I(ϕ ∧ ψ) = I(ϕ) + I(ψ).
4) В случае ρ(ϕ, ψ) ∈ (0, 1), I(ϕ ∧ ψ) = f(I(ϕ), I(ψ), ρ(ϕ,ψ)), где f(x, y, z)
некоторая функция от переменных x, y, z удовлетворяющая следующим свой-
ствам:
a) f(x, y, 1) = x + y; б) f(x, x, 0) = x;
в) f(x, y, z1) ≤ f(x, y, z2), если z1 ≤ z2.
5) I(ϕ) = 1− I(¬ϕ).

Таким образом, для решения поставленной задачи (для применения в при-
ложениях) необходимо решить две подзадачи:
1) ввести достаточно адекватную метрику ( с точки зрения экспертов) на
классах формул с учетом метрики в модели (если она есть);
2) найти такую функцию f(x, y, z), которая обладает требуемыми свойствами.

В работах [2, 4] эта задача решена для формул исчисления высказываний.
Мера информативности определена как мера опровержимости формулы на
моделях. В случае непротиворечивости формулы (если для нее существует
хотя бы одна модель, на которой она истинна) эта мера отражает интуитив-
ное представление о количестве информации, содержащейся в высказывании
эксперта, и ее ценности с точки зрения эксперта. В [5] задача решена для
формул языка первого порядка с использованием конечного класса моделей.

В настоящей работе предлагается некоторый общий подход с использо-
ванием конечного класса моделей и его модификаций для вычисления есте-
ственных расстояний, мер информативности и установления свойств, удовле-
творяющих требованиям 1) – 5). В дальнейшем вместо понятия мера инфор-
мативности будем использовать слова мера опровержимости, поскольку это
более соответствует сути вводимой меры. Рассматривается также задача вве-
дения расстояний на множестве вероятностных формул. Для предложенных
расстояний также справедливы хорошие свойства метрики (как в предыду-
щих случаях) и меры опровержимости.

Предложенные метрики и меры опровержимости апробированы на отдель-
ных примерах и на задаче по интеграционному проекту СО РАН “Компьютер-
ная система для анализа антропологической информации” (рук. д.т.н., про-
фессор Г.С. Лбов), которые кратко приводятся в работе.

Отметим, что проблемой введения расстояний в классе специальных фор-
мул и предикатов занимается Н.Г. Загоруйко [6, 7]. Его подход более про-
работан с точки зрения практических применений. Наш подход отличается
некоторой общностью (произвольные предикаты и формулы) и детальной тео-
ретической проработкой исследований как свойств предлагаемых метрик, так
и решением задачи о введении информативности (как меры опровержимости).

В решении поставленных задач важную роль играет конечное число моде-
лей и используется логическая теория моделей, что позволяет изучать вопрос
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не только с точки зрения высказываний экспертов, но и "знаний"экспертов
(гипотез), выраженных в виде интерпретаций сигнатурных предикатов (воз-
можно и многоместных).

Исследование позволит решать вопросы связанные с согласованием экс-
пертных высказываний, построением решающих функций, распознавания об-
разов, а также при создании логических баз знаний, их кластеризации и раз-
работки экспертных систем [2, 5].

1. Расстояния между формулами языка первого порядка

Пусть Ω = {Pm1
1 , ..., Pmt

t } — фиксированная сигнатура, состоящая из ко-
нечного числа предикатных символов, которые выбираются для записи и изу-
чения имеющихся связей между переменными в конкретной прикладной обла-
сти. Случай исчисления высказываний описан в [2, 4]. Пусть задано некоторое
исходное множество переменных X = {x1, ..., xp}. Обозначим через Dxj непу-
стое множество с конечной мерой возможных значений переменной xj . Пусть

An =
p⋃

j=1
Dxj —непустое множество мощности n, являющееся объединением

всех значений рассматриваемых переменных, включенных в предикаты.
В сигнатуру Ω для каждой переменной xj дополнительно включен одно-

местный предикат Pxj , выделяющий область значений переменной xj в An,
то есть предикат Pxj (a) истинен в модели An на элементах a ∈ An тогда и
только тогда, когда a ∈ Dxj .

Определение 1 [7]. Под интерпретацией будем понимать отображение γ,
ставящее в соответствие каждому mi-местному предикатному символу Pmi

i

из сигнатуры Ω mi-местный предикат (отношение) PAn
i ⊆ Ami

n , заданный на
множестве An. Это позволяет говорить о модели < An, Ω > сигнатуры Ω. В
модели < An,Ω > предикат Pi(x1, ..., xmi) истинен на элементах a1, ..., ami из
An (записывается < An,Ω >|= Pi(a1, ..., ami)) тогда и только тогда, когда <
a1, ..., ami >∈ PAn

i и aj ∈ Dxj . Будем рассматривать модели только конечной
сигнатуры.

Пусть имеется конечное число s экспертов и области возможных значе-
ний всех переменных. Модели (в смысле теории моделей) задаются специа-
листами согласно утверждениям экспертов. С каждым экспертом связывает-
ся модель, согласно его знаниям интерпретируются сигнатурные предикаты.
Каждый эксперт "задает"свою интерпретацию каждого предикатного симво-
ла Pmi

i сигнатуры Ω соответствующим отношением (предикатом) на множе-
стве An. В результате имеем множество моделей {Mj}s

j=1 (исходный класс
моделей).

"Знания"экспертов можно записать в виде формул (возможно с кванто-
рами) в некоторой сигнатуре первого порядка (возможно и предложениями,
то есть формулами с кванторами без свободных переменных). Предложения
либо истинны, либо ложны на модели, а формулы с переменными определя-
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ют формульные предикаты (подмножества) в каждой модели Mj по заданной
интерпретации сигнатурных символов предикатов j-го эксперта [2].

Пусть F =
⋃
k

Fk — множество формул сигнатуры Ω, содержащее форму-

лы, отвечающие "знаниям"экспертов, и замкнутое относительно подформул,
логических операций ¬, ∧, ∨ (возможно бесконечных) и кванторов ∀ и ∃ по
переменным, где через Fk обозначено множество формул из F от фиксиро-
ванных k переменных.

Мы хотим задать вероятностную меру на множестве формул F , которая
удовлетворяла следующему определению.

Определение 2 [9]. Вероятностной мерой ν на множестве F называется
отображение ν : F −→ [0, 1], удовлетворяющее для ϕ и ψ ∈ F условиям:
1) если ` ϕ ≡ ψ, то ν(ϕ) = ν(ψ), (` ϕ означает, что на всех моделях ϕ истинна);
2) если ` ¬(ϕ ∧ ψ), то ν(ϕ ∨ ψ) = ν(ϕ) + ν(ψ);
3) если ` ϕ, то ν(ϕ) = 1;
4) если ` ¬ϕ, то ν(ϕ) = 0;
5) ν(¬ϕ) = 1− ν(ϕ).

Пусть Bk — система µ-измеримых подмножеств множества Ak
n, образую-

щая σ - алгебру, где µ : Bk −→ [0, 1] обладает свойствами функции вероятно-
сти Колмогорова, а Ak

n = An × ...×An︸ ︷︷ ︸
k

.

В дальнейшем мы предполагаем, что при фиксированной интерпретации
сигнатурных символов сигнатуры Ω (задании экспертом модели Mi) для лю-
бого k каждой формуле ψj ∈ Fk соответствует (формульное) подмножества
Sj ∈ Bk, где Sj — это множество кортежей из Ak

n, на которых истинна фор-
мула ψj в модели Mi.

Таким образом, фиксируя модель Mi и отождествляя формулы, имеющие
одинаковые интерпретации (эквивалентные в модели Mi формулы), получаем
взаимно-однозначное отображение алгебры попарно неэквивалентных формул
Fk/≡ на некоторую σ - подалгебру алгебры Bk, сохраняющее булевы опера-
ции. Заметим, что Fk/≡ является булевой алгеброй и замкнуто относительно
бесконечного числа конъюнкций и дизъюнкций.

Тем самым зададим вероятностную меру µi (по модели Mi) для каждых
k и формулы ψj ∈ Fk µi(ψj) = µ(ψMi

j ), которая обладает всеми свойствами
определения 2.

По заданным "знаниям"экспертов мы построили класс моделей (исход-
ный класс). Чтобы более полно использовать информацию экспертов расши-
рим исходный класс моделей. Учитывая одновременно информацию несколь-
ких экспертов, можно уточнить каждую модель (тем самым получить еще
одну или более новых моделей) и эти новые модели добавить в исходный
класс. Уточнять модели будем следующим образом. Вместо "знания", задан-
ного экспертом в виде предиката Pi в модели Mj , далее будем рассматривать
его уточнение — предикат P̃i.
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Под уточнением P̃i предиката Pi понимаем уточнение интерпретации этого
предиката в модели Mj одним из способов:
1) оставить предикат Pi без изменений;
2) исключить из Pi те элементы, в истинности которых j-ый эксперт не совсем
уверен;
3) в предикат Pi добавить новые элементы и исключить некоторые старые,
например, с учетом "знаний"других экспертов;
4) выполнить пункты 2) и 3) одновременно.

Обозначим произвольный модифицированный класс моделей через Modn(Ω).
Введем расстояние на множестве "знаний"экспертов с помощью этого класса
моделей Modn(Ω). Модели различаются интерпретациями сигнатурных пре-
дикатов, входящих в "знания"экспертов.

Определим расстояние между формульными подмножествами (предика-
тами) от одних и тех же переменных в каждой модели Mi ∈ Modn(Ω), как
нормированную меру их модифицированной симметрической разности как в
[3]. Предикат P

Mj

i в новой добавленной к исходному классу модели Mj это
предикат P̃

Mj

i .
Определение 3. Расстоянием между предикатами (формульными под-

множествами) PMi
k и PMi

j от одних и тех же переменных, определенными в
модели Mi, назовем величину

ρMi(P
Mi
k , PMi

j ) = µ(PMi
k 4PMi

j ).

Замечание 1. Это определение можно расширить на формулы с раз-
личными наборами свободных переменных. В этом случае, если рассматри-
ваемые предикаты имеют разную местность или разный набор переменных,
и эксперт считает отсутствующую в одной из формул переменную xi несу-
щественной, полагаем, что она принимает любое из возможных значений и
добавляем конъюнктивно к нужной формуле предикат Pxi , выделяющий об-
ласть значений этой переменной. В противном случае (если она существен-
на) доопределяем эту переменную, добавив конъюнктивно к нужной форму-
ле предикат P ′

xi
, уточняющий значения этой переменной после повторного

обращения к эксперту [2]. Если расстояние измеряется между формулами, у
которых наборы переменных различаются, например, по переменной xi, при-
чем в одной из формул переменная xi находится под действием квантора,
а в другую формулу xi не входит, тогда относительно переменой xi в таких
формулах никаких изменений делать не надо. Если же расстояние измеряется
между формулами, у которых наборы переменных различаются по перемен-
ной xi, и в одной из формул переменная xi находится под действием квантора,
а в другой формуле xi является свободной переменной, тогда доопределяем
эту переменную, добавив конъюнктивно к нужной формуле предикат Pxi или
P ′

xi
, уточняющий значения этой переменной, в зависимости от способа до-

определения переменной. Например, заменяем формулу ψ(xj) = ∃xiϕ(xi, xj)
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на формулу ψ(xi, xj) = ∃xi(ϕ(xi, xj)∧P ′
xi

)∧P ′
xi
. Аналогично рассматривается

случай с квантором ∀.
В дальнейшем, с учетом выше сказанного, будем изучать расстояния меж-

ду формулами от одних и тех же переменных (одной арности).
Расстояние между формулами, определенными на множестве моделей

Modn(Ω), определим как среднее (возможно с весами) на множестве расстоя-
ний в моделях.

Определение 4. Расстоянием между формулами Pk и Pj от одних и тех
же переменных, определенными на множестве Modn(Ω), назовем величину

ρ1(Pk, Pj) =

∑
Mi∈Modn(Ω)

ρMi(P
Mi
k , PMi

j )

| Modn(Ω) | .

Теперь рассмотрим способ определения расстояния между предложениями
(замкнутыми формулами). Обозначим через Mod(ϕ) множество моделей из
Modn(Ω), на которых истинно предложение ϕ, т.е. Mod(ϕ) = {Mi ∈ Modn(Ω) |
Mi |= ϕ}.

Очевидно, существуют такие модели, на которых предложение (эксперта)
истинно, и такие, на которых оно ложно. Естественно с семантической точ-
ки зрения измерять различие информации, содержащейся в предложениях,
количеством моделей, на которых предложения принимают разные значения
истинности.

Определение 5. Расстоянием между предложениями ϕ и ψ от одних и
тех же переменных назовем величину

ρ2(ϕ,ψ) =

∣∣Mod((¬ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ ¬ψ))
∣∣

| Modn(Ω) | .

Рассмотрим еще один способ определения расстояния между формулами.
Дополним сигнатуру Ω константами из множества An. Для этого множества
рассмотрим произвольные кортежи ā длины местности формул, равной `(ā).
При подстановке кортежей в формулы, в предположении, что формулы имеют
одинаковую местность (как этого добиться было показано выше), формулы
становятся предложениями.

Под эквивалентностью двух формул ϕ(x̄) и ψ(x̄) (ϕ(x̄) ≡ ψ(x̄)) будем по-
нимать эквивалентность их в классе моделей Modn(Ω), то есть в каждой мо-
дели Mi ∈ Modn(Ω) соответствующие ϕ(x̄) и ψ(x̄) формульные подмножества
(множество реализаций формул) совпадают.

Тогда расстояние между неэквивалентными формулами ϕ и ψ определим
как минимум расстояний, определенных по всем кортежам, которые реализу-
ют формулу ϕ, но не реализуют формулу ψ и наоборот, используя определен-
ное выше расстояние для предложений. Расстояние между эквивалентными
формулами равно нулю.
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Определение 6. Расстоянием между формулами ϕ и ψ от одних и тех
же переменных назовем величину

ρ3(ϕ(x̄), ψ(x̄)) =





min
ā∈χ(A

`(ā)
n )

ρ2(ϕ(ā), ψ(ā)), ϕ(x̄) ψ(x̄)

0, ϕ(x̄) ≡ ψ(x̄),

где χ(x̄) = (¬ϕ(x̄) ∧ ψ(x̄)) ∨ (ϕ(x̄) ∧ ¬ψ(x̄))) и χ(A`(ā)
n ) = {b̄ ∈ A

`(ā)
n | ∃Mi ∈

Modn(Ω) : Mi |= χ(b̄)}
Ранее доказана теорема [3-6], из которой следует, что предложенные рас-

стояния действительно являются метриками. В теореме 1 обобщается этот
результат и приведены некоторые специальные свойства введенных для фор-
мул расстояний.

Далее вместо ϕ(x̄), ψ(x̄), χ(x̄) для краткости будем писать ϕ, ψ, χ.
Теорема 1. Для любых формул ϕ, ψ, χ от одних и тех же переменных и

любой конечной модификации исходного класса моделей для любого ρi (i =
1, 2, 3) выполняются следующие свойства:
1. 0 ≤ ρi(ϕ,ψ) ≤ 1.
2. ρi(ϕ,ψ) = ρi(ψ, ϕ) (симметричность).
3. Если ρi(ϕ,ψ) = ρi(ϕ1, ψ1) и ρi(ϕ1, ψ1) = ρi(ϕ2, ψ2), то ρi(ϕ,ψ) = ρi(ϕ2, ψ2).
4. ρi(ϕ,ψ) ≤ ρi(ϕ, χ) + ρi(χ, ψ).
5. ϕ ≡ ψ ⇐⇒ ρi(ϕ,ψ) = 0.
6. ϕ ≡ ¬ψ ⇐⇒ ρi(ϕ,ψ) = 1.
7. ρi(ϕ,ψ) = 1− ρi(ϕ,¬ψ) = ρi(¬ϕ,¬ψ).
8. ρi(ϕ,ψ) = ρi(ϕ ∧ ψ,ϕ ∨ ψ).
9. ρi(ϕ,¬ϕ) = ρi(ϕ,ψ) + ρi(ψ,¬ϕ).

Доказательство теоремы следует из определений, свойств вероятностной
меры, теоретико-модельных вычислений и аналогично доказательству из [3,4].
Для наглядности приведем доказательство пункта 4.

Для i = 1 достаточно показать, что µ(ϕMi4ψMi) ≤ µ(ϕMi4χMi) +
+ µ(χMi4ψMi) для каждой модели Mi. Рассмотрим
µ(ϕMi4ψMi) = µ(ϕMi \ψMi)+µ(ψMi \ϕMi) = µ(ϕMi∧¬ψMi)+µ(ψMi∧¬ϕMi) =
= µ(ϕMi ∧ χMi ∧ ¬ψMi) + µ(ϕMi ∧ ¬χMi ∧ ¬ψMi) + µ(ψMi ∧ ¬ϕMi ∧ χMi) +
+ µ(ψMi ∧¬ϕMi ∧¬χMi) ≤ µ(χMi ∧¬ψMi) + µ(ϕMi ∧¬χMi) + µ(¬ϕMi ∧χMi) +
+ µ(ψMi ∧ ¬χMi) = µ(ϕMi4χMi) + µ(χMi4ψMi), что и требовалось получить.

Докажем свойство 4 для i = 2. Обозначим через S1 = Mod((¬ϕ ∧ ψ) ∨
(ϕ ∧ ¬ψ)), S2 = Mod((¬ϕ ∧ χ) ∨ (ϕ ∧ ¬χ)), S3 = Mod((¬χ ∧ ψ) ∨ (χ ∧ ¬ψ)).
Докажем, что |S1| ≤ |S2| + |S3|. Достаточно доказать, что S1 ⊂ S2 ∪ S3.
Возьмем произвольно Mj ∈ S1, тогда (Mj |= (¬ϕ ∧ ψ)) ∨ (Mj |= (ϕ ∧ ¬ψ)).
Без ограничения общности (используя симметричность) будем считать, что
Mj |= (¬ϕ ∧ ψ). Значит, Mj |= ¬ϕ и Mj |= ψ. Для произвольного χ ясно, что
(Mj |= χ) ∨ (Mj |= ¬χ). Если Mj |= χ, то Mj |= (¬ϕ ∧ χ), т. е. Mj ∈ S2. Если
Mj |= ¬χ, то Mj |= (¬χ∧ψ), т. е. Mj ∈ S3. Получили, что (Mj ∈ S2)∨(Mj ∈ S3),
т.е. Mj ∈ S2 ∪ S3. В силу произвольности Mj имеем S1 ⊂ S2 ∪ S3. Поэтому,
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|S1| ≤ |S2 ∪ S3| = |S2| + |S3| − |S2 ∩ S3| ≤ |S2| + |S3|, что и требовалось. Для
i = 3 свойство 4 доказывается аналогично.

2. Меры опровержимости и вероятности формул

С точки зрения важности информации, сообщенной экспертом, которому
мы доверяем, естественно считать, что опровержимость непустой формулы
тем выше, чем меньше число удовлетворяющих ей элементов для конечного
случая, и чем меньше мера задаваемого предикатной формулой подмножества
в общем случае. Поэтому введем меру опровержимости следующим образом.

Определение 7. Мерой опровержимости формулы ϕ(x̄) назовем величи-
ну

Ii(ϕ(x̄)) = ρi(ϕ(x̄), 1),

где 1 — тождественно истинный предикат (например, x̄ = x̄).
Для введенных расстояний ρi (i = 1, 2, 3) получаем соответственно следу-

ющие меры опровержимости:

I1(ϕ) =

∑
Mi∈Modn(Ω)

µ(¬ϕMi )

|Modn(Ω)| , I2(ϕ) =
∣∣Mod(¬ϕ)

∣∣
|Modn(Ω)| , I3(ϕ) =

min
ā∈χ(A

`(ā)
n )

∣∣Mod(¬ϕ(ā))
∣∣

|Modn(Ω)| .
Для мер опровержимости справедлива следующая
Теорема 2. Для любых формул исчисления предикатов ϕ и ψ от одних

и тех же переменных и любой модификации исходного класса моделей спра-
ведливы для любого ρi (i = 1, 2, 3) следующие свойства:
1. 0 ≤ Ii(ϕ) ≤ 1.
2. Ii(1) = 0.
3. Ii(0) = 1.
4. Ii(ϕ) = 1− Ii(¬ϕ).
5. Ii(ϕ) ≤ Ii(ϕ ∧ ψ).
6. Ii(ϕ) ≥ Ii(ϕ ∨ ψ).
7. Ii(ϕ ∧ ψ) = ρi(ϕ,ψ) + Ii(ϕ ∨ ψ).
8. Если ϕ ≡ ψ, то Ii(ϕ) = Ii(ψ).
9. Если ρi(ϕ,ψ) = 0, то Ii(ϕ ∨ ψ) = Ii(ϕ ∧ ψ) = Ii(ϕ).
10. Ii(ϕ ∧ ψ) = (Ii(ϕ) + Ii(ψ) + ρi(ϕ, ψ))/2.
11. Ii(ϕ ∨ ψ) = (Ii(ϕ) + Ii(ψ)− ρi(ϕ, ψ))/2.

Для доказательства теоремы используются введенные определения, свой-
ства метрики из теоремы 1 и теоретико-модельные вычисления аналогичные
доказательству из [4]. Приведем доказательство пункта 10.

Докажем для i = 1. I1(ϕ ∧ ψ) = 1− I1(¬(ϕ ∧ ψ)) = 1− I1(¬ϕ ∨ ¬ψ) =

= 1−
∑

Mi∈Modn(Ω)

µ(ϕMi∧ψMi)

|Modn(Ω)| = 1 +

∑
Mi∈Modn(Ω)

(µ(ϕMi)+µ(ψMi )−2µ(ϕMi∧ψMi ))

2|Modn(Ω)| −

−
∑

Mi∈Modn(Ω)

(µ(ϕMi )+µ(ψMi ))

2|Modn(Ω)| = 1 +

∑
Mi∈Modn(Ω)

µ(ϕMi4ψMi )

2|Modn(Ω)| − I1(¬ϕ)+I1(¬ψ)
2 = 1 +

+ 1
2ρ1(ϕ,ψ) − 1

2(1 − I1(ϕ) + 1 − I1(ψ)) = 1
2(I1(ϕ) + I1(ψ) + ρ1(ϕ,ψ)). Что и

требовалось доказать. Для i = 2, 3 аналогично.
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На практике же эксперт обычно задает высказывание с его "вероятно-
стью". А вопрос состоит в изучении и согласовании таких высказываний, вве-
дении некоторой метрики на таких высказываниях. Первоочередной задачей,
на наш взгляд, является определение вероятностей для формул с помощью
модельного подхода.

Определение 8. Вероятностью формулы ϕ(x̄) назовем величину

Pi(ϕ(x̄)) = ρi(ϕ(x̄), 0).

В следующей лемме содержатся некоторые дополнительные свойства вве-
денной вероятности.

Лемма 3. Для любого конечной модификации исходного класса моделей
Pi (i = 1, 2, 3) является вероятностной мерой на множестве формул F и для
любых формул исчисления предикатов ϕ и ψ от одних и тех же переменных
и для любого ρi (i = 1, 2, 3) справедливы следующие утверждения:
1. 0 ≤ Pi(ϕ) ≤ 1.
2. Pi(1) = 1.
3. Pi(0) = 0.
4. Pi(ϕ) = 1− Pi(¬ϕ).
5. Pi(ϕ) ≥ Pi(ϕ ∧ ψ).
6. Pi(ϕ) ≤ Pi(ϕ ∨ ψ).
7. Pi(ϕ ∧ ψ) = Pi(ϕ ∨ ψ)− ρi(ϕ,ψ).
8. Если ϕ ≡ ψ, то Pi(ϕ) = Pi(ψ).
9. Если ρi(ϕ,ψ) = 0, то Pi(ϕ ∨ ψ) = Pi(ϕ ∧ ψ) = Pi(ϕ).
10. Pi(ϕ ∧ ψ) = (Pi(ϕ) + Pi(ψ)− ρi(ϕ,ψ))/2.
11. Pi(ϕ ∨ ψ) = (Pi(ϕ) + Pi(ψ) + ρi(ϕ,ψ))/2.

Ясно, что так введенная функция Pi удовлетворяет всем свойствам опре-
деления 2. Для доказательства теоремы 3 последовательно используются ре-
зультаты теорем 1 и 2 и то, что Pi(ϕ(x̄)) = Ii(¬ϕ(x̄)).

Так вычисленные с использованием модельного подхода вероятности поз-
воляют уточнять "вероятности"экспертов и будут применяться в дальнейшем.

Разработан и реализован алгоритм для вычисления расстояний между
формулами и мер опровержимости формул. Приведем один из тестовых при-
меров.

Пример 1. Пусть три эксперта высказываются о возрасте человека и его
профессии, предсказывая наличие у него того или иного заболевания, напри-
мер, радикулита и ухудшения зрения. То есть
X = {x1(), x2()};
Dx1 = {, , , };
Dx2 = {41, 42, 43, 44, 45};
Ω = {P1 − , P2 − }.

Для краткости формулу (x = a1 ∨ x = a2 ∨ x = a3) будем записывать как
(x = a1 ∨ a2 ∨ a3) и через P (x, y) = обозначать, что предикат истинен.
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1-ый эксперт:
P 1

1 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ∨ ∨ ) ∧ (x2 = 42 ∨ 43 ∨ 44 ∨ 45)]
P 1

2 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ∨ ∨ ) ∧ (x2 = 41 ∨ 42 ∨ 43 ∨ 44)]
2-ой эксперт:

P 2
1 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ) ∧ (x2 = 44 ∨ 45)]

P 2
2 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ∨ ∨ ) ∧ (x2 = 43 ∨ 44 ∨ 45)]
3-ий эксперт:

P 3
1 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ∨ )]

P 3
2 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ∨ ) ∧ (x2 = 41 ∨ 43 ∨ 45)]
Вычислим расстояние между предикатами P1 и P2 и меры их опровержи-

мости.
В модели M1 первого эксперта имеем:

ρM1(P
1
1 , P 1

2 ) = 0, 6; IM1(P
1
1 ) = 0, 4; IM1(P

1
2 ) = 0, 4.

В модели M2 второго эксперта имеем:
ρM2(P

2
1 , P 2

2 ) = 0, 35; IM2(P
2
1 ) = 0, 9; IM2(P

2
2 ) = 0, 55.

В модели M3 третьего эксперта имеем:
ρM3(P

3
1 , P 3

2 ) = 0, 5; IM3(P
3
1 ) = 0, 5; IM3(P

3
2 ) = 0, 7.

Тогда результирующее расстояние между предикатами P1 и P2 равно ρ(P1,
P2) = 0, 4833; а меры опровержимости предикатов соответственно равны I(P1)
= 0, 6; I(P2) = 0, 55.

Можно вычислить расстояния между "знаниями"экспертов относительно
одного и того же заболевания:
ρ(P 1

1 , P 2
1 ) = 0, 5; ρ(P 1

1 , P 3
1 ) = 0, 3; ρ(P 2

1 , P 3
1 ) = 0, 4;

ρ(P 1
2 , P 2

2 ) = 0, 65; ρ(P 1
2 , P 3

2 ) = 0, 7; ρ(P 2
2 , P 3

2 ) = 0, 35.
Приведем еще один пример.
Пример 2 ([6]). Два эксперта высказываются о влажности (X1), которая

измеряется четырьмя значениями, то есть DX1 = {нулевая, низкая, средняя,
высокая}, о количестве азотных удобрений (X2), диапазон изменений которо-
го от 0 до 320 кг/га, то есть DX2 = (0, 320) (X2 - непрерывная переменная), о
типе почвы (X3), число которых 4, и видах культур-предшественников (X4),
число которых 8.

На вопрос, каковы условия для получения хорошего урожая пшеницы,
эксперты дали такие ответы:
1: (X1 = ) ∧ (X2 ∈ (160− 200)) ∧ (X3 = ),
2: (X1 = ∨ ) ∧ (X2 ∈ (200− 280)) ∧ (X4 = ∨ ).

Тогда расстояние между высказываниями экспертов и мера опровержи-
мости высказываний, вычисленные по введенным формулам с учетом заме-
чания 1 следующие:
ρ1(1, 2) = 0, 039, I1(1) = 0, 992, I1(2) = 0, 969.

Если не учитывать замечание 1, а вычислять расстояние только по общим
переменным, то результат получается такой: ρ

′
1(1, 2) = 0.156.

Если вычислять расстояние между этими мнениями экспертов по форму-
ле, предложенной Н.Г. Загоруйко в работах [5, 6], то получается R = 0.18.
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3. Расстояние между вероятностными высказываниями экспертов

Как уже отмечалось, на практике эксперт обычно задает высказывание с
его "вероятностью". В этом случае вопрос состоит в изучении и согласовании
таких высказываний, введении некоторой метрики на таких высказываниях.
Рассмотрим "знания"экспертов, представленные формулами исчисления вы-
сказываний с вероятностями (вероятностные высказывания), т. е. высказыва-
ния вида: "ϕ с вероятностью pϕ", где ϕ — формула исчисления высказыва-
ний. Используем следующую запись для таких высказываний: Bi =< ϕ, pϕ >,
Bj =< ψ, pψ >.

Заметим, что для этого случая используется другая σ - алгебра [2, 3], но
идейно подходы похожи.

Пусть Σ — база знаний, состоящая из формул исчисления высказываний
(в Σ содержатся все те формулы, которые дали эксперты), S(ϕ) — носитель
формулы ϕ, т.е. множество элементарных высказываний, используемых при
написании формулы ϕ, и S(Σ) =

⋃
ϕ∈Σ

S(ϕ) — носитель совокупности знаний.

Рассмотрим множество P (S(Σ)) = 2S(Σ) — множество всех подмножеств
множества S(Σ). Элементы множества P (S(Σ)) назовем моделями. Известно,
что мощность множества P (S(Σ)) равна 2|S(Σ)| = n (обозначим для простоты).

Предположим, что эксперты говорят о вероятностях формул на множестве
всех моделей, и каждое высказывание присутствует только с одной вероятно-
стью (случай, когда у высказывания не одна вероятность будет рассмотрен
ниже).

Тогда интерпретируем вероятность, данную экспертом, следующим
образом:
B =< ϕ, pϕ > означает, что высказывание ϕ истинно на nϕ = bn ·pϕc моделях,
где n = 2|S(Σ)| — всего моделей.

Пусть даны два вероятностных логических высказывания Bi =< ϕ, pϕ >
и Bj =< ψ, pψ >, и требуется вычислить расстояние ρ(Bi, Bj) между такими
высказываниями.

Тогда, интерпретируя данные экспертами вероятности описанным выше
способом, получаем, что высказывание ϕ истинно на nϕ = bn · pϕc моделях, а
высказывание ψ истинно на nψ = bn · pψc моделях.

Отметим, однако, что неизвестно на каких именно моделях каждое вы-
сказывание истинно, а также число моделей, на которых эти высказывания
истинны одновременно.

Рассмотрим следующую подзадачу. Пусть высказывание ϕ истинно на nϕ

моделях, высказывание ψ истинно на nψ моделях и k — число моделей, на
которых эти высказывания одновременно истинны. Требуется вычислить
расстояние между высказываниями Bi =< ϕ, pϕ > и Bj =< ψ, pψ >.

Возникающие в дальнейшем расстояния обозначим через ρk(Bi, Bj), где
k = t, t+1, ...,min(nϕ, nψ), здесь и далее t = max(0, nϕ +nψ−n). Заметим, что
значение k для каждой пары высказываний свое.
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Как и раньше [3–4], расстояние ρk(Bi, Bj) определим как симметрическую
разность, то есть

ρk(Bi, Bj) =
1
n

(nϕ − k + nψ − k) =
1
n

(nϕ + nψ − 2k), (2.1)

для каждого k = t, t + 1, ...,min(nϕ, nψ).
Для расстояний ρk(Bi, Bj) справедливы все утверждения теоремы 1. (Здесь

Bi ≡ Bj ⇐⇒ ϕ ≡ ψ и pϕ = pψ, это означает, что формулы ϕ и ψ истинны на
одних и тех же моделях.)

Предложим несколько способов вычисления расстояния ρ(Bi, Bj) между
вероятностными высказываниями Bi =< ϕ, pϕ > и Bj =< ψ, pψ >.

Так как нам не известно число k (число моделей, на которых высказы-
вания ϕ и ψ одновременно истинны), и если нет никаких предпочтений для
значения k (предпочтение может быть высказано экспертами), то можем по-
ступить следующим образом.

Предположим, что для нас все значения для числа k равновероятны. Тогда
расстояние между вероятностными высказываниями Bi =< ϕ, pϕ > и Bj =<
ψ, pψ > определим как усреднение расстояний ρk(Bi, Bj) по всем значениям
k, то есть

ρ(Bi, Bj) =

min(nϕ,nψ)∑
k=t

ρk(Bi, Bj)

min(nϕ, nψ) + 1− t
. (2.2)

Для этого расстояния также справедлива теорема 1.
Если экспертами высказано, какое значение для k для пары Bi и Bj пред-

почтительнее, то в качестве ρ(Bi, Bj) берется это ρk(Bi, Bj), то есть

ρ(Bi, Bj) = ρk(Bi, Bj). (2.3)

Подойдем к этому вопросу с вероятностной точки зрения: для каждого k
построим вероятностную модель и вычислим вероятность того, что ровно на
k моделях высказывания ϕ и ψ одновременно истинны.

Рассмотрим следующую задачу. Найти вероятность pk того, что в выбран-
ных nϕ и nψ моделях (выбираются из n моделей) будет ровно k моделей, на
которых высказывания ϕ и ψ одновременно истинны, где
k = t, t + 1, ...,min(nϕ, nψ).

Сначала определим вероятностное пространство < Ω, A, p >, где Ω — про-
странство элементарных исходов, Ω = {t, t + 1, ...,min(nϕ, nψ)} — множество
всевозможных совпадений моделей в наборах из nϕ и nψ моделей, A — си-
стема подмножеств множества Ω, образующая σ-алгебру событий, и p — ве-
роятность на < Ω, A >. Определим на Ω такую случайную величину ξ что
ξ(k) = ρk(Bi, Bj).
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Вероятность того, что ровно k моделей совпало в наборах из nϕ и nψ

моделей вычисляется следующим образом:

pk =
(

n
k

)(
n− k
nϕ − k

)(
n− nϕ

nψ − k

)/{ (
n
nϕ

)(
n
nψ

)}
.

В результате имеем ρk(Bi, Bj) с вероятностями pk, где k = t, t + 1, ...,
min(nϕ, nψ).

Зная вероятности pk для каждого расстояния ρk(Bi, Bj), в качестве рассто-
яния между вероятностными высказываниями Bi =< ϕ, pϕ > и Bj =< ψ, pψ >
можно взять расстояние ρk(Bi, Bj) с наибольшей вероятностью, то есть

ρmax p(Bi, Bj) = ρm(Bi, Bj), pm = max
k

pk. (2.4)

Очевидно, что для расстояния ρmax p(Bi, Bj) справедливы утверждения тео-
ремы 1.

Можно в качестве расстояния между вероятностными высказываниями
Bi =< ϕ, pϕ > и Bj =< ψ, pψ > взять величину, равную математическому
ожиданию или среднему значению случайной величины ξ, то есть

ρ(Bi, Bj) = Mξ =
min(nϕ,nψ)∑

k=t

ρk(Bi, Bj) · pk. (2.5)

Для этого расстояния ρ(Bi, Bj) справедливы все утверждения теоремы 1.
В предложенных формулах (1)—(5) расстояний не учитывается вид фор-

мул, между которыми вычисляется расстояние. Поэтому естественно предло-
жить расстояние, которое учитывает и сами формулы.

Применяя модельный подход [3–4] к элементам множества P (S(Σ)) (мо-
делям), найдем вероятности P (ϕ) и P (ψ) и расстояние ρ(ϕ, ψ) (модельные
вероятности и расстояние). Затем по свойству, аналогичному свойству 10 тео-
ремы 3, справедливому и для формул исчисления высказываний, вычислим
P (ϕ∧ψ) = 1

2(P (ϕ)+P (ψ)−ρ(ϕ,ψ)). Тогда можно найти число k0 = bn·P (ϕ∧ψ)c
— число моделей, на которых высказывания ϕ и ψ одновременно истинны.

Имея число k0 (вычисленное по моделям), можно уменьшить число воз-
можных значений для k. Здесь возможны 3 случая:
1) если t < k0 < min(nϕ, nψ), то k = k0 − 1, k0, k0 + 1;
2) если k0 = t или k0 = min(nϕ, nψ), то, например, k = k0, k0 + 1 или k =
k0 − 1, k0 соответственно;
3) если k0 > min(nϕ, nψ) или k0 < t, то k = min(nϕ, nψ) или k = t соответ-
ственно.

И уже к этим значениям для числа k применять предложенные выше фор-
мулы (1)—(5). По необходимости возможно некоторое расширение числа зна-
чений для k.
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Теперь рассмотрим случай, когда одно и то же высказывание присутствует
с разными вероятностями. В этом случае предлагаем два варианта введения
расстояния:
1) Пусть имеется s экспертов, которые указали вероятности p1, p2,..., ps вы-

сказывания ϕ. Тогда в качестве вероятности pϕ можно взять pϕ = 1
s

s∑
i=1

pi.

Проделав такую процедуру для каждого высказывания, получим, что каж-
дое высказывание присутствует только с одной вероятностью. Далее следует
уменьшить число возможных значений для k и применять формулы (1)—(5).

2) Рассмотрим r-того эксперта. Имеем высказывание ϕ с вероятностью
pr и высказывание ψ с вероятностью qr, данные r-тым экспертом. Тогда вы-
числим расстояние ρ(Bi, Bj) для r-ого эксперта как в случае высказываний с
одной вероятностью. Это расстояние обозначим через ρr(Bi, Bj). Такую про-
цедуру проделаем с каждым из имеющихся s экспертов, а за ρ(Bi, Bj) примем

ρ(Bi, Bj) = 1
s

s∑
r=1

ρr(Bi, Bj).

Замечание 2. Предложенными способами можно также вычислять рас-
стояние между следующими высказываниями: Bi =< ϕ, pϕi > — информация,
полученная от i-го эксперта, и Bj =< ϕ, pϕj > — информация, полученная от
j-го эксперта.

Результаты предыдущих рассуждений переносятся на формулы исчисле-
ния предикатов с вероятностями и произвольного конечного класса конечных
моделей фиксированной сигнатуры. Остановимся на существенных моментах,
отличающих этот случай от предыдущего.

Рассмотрим "знания"экспертов, представленные формулами исчисления
предикатов с вероятностями, т. е. высказывания вида: "ϕ(x̄) с вероятностью
pϕ", где ϕ(x̄) — формула исчисления предикатов. Используем следующую за-
пись для таких высказываний: Bi =< ϕ(x̄), pϕ >, Bj =< ψ(x̄), pψ >.

Напомним, что Ω = {Pm1
1 , ..., Pmt

t } — сигнатура, X = {x1, ..., xp} — мно-
жество переменных, Dx1 , ..., Dxp — конечные множества возможных значений
переменных, s — число экспертов. Каждый эксперт "задает"свою интерпрета-
цию каждого предикатного символа сигнатуры Ω соответствующим отноше-
нием с приписанной ему вероятностью, т. е. "знания" i-го эксперта могут
быть записаны в виде: < P i

1(x̄), pi
1 >, ...,

< P i
t (x̄), pi

t >. {Mi}s
i=1 — исходное множество моделей. Высказывания экспер-

тов могут быть представлены и формулами исчисления предикатов данной
сигнатуры.

Зададим для простоты расстояние между предикатами Pl и Pj . Для это-
го сначала вычислим расстояние между вероятностными интерпретациями
Bi

l =< P i
l (x̄), pi

l > и Bi
j =< P i

j (x̄), pi
j > предикатов в каждой модели Mi. Рас-

стояния вычисляются между предикатами одинаковой местности и от одних
и тех же переменных (см. замечание 1).

"Знание"Bi
l =< P i

l (x1, ..., xp), pi
l > означает, что предикат P i

l (x1, ..., xp) ис-
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тинен на nP i
l

= bn · pi
lc кортежах длины p в модели Mi, где n =

p∏
j=1

| Dxj | .
Аналогично случаю исчисления высказываний пусть предикат P i

l (x̄) ис-
тинен на nP i

l
кортежах в модели Mi, предикат P i

j (x̄) истинен на nP i
j
кортежах

в модели Mi и ki — число кортежей, на которых эти предикаты одновременно
истинны, где ki = t, t + 1, ...,min(nP i

l
, nP i

j
), t = max(0, nP i

l
+ nP i

j
− n). Значе-

ние ki для каждой пары предикатов свое. Тогда для каждого ki расстояние
ρki(Bi

l , B
i
j) зададим формулой

ρki(Bi
l , B

i
j) =

1
n

(nP i
l
+ nP i

j
− 2ki).

Для расстояний ρki(Bi
l , B

i
j) справедливы все утверждения теоремы 1.

Применяя модельный подход [3–4] и теорему 3, вычислим вероятности
PMi(P

i
l ), PMi(P

i
j ) и расстояние ρMi(P

i
l , P

i
j ) в модели Mi, затем вычислим веро-

ятность PMi(P
i
l ∧P i

j ) и найдем число ki
0 = bPMi(P

i
l ∧P i

j ) ·nc — число кортежей,
на которых предикаты одновременно истинны, вычисленное по моделям.

Далее поступаем как в случае исчисления высказываний: в каждой модели
Mi вычислим расстояния ρi(Bi

l , B
i
j) с учетом вероятностей и уменьшенного

числа значений для ki, и в качестве ρ(Pl, Pj) возьмем величину

ρ(Pl, Pj) =
1
s

s∑

i=1

ρi(Bi
l , B

i
j). (2.6)

Для расстояния ρ(Pl, Pj) также справедлив аналог теоремы 1.
Таким же образом вводится расстояние между двумя формулами языка

первого порядка с вероятностями.
Мера опровержимости формул с вероятностями (в случае исчисления вы-

сказываний и в случае языка первого порядка) вводится так же, как в пункте
2, то есть

I(ϕ) = ρ(ϕ, 1),

где 1 — тождественно истинная формула, а ρ — одно из введенных по форму-
лам (2)—(6) расстояний на вероятностных высказываниях.

Для так введенных мер опровержимости справедливы все свойства тео-
ремы 2, доказанные нами для формул исчисления высказываний и формул
исчисления предикатов с использованием исходного конечного класса моде-
лей.

Приведем один из тестовых примеров для формул исчисления предикатов.
Пример 3. Рассмотрим высказывания экспертов, приведенные в примере

1, но с приписанной экспертами вероятностью (вероятностные высказывания).
1-ый эксперт:

P 1
1 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ∨ ∨ )∧ (x2 = 42∨43∨44∨45)], вероятность p1

1 = 0, 5.
P 1

2 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ∨ ∨ )∧ (x2 = 41∨42∨43∨44)], вероятность p1
2 = 0, 7.
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2-ой эксперт:
P 2

1 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ) ∧ (x2 = 44 ∨ 45)], вероятность p2
1 = 0, 8.

P 2
2 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ∨ ∨ ) ∧ (x2 = 43 ∨ 44 ∨ 45)], вероятность p2

2 = 0, 6.
3-ий эксперт:

P 3
1 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ∨ )], вероятность p3

1 = 0, 6.
P 3

2 (x1, x2) = ⇐⇒ [(x1 = ∨ ) ∧ (x2 = 41 ∨ 43 ∨ 45)], вероятность p3
2 = 0, 7.

Вычислим расстояние между вероятностными высказываниями экспертов,
выраженными предикатами P1 и P2, и меры их опровержимости.

В модели M1 первого эксперта имеем:
nP 1

1
= 10; nP 1

2
= 14; k1 = 4, ..., 10; P 1(P 1

1 ∧ P 1
2 ) = 0, 3; тогда k1

0 = 6 и, следова-
тельно, k1 = 5, 6, 7; ρ1

5(P
1
1 , P 1

2 ) = 0, 7; ρ1
6(P

1
1 , P 1

2 ) = 0, 6;
ρ1
7(P

1
1 , P 1

2 ) = 0, 5; тогда расстояние ρ1(P 1
1 , P 1

2 ) = 0, 6 и меры опровержимости
I1(P 1

1 ) = 0, 5 и I1(P 1
2 ) = 0, 3.

В модели M2 второго эксперта имеем::
nP 2

1
= 16; nP 2

2
= 12; k2 = 8, ..., 12; P 2(P 2

1 ∧ P 2
2 ) = 0, 1; тогда k2

0 = 2 и, следо-
вательно, k2 = 8; ρ2

8(P
2
1 , P 2

2 ) = 0, 6; тогда расстояние ρ2(P 2
1 , P 2

2 ) = 0, 6 и меры
опровержимости I2(P 2

1 ) = 0, 2 и I2(P 2
2 ) = 0, 4.

В модели M3 третьего эксперта имеем:
nP 3

1
= 12; nP 3

2
= 14; k3 = 6, ..., 12; P 3(P 3

1 ∧ P 3
2 ) = 0, 15; тогда k3

0 = 3 и,
следовательно, k3 = 6; ρ3

6(P
3
1 , P 3

2 ) = 0, 7; тогда расстояние ρ3(P 3
1 , P 3

2 ) = 0, 7 и
меры опровержимости I3(P 3

1 ) = 0, 4 и I3(P 3
2 ) = 0, 3.

Усредняя, получаем расстояние ρ(P1, P2) = 0, 6333 и меры опровержимо-
сти I(P1) = 0, 3667 и I(P2) = 0, 3333.

Пример 4. Под руководством Г.С. Лбова решалась задача из области
археологии в рамках интеграционного проекта "Компьютерная система для
анализа антропологической информации". В.Б. Бериковым и Т.И. Лучшевой
независимо были получены закономерности, характеризующие антропологи-
ческие промеры черепов той или иной определенной эпохи. В анализируемый
антропометрический комплекс входили 21 непрерывных переменных, пред-
ставляющие собой важнейшие метрики, дифференцирующие основные расы
и их локальные варианты. Множество рассматриваемых объектов (черепов)
было разбито на 24 образа, отвечающих той или иной культуре.

Для хорошей кластеризации (таксономии) множества объектов и хорошего
распознавания образов желательно, чтобы расстояние между своими предста-
вителями каждого кластера были малыми, а расстояния до представителей
других кластеров по возможности большими.

Для примера рассмотрим полученные закономерности для двух кластеров.
Закономерности для 1-го образа (кластера):

1. (X1 [165; 188.50]) (X3 [123.50; 134.05]) (X4 [93.50; 103.25])
(X8 [68.94; 86]) (X11 [24.95; 32]) (X14 [19.95; 25.20])
(X15 [2.04; 3.84]) (X20 [83.80; 89.15]).
2. (X3 [123.50; 134.05]) (X8 [68.94; 86]) (X10 [28.75; 36.25])
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(X11 [24.95; 32]) (X15 [2.04; 3.84]) (X16 [5.14; 9.14])
(X18 [140.89; 150.44]) (X20 [83.80; 89.15]).
3. (X3 [123.50; 134.05]) (X8 [68.94; 86]) (X11 [24.95; 32])
(X13 [8.94; 12.14]) (X15 [2.04; 3.84]) (X16 [5.14; 9.14])
(X19 [124.84; 143.14]) (X20 [83.80; 89.15]).

Закономерности для 2-го кластера:
4. (X1 [174.50; 188.50]) (X3 [125.50; 139.50]) (X12 [53.90; 58.09])
(X14 [19.45; 23.34]) (X17 [78.75; 92.50]) (X20 [84.90; 90.15])
(X21 [20.89; 34]).
5. (X9 [40.84; 46.04]) (X12 [53.90; 58.09]) (X14 [19.45; 23.34])
(X17 [78.75; 92.50]) (X18 [137.10; 153.85]) (X19 [127.90; 146.39])
(X20 [84.90; 90.15]) (X21 [20.89; 34]).
6. (X7 [125.50; 148.50]) (X8 [69.90; 82.34]) (X9 [40.84; 46.04])
(X12 [53.90; 58.09]) (X14 [19.45; 23.34]) (X17 [78.75; 92.50])
(X20 [84.90; 90.15]) (X21 [20.89; 34]).

Расстояния между закономерностями 1-го кластера, вычисленные по пред-
ложенным нами формулам следующие:
ρ(1, 2) = 0, 0006643; ρ(1, 3) = 0, 0007205; ρ(2, 3) = 0, 0006942.

Расстояния между закономерностями 2-го кластера соответственно следу-
ющие:
ρ(4, 5) = 0, 0006458; ρ(4, 6) = 0, 0006411; ρ(5, 6) = 0, 0007238.

И расстояния между закономерностями из разных кластеров:
ρ(1, 4) = 0, 0095527; ρ(1, 5) = 0, 0381027; ρ(1, 6) = 0, 0270584;
ρ(2, 4) = 0, 0644439; ρ(2, 5) = 0, 0810485; ρ(2, 6) = 0, 0825482;
ρ(3, 4) = 0, 0645001; ρ(3, 5) = 0, 0971838; ρ(3, 6) = 0, 0826044.

Если вычислить меру информативности (опровержимости) каждой зако-
номерности, то получаем следующие результаты:
I(1) = 0, 999655; I(2) = 0, 999681; I(3) = 0, 999625; I(4) = 0, 999718; I(5) =
0, 999636; I(6) = 0, 99964.

Оценим диаметр каждого кластера через среднее расстояние между всеми
парами представителей одного кластера. Получаем, что diam1 =
= 0, 007207 и diam2 = 0, 007239. И оценим расстояние между кластерами (раз-
несенность кластеров) через среднее расстояние между всеми парами пред-
ставителей из разных кластеров. Получаем, что ρ1,2 = 0, 0606527.

Аналогичные результаты характерны и для всех остальных кластеров и
закономерностей.

Таким образом, введенное в работе расстояние позволяет посмотреть на
закономерности с точки зрения близости. Результаты говорят о том, что эти
закономерности обладают высокой информативностью, и полученные класте-
ры образуют "компактные"сгустки [5], что говорит о хорошей кластеризации
закономерностей.
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Заключение

Рассмотрены логические высказывания экспертов, представленные фор-
мулами исчисления высказываний и формулами языка первого порядка. Пред-
ложен некоторый общий подход с использованием конечного класса моделей с
метрикой и его модификаций для вычисления естественных расстояний с уче-
том "удаленности"формул друг от друга в моделях с метрикой, мер инфор-
мативности, вероятностей формул и установления свойств, которым должны
удовлетворять расстояния и мера информативности. Рассмотрена также зада-
ча введения хороших расстояний на множестве вероятностных формул. Для
предложенных расстояний справедливы важные свойства метрики и ее связи
с мерой опровержимости.

Авторы благодарят Г.С. Лбова за постоянное внимание к работе и Л.Н.
Кореневу за активное участие в этой работе и проверке приведенных приме-
ров.
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1. Обозначения и определения
Изложение результатов удобно вести на операторном языке. В этом случае

кронекеровы формы являются частным случаем операторных форм булевых
функций.

В работе используются следующие обозначения:
– ⊕,

∑d∑ — сложение по модулю 2;
– через x̃ обозначается набор переменных (x1, . . . , xn), α̃ — набор констант

(α1, . . . , αn), длины наборов n определяются по контексту;
– fα

xi
(x̃) = f(x1, . . . , xi−1, α, xi+1, . . . , xn) — остаточная функция от функ-

ции f(x̃) по переменной xi;
– f ′xi

(x̃) = f0
xi

(x̃)⊕ f1
xi

(x̃) — производная функции f(x̃) по переменной xi;

– xα =

{
x̄, α = 0;
x, α = 1.

– символ f означает тоже самое, что и f(x1, . . . , xn);
– конец доказательства — символ 2.
Оператор t представляется как последовательность t1...tn, где ti ∈ {d, e,p},

n — размерность оператора. Действие оператора t на функцию g(x̃) опреде-
ляется по правилу tg(x̃) = gn(x̃), где g0(x̃) = g(x̃) и

gi(x̃) =





gi−1(x̃) , если ti = e;
gi−1(x1, ..., xi−1, x̄i, xi+1, ..., xn) , если ti = p;
(gi−1(x̃))′xi

, если ti = d.

Упорядоченный набор (t0̃, . . . , tτ̃ , . . . , t1̃), состоящий из 2n операторов, дей-
ствующих по переменным (x1, . . . , xn), называется пучком операторов или

140
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операторным пучком. В пучке все операторы имеют одну размерность, дли-
на или количество операторов пучка всегда связана с этой размерностью. А
именно, длина пучка операторов размерности n всегда равна 2n.

Пучок (b0̃
x̃, . . . ,bτ̃

x̃, . . . ,b1̃
x̃) операторов размерности n будет называться ба-

зисным, если существует функция g(x̃) такая, что ее операторные образы
{b0̃g(x̃), . . . ,b1̃g(x̃)} образуют базис линейного пространства всех булевых функ-
ций от n переменных. Соответственно, функция g(x̃) будет называться базис-
ной.

Свойства таких операторов и операторных пучков подробно рассмотрены
в [1].

Пучок операторов A = (a0̃, . . . ,aτ̃ , . . . ,a1̃) будем называть двупорожден-
ным, если существуют такие операторы b = b0 . . .bn и c = c0 . . . cn, bi 6= ci

для любого i, что оператор aτ̃ = t1 . . . tn пучка A определяется следующим
образом:

ti =

{
bi, если τi = 0,

ci, если τi = 1.

Непосредственно на операторах можно ввести частичную операцию "сло-
жение". Для этой операции также будет использоваться символ "⊕":

c = a⊕b тогда и только тогда, когда для любой функции f(x̃) имеет место
равенство:

cf(x̃) = af(x̃)⊕ bf(x̃).

Операция определена на парах операторов, отличающихся только по од-
ной компоненте. Пусть a = a1 . . . an и b=b1 . . .bn — два оператора, отличаю-
щиеся в позиции с номером s. Результат такой операции выглядит так:

a1 . . .an ⊕ b1 . . .bn = c1 . . . cn,

где ci = ai для i 6= s; ci 6= ai и ci 6= bi для i = s.
Для изложения результатов нам необходима следующая теорема из [2].
Теорема 1 [2]. Для любого оператора b существует единственный (с

точностью до перенумерации операторов) двупорожденный пучок операто-
ров A = (a0̃, . . . ,aτ̃ , . . . ,a1̃), такой что имеет место равенство:

b =
∑f∑

τ̃

aτ̃ ,

размерности оператора b и операторов из пучка A совпадают.
Эта теорема позволяет ввести новое операторное представление.
Пусть (b1, ...,bt) — набор операторов размерности n. Выражение

f(x1, ..., xn) =
t∑f∑

i=1

big(x1, ..., xn) (1)



142 Винокуров С.Ф., Рябец Л.В.

будет называться операторной формой (OF ) функции f(x1, ..., xn) по функ-
ции g(x1, ..., xn). Операторная форма называется редуцированной, если в ней
нет одинаковых слагаемых. Очевидно, что любую операторную форму мож-
но редуцировать, проведя сокращение пар совпадающих слагаемых. Заметим,
что если операторы b1, . . . ,bt — из базисного пучка B, то для любой функ-
ции существует единственная операторная форма, которую будем называть
операторной формой функции f по пучку B.

Пусть R(OF ) обозначает операцию приведения операторной формы OF к
редуцированной форме.

По теореме 1 для любого оператора bi из (1) найдется двупорожденный
пучок операторов Ai = (a0̃,i, . . . , a1̃,i), что имеет место равенство:

bi =
∑f∑

τ̃

aτ̃ ,i.

В равенстве (1) каждый оператор можно заменить на соответствующую
сумму и полученное выражение редуцировать. После редуцирования для функ-
ции f(x1, . . . , xn) получается выражение:

f(x1, ..., xn) = R

(
t∑f∑

i=1

∑f∑

τ̃

aτ̃ ,i(g(x1, ..., xn))

)
. (2)

Это представление функции f(x1, ..., xn) будет называться специальной
операторной формой этой функции по функции g(x1, . . . , xn) и обозначаться
SOFgf(x1, ..., xn).

Определение. SOFgf(x1, ..., xn) представима в классе К двупорожден-
ных операторных пучков, если существуют A1, ...,As ∈ K, Ai = (a0̃,i, . . . ,a1̃,i)
что имеет место равенство

SOFgf(x1, ..., xn) = R

(
s∑f∑

i=1

∑f∑

τ̃

aτ̃ ,ig(x1, ..., xn)

)
. (3)

Определение. Минимальное s, для которого выполняется (3), будем на-
зывать сложностью специальной операторной формы SOFgf(x1, ..., xn) в клас-
се К и обозначать |SOFg(f)|K .

Определение. Под сложностью представления LOF
g (f) функции f(x1, ...,

xn) операторной формой OF по функции g(x1, . . . , xn) понимается число сла-
гаемых в OF .

Если операторная форма построена по пучку B, то сложность представ-
ления будет обозначаться LBg (f)

Определение. Пусть K класс операторных пучков. Тогда LK
g (f) =

min
B∈K

|LBg (f)| называют сложностью функции f(x1, . . . , xn) в классе оператор-

ных форм K по функции g(x1 . . . , xn).
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Пусть b оператор и Kb = {A1, . . . ,AN} класс всех двупорожденных опе-
раторных пучков

Ai = (a0̃,i, . . . , a1̃,i)

таких что операторы a0̃,i равняются b.
Среди классов Kb находится класс всех поляризованных полиномов Же-

галкина. Этот класс получается при b = ddd и все составляющие его пучки
представлены в списке:

1) (ddd, dde, ded, dee, edd, ede, eed, eee);
2) (ddd, ddp, ded, dep, edd, edp, eed, eep);
3) (ddd, dde, dpd, dpe, edd, ede, epd, epe);
4) (ddd, ddp, dpd, dpp, edd, edp, epd, epp);
5) (ddd, dde, ded, dee, pdd, pde, ped, pee);
6) (ddd, ddp, ded, dep, pdd, pdp, ped, pep);
7) (ddd, dde, dpd, dpe, pdd, pde, ppd, ppe);
8) (ddd, ddp, dpd, dpp, pdd, pdp, ped, ppp).

В этом списке первый пучок порождает полином Жегалкина при g(x1, x2,
x3) = x1 · x2 · x3.

2. Свойства SOF
Свойства специальной операторной формы, необходимые для построения

алгоритма, изложены в следующих трех теоремах.
Теорема 2. Сложность представления SOFg(f) в классе Kb равняется

мощности множества {SOFg(f)} ∩ {a1̃,1, . . . , a1̃,N}, где {SOFg(f)} множество
слагаемых в SOFg(f)

|SOFg(f)|Kb = card({SOFg(f)} ∩ {a1̃,1, . . . ,a1̃,N}).

Доказательство. Рассмотрим операторы a = a1 . . . an, b = b1 . . .bn, c =
c1 . . . cn такие что ai 6= bi, ai 6= ci, bi 6= ci для любого i. За qτ̃ обозначим
оператор q1 . . .qn такой что

qi =

{
ai if τi = 0
bi if τi = 1

Согласно определению положим

Q = (q0̃, . . . ,qτ̃ , . . . ,q1̃).

По построению Q — двупорожденный операторный пучок. Из этого следует,
что существует операторная форма

f(x̃) =
∑f∑

τ̃

ατ̃ · qτ̃ (g(x̃)). (4)
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За Aτ̃ обозначим двупорожденный операторный пучок (a0̃, . . . ,a1̃), где a0̃ = b
и a1̃ = qτ̃ . Согласно Теореме 1, имеем следующее представление:

qτ̃ =
∑f∑

σ̃

aσ̃, (5)

где (a0̃, . . . ,aσ̃, . . . , a1̃) = Aτ̃ .
Пусть множество {A1, . . . ,Ak} является множеством всех пучков Aτ̃ та-

ких, что ατ̃ = 1 в (4). Обозначим за (a0̃,i, . . . ,aτ̃ ,i, . . . a1̃,i) операторы из Ai.
Подставив (5) для qτ̃ в (4), получим

f(x̃) =
k∑f∑

i=1

∑f∑

τ̃

aτ̃ ,i(g(x̃)). (6)

Итак,

SOFg(f) = R

(
k∑f∑

i=1

∑f∑

τ̃

cτ̃ ,i(g)

)
.

По построению, a1̃,i 6= aτ̃ ,i если τ̃ 6= 1̃ и ß 6= j. Отсюда следует, что a1̃,i входят
слагаемыми в SOFg(f).

Окончательно, a1̃,i присутствуют в SOFg(f) тогда и только тогда, когда
соответствующее ατ̃ равняется 1 в (4) для соответствующего τ̃ .

2

Определение. На операторах a = a1 . . .an и b = b1 . . .bn можно оперде-
лить функционал "◦"следующим образом:

a ◦ b =

{
1, если ai 6= bi для любого i ∈ {1, . . . , n};
0, иначе.

В дальнейшем такой функционал будем называть произведением опера-
торов.

Следующая несложная теорема позволяет упростить вычисления, связан-
ные с нахождением пересечения в Теореме 2.

Теорема 3. Если a ∈ ({SOFg(f)} ∩ {a1̃,1, . . . , a1̃,N}), тогда a ◦ b = 1.

Доказательство. Если a ∈ ({SOFg(f)} ∩ {a1̃,1, . . . , a1̃,N}), то a ∈ a1̃,i

для некоторого i. Тогда в классе Kb имеется пучок Bi = (b0̃, . . . ,b1̃), что
b0̃ = b,b1̃ = a. тсюда следует, что a ◦ b = 1.

2
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Следующая теорема позволяет связать сложность представления SOF в
классе со сложностью самой функции.

Теорема 4. Пусть H класс всех двупорожденных операторых пучков.
Тогда для любой булевой функции найдется оператор b такой, что

LH
g (f) = |SOFg|Kb .

Доказательство. Положим L(f) = s. Пусть

A = (a0̃, . . . , aσ̃, . . . ,a1̃)

двупорожденный операторный пучок такой, что функция f(x1, . . . , xn) имеет
минимальное представление:

f(x1, . . . , xn) =
s∑f∑

i=1

aig(x1, ..., xn) (7)

Рассмотрим класс Kb, где оператор b = b1 . . .bn построен следующим
образом

bi 6= (a0̃)i,bi 6= (a1̃)i,

где (a0̃)i — i-я компонента оператора a0̃, (a1̃)i — i-я компонента оператора a1̃.
Для двупорожденных пучков такое построение всегда возможно.

По Теореме 1 для каждого оператора ai из (7) существует двупорожден-
ный пучок Bi = (b0̃,i, . . . ,b1̃,i) такой что имеется представление ai =

∑d∑
τ̃
bτ̃ ,i и

SOF (f) имеет вид

SOFg(f) = R

(
s∑f∑

i=1

∑f∑

τ̃

bτ̃ ,i(g)

)
.

Нетрудно заметить, что оператор b входит в каждый пучок Bi.
Пусть b = bτ̃ ,i. По пучку Bi строим пучок C = (c0̃, . . . , cσ̃, . . . , c1̃) являю-

щийся перестановкой операторов пучка Bi по правилу:

cσ⊕τ = bτ .

Легко видеть, что C ∈ Kb, причем

R

(
s∑f∑

i=1

∑f∑

τ̃

cτ̃ ,i(g)

)
= R

(
s∑f∑

i=1

∑f∑

τ̃

bτ̃ ,i(g)

)
= SOFg(f).

Это равенство показывает, что SOFg(f) имеет представление в классе Kb
и, следовательно,

LH
g (f) = |SOFg|Kb

2
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3. Алгоритм получения сложности SOFg в классах Kb
Алгоритм нахождения |SOF (f)g|Kb непосредственно дает Теорема 2. Для

этого необходимо построить SOF (f)g и все пучки, входящие в Kb. Далее до-
статочно найти пересечение множества всех операторов, входящих в SOF (f)g

и множества, состоящего из операторов, имеющих в самый большой номер —
1̃ в некотором пучке их класса Kb. Считается, что оператор b имеет самый
маленький номер — 0̃.

Теорема 3 позволяет нахождение |SOFg(f)|Kb свести к формуле

|SOFg(f)|Kb =
∑

a∈{SOFg(f)}
a ◦ b.

Алгоритм нахождения |SOFg(f)|Kb предыдущего пункта позволяет рабо-
тать с любой базисной функцией g(x1, . . . , xn). Однако можно заметить, что
|SOFg(f)|Kb зависит от базисной функции g(x1, . . . , xn) только в той мере, в
какой зависит вхождение того или иного слагаемого в SOFg(f). Более того, в
задаче нахождения минимального представления используются не сами сла-
гаемые, а только операторы, их порождающие. Поэтому, если символ базисной
функции g в записи отсутствует, считается, что g(x1, . . . , xn) = x1 · · · · · xn.

Формально алгоритм можно записать следующим образом.

Алгоритм 1. Вычисление сложности |SOFg(f)|Kb

Function Complexity (sof, b) {
vars
i: integer;
comp: integer;
a:operator;
sofsize: //Количество слагаемых в SOF

comp ← 0;
for i ← 1 to sofsize do
{

return_next(sof, a);
comp ← comp+a*b;

}
return comp;
}

Замечание. Таким образом, например, вычисление сложности булевой
функции f в классе поляризованных полиномов Жегалкина линейно относи-
тельно длины специальной операторной формы этой функции.
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4. Алгоритм нахождения минимальной сложности функций в кро-
некеровских формах

Необходимо заметить, что при базисной функции g(x1, . . . , xn) = x1 ·· · ··xn

класс H всех двупорожденных пучков операторов порождает класс широко
известных кронекеровых форм.

В этом разделе примеры рассматриваются при g(x1, . . . , xn) = x1 · · · · · xn,
в обозначениях символ g опущен.

Обычно корнекеровы формы записывают в виде кронекерова произведе-
ния трех видов базисов [x̄, x], [1, x], [1, x̄]. Теорема 4 позволяет свести нахожде-
ние минимальной сложности функций в кронекеровских формах к вычисле-
нию минимальной сложности SOF (f) в классах Kb. То есть фактически нам
нужно найти такой класс, в котором сложность SOF (f) будет минимальной.

Суть алгоритма заключается в следующем. Пусть нам требуется миними-
зировать функцию f(x1, . . . , xn). Для этого находим SOF (f) и строим мат-
рицу принадлежности, строки и столбцы которой составляют все возможные
операторы от n переменных. Матрица принадлежности на основании Теоремы
3 показывает, может ли оператор, стоящий в столбце, принадлежать пучку,
порожденному оператором из строки матрицы. Элементами этой матрицы
являются произведения соответствующих операторов. Затем из множества
столбцов операторов выбираем те, которые приналежат SOF (f). Тогда каж-
дая строка будет иметь свой вес, являющийся суммой выбранных элементов
этой строки. Минимальный из всех этих весов и будет минимумом сложности
f в данном классе, порожденным соответствующим оператором.

Пример. Переобозначим символы: p = 0, e = 1,d = 2. Теперь оператор,
как последовательность трех цифр, можно педставить числом в троичной си-
стеме счисления. Все операторы естественным образом упорядочиваются.

Матрица принадлежности для n = 3 представлена на таблице 1.
Составим для функции (10111111) SOF (f) и выберем входящие в нее

столбцы (В таблице они отмечены знаком "+"). Столбец W представляет со-
бой вектор весов во всех классах.
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Таблица 1

00
0
00
1
00
2
01
0
01
1
01
2
02
0
02
1
02
2
10
0
10
1
10
2
11
0
11
1
11
2
12
0
12
1
12
2
20
0
20
1
20
2
21
0
21
1
21
2
22
0
22
1
22
2
W

00
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
1

1
0

1
1

0
0

0
0

1
1

0
1

1
5

00
1

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

1
0

1
1

0
1

0
0

0
1

0
1

1
0

1
7

00
2

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

1
1

0
1

1
0

0
0

0
1

1
0

1
1

0
4

01
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

1
1

0
0

0
0

1
1

0
1

1
0

0
0

0
1

1
3

01
1

0
0

0
0

0
0

0
0

0
1

0
1

0
0

0
1

0
1

1
0

1
0

0
0

1
0

1
5

01
2

0
0

0
0

0
0

0
0

0
1

1
0

0
0

0
1

1
0

1
1

0
0

0
0

1
1

0
4

02
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

1
1

0
1

1
0

0
0

0
1

1
0

1
1

0
0

0
4

02
1

0
0

0
0

0
0

0
0

0
1

0
1

1
0

1
0

0
0

1
0

1
1

0
1

0
0

0
4

02
2

0
0

0
0

0
0

0
0

0
1

1
0

1
1

0
0

0
0

1
1

0
1

1
0

0
0

0
4

10
0

0
0

0
0

1
1

0
1

1
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

1
1

0
1

1
3

10
1

0
0

0
1

0
1

1
0

1
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
1

0
1

1
0

1
5

10
2

0
0

0
1

1
0

1
1

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
1

1
0

1
1

0
4

11
0

0
1

1
0

0
0

0
1

1
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
1

1
0

0
0

0
1

1
2

11
1

1
0

1
0

0
0

1
0

1
0

0
0

0
0

0
0

0
0

1
0

1
0

0
0

1
0

1
3

11
2

1
1

0
0

0
0

1
1

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

1
1

0
0

0
0

1
1

0
3

12
0

0
1

1
0

1
1

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
1

1
0

1
1

0
0

0
3

12
1

1
0

1
1

0
1

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

1
0

1
1

0
1

0
0

0
4

12
2

1
1

0
1

1
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

1
1
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1
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0
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1
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1

1
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0
0
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2

1
1

0
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1
0

0
0

0
1

1
0

1
1

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
7

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

Из таблицы видно, что минимум функции равен 2 в классе Keep. Формаль-
но алгоритм можно записать следующим образом.
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Алгоритм 2. Вычисление минимальной сложности функции

Function Minimization (sof) {
vars
i, j: integer;
min, sum: integer;
a, b, min_class:operator;
sofsize: //Количество слагаемых в SOF

for i ← 0 to 3n do
{

convert_operator(a ← i);
sum ← 0;
for j ← 1 to sofsize do
{

return_next(sof, b);
sum ← sum+a*b;

}
if (sum<min){min ← sum; min_class ← a;}

}
return min, min_class;
}

Алгоритм 2 может быть значительно улучшен, если воспользоваться од-
ним из свойств матрицы принадлежности. Если, сохраняя новые обозначения,
составить столбцы и строки матрицы в естественном порядке, то в ней обна-
ружится четко выраженная структура.

Матрица принадлежности
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Рисунок представляет собой полную матрицу принадлежности, на кото-
ром черными квадратиками обозначены произведения операторов, равные 1.
На нем видно, что полная матрица для функций n переменных является од-
ной девятой матрицы для функций n + 1 переменных. Тогда представляется
возможность хранить полную матрицу для функции k переменных и в процес-
се работы программы разворачивать ее до требуемого размера (возвращаться
к ней) для получения произведения операторов функции n переменных при
n > k.

Алгоритм 3. Вычисление минимальной сложности функции с
использованием матрицы принадлежности

Function Minimization_Save (sof) {
vars
i, j: integer;
min, sum: integer;
a, b, min_class:operator;// Операторы размерности n
c, d:operator;// Операторы размерности k
e, f:operator;// Операторы размерности n− k
sofsize; //Количество слагаемых в SOF
matrix:array; //Матрица принадлежности для функций k переменных

for i ← 0 to 3n do
{

convert_operator(a ← i);
sum ← 0;
for j ← 1 to sofsize do
{

return_next(sof, b);
c,e ← a;
d,f ← b;
if (e*f=1)
{sum ← sum+matrix[c,d]; }

}
if (sum<min){min ← sum; min_class ← a;}

}
return min, min_class;
}

На основании предложенного алгоритма была написана программа на язы-
ке программирования C++. Она позволяет находить минимум сложности
функции от 16 переменных в кронекеровском базисе.
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В работе рассматривается сложность L(n) представления булевых функ-
ций в классе полиномиальных нормальных форм. Показано, что для любой
функции 7 переменных минимальная ПНФ содержит не более 28 слагаемых.
Из этого результата следует, что L(n) ≤ 7

322n при n ≥ 7.

Полиномиальной нормальной формой (ПНФ) функции f называется ее
представление в виде суммы по модулю 2:

f(x1, . . . , xn) = K1 ⊕ · · · ⊕Ks, (1)

в которое в качестве слагаемых входят произведения Ki = z1 · · · · · zki , где
zj = xt или zj = xt для некоторой переменной xt, причем переменная может
входить в произведение не более одного раза. В сумму может входить Ki, не
содержащее ни одной переменной. Такое Ki считается равным 1.

Для функции f представление (1) не единственно. Поэтому естественно
рассмотреть сложность представления (1) функции f(x1, . . . , xn) как s — чис-
ло слагаемых.

Сложность L(f) функции f(x1, . . . , xn) определяется как сложность ми-
нимального представления этой функции.

Сложность L(n) класса Fn всех булевых функций от n-переменных опре-
деляется так:

L(n) = max
f∈Fn

L(f)

ПНФ удобно рассматривать как частный случай операторной формы.

Для дальнейшего изложения нам потребуются следующие обозначения:
x̃ = x1, ..., xn; α̃ = α1, ..., αn;

xα =

{
x , если α = 1,

x , если α = 0;

152
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f0
xi

= f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn);
f1

xi
= f(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn);

f ′xi
= f0

xi
⊕ f1

xi
.

Если в записи функции отсутствуют переменные, то предполагается, что
ее переменными являются x1, . . . , xn.

Оператор t представляется последовательностью t1...tn, где ti ∈ {d, e,p},
n — размерность оператора. Действие оператора t на функцию g(x̃) опреде-
ляется по правилу tg(x̃) = gn(x̃), где g0(x̃) = g(x̃) и

gi(x̃) =





gi−1(x̃) , если ti = e
gi−1(x1, ..., xi−1, x̄i, xi+1, ..., xn) , если ti = p
(gi−1(x̃))′xi

, если ti = d.

Пример.
dpep(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4) = (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4)′x1

= x2 ∨ x3 ∨ x4

dpep(x1 · x2 · x3 · x4) = x2 · x3 · x4

f(x1, x2, x3) = 1 ⊕ x1x2 ⊕ x1x2x3 = ddd(x1 · x2 · x3) ⊕ dpp(x1 · x2 · x3) ⊕
eee(x1 · x2 · x3)

Теперь представление (1) может быть записано в виде

f(x1, . . . , xn) =
s∑f∑

i=1

ai(x1 · · · · · xn),

где ai — соответствующие операторы.
На множестве операторов размерности n определим отображение ϕ сле-

дующим образом.
Пусть P — группа подстановок на множестве {d, e,p}:

P =
{(

dep
dep

)
,

(
dep
dpe

)
,

(
dep
edp

)
,

(
dep
epd

)
,

(
dep
pde

)
,

(
dep
ped

)}
.

Пусть ϕ — последовательность ϕ1ϕ2 . . . ϕn, где ϕi ∈ P . Тогда отображение
ϕ действует на оператор a1 . . .an так:

ϕ(a1 . . .an) = ϕ1(a1) . . . ϕn(an).

Отображение ϕ операторов продолжается на множество функций. Если
имеется операторное представление f(x1, . . . , xn) =

∑d∑s
i=1 a

i(x1 · · · · · xn), то

ϕ(f) =
s∑f∑

i=1

ϕ(ai)(x1 · · · · · xn) (2)
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Отображение (2) функций называется OP-отображением. Очевидно, что
OP-отображения обратимы.

Пример.
ϕ = ϕ1ϕ2ϕ3 =

(dep
dep

)(dep
dpe

)(dep
dep

)
.

f(x1, x2, x3) = 1⊕ x1x2 ⊕ x1x2x3

ϕ(f) = ϕ(1)⊕ ϕ(x1x2)⊕ ϕ(x1x2x3) =
= ϕ(ddd(x1 · x2 · x3))⊕ ϕ(dpp(x1 · x2 · x3))⊕ ϕ(eee(x1 · x2 · x3)) =
= ϕ1(d)ϕ2(d)ϕ3(d)x1 ·x2 ·x3⊕ϕ1(d)ϕ2(p)ϕ3(p)x1 ·x2 ·x3⊕ϕ1(e)ϕ2(e)ϕ3(e)x1 ·

x2 · x3 =
= ddd(x1 · x2 · x3)⊕ dep(x1 · x2 · x3)⊕ epe(x1 · x2 · x3) = 1⊕ x2x3 ⊕ x1x2x3

Определение. Функции f и g называются OP-эквивалентными, если су-
ществует OP-отображение ϕ, что g = ϕ(f), и N-эквивалентными, если ϕ =
ϕ1 . . . ϕn, ϕi ∈ P1, где P1 ⊂ P :

P1 =
{(

dep
dep

)
,

(
dep
dpe

)}
.

Можно заметить, что N-эквивалентность соответствует расстановке отри-
цаний над переменными, т.е. N-эквивалентные функции выглядят так:

g(x1, . . . , xn) = f(xα1
1 , . . . , xαn

n ), αi ∈ {0, 1}.

Теорема 1. Если f(x1, . . . , xn) и g(x1, . . . , xn) — OP-эквивалентны, то
L(f) = L(g).

Доказательство. Пусть f(x1, . . . , xn) и g(x1, . . . , xn) — OP-эквивален-
тны и

f(x1, . . . , xn) =
t∑f∑

i=1

bi(x1 · · · · · xn)

является минимальной операторной формой функции f .
Тогда g(x1, . . . , xn) имеет представление

g(x1, . . . , xn) =
t∑f∑

i=1

ϕ(bi)(x1 · · · · · xn). (3)

Откуда следует, что L(g) ≤ L(f). Предположим, что функция g имеет опера-
торную форму:

g(x1, . . . , xn) =
s∑f∑

j=1

aj(x1 · · · · · xn), (4)

в которой s < t.
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Поскольку (3) и (4) — операторные формы одной функции, имеем:

t∑f∑

i=1

ϕ(bi)(x1 · · · · · xn) =
s∑f∑

j=1

aj(x1 · · · · · xn).

Обозначим через ψ обратное отображение к ϕ. Имеет место следующая
цепочка равенств:

ψ

(
t∑d∑

i=1
ϕ(bi)(x1 · · · · · xn)

)
= ψ

(
s∑d∑

j=1
aj(x1 · · · · · xn)

)
= ψ(g) =

=
t∑d∑

i=1
ψ(ϕ(bi))(x1 · · · · · xn) =

t∑d∑
i=1

bi(x1 · · · · · xn) = f =
s∑d∑

i=1
ψ(ai)(x1 · · · · · xn).

Откуда следует, что L(f) ≤ s < t. Значит, L(f) = L(g).

2

Компьютерными вычислениями [2,3] получены следующие результаты (ко-
торые проверены и дополнены в п.5) авторами):

1. L(5) = 9.
2. L(6) = 15.
3. Если L(f(x1, . . . , x6) = 15, тогда f является N-эквивалентной функции

s1 = hex(7EE9E997E997977E) или N-эквивалентной функции s2 =
hex(E997977E977E7EE9), где функции записаны в виде шестнадцатеричного
вектора: 7=0111, E=1101, 9=1001.

4. s1 и s2 — симметрические функции.
5. Функции s1 и s2 — OP-эквивалентны.

Теорема 2. L(7) ≤ 28.
Доказательство. Для любой функции n переменных имеется представ-

ление через функции n− 1 переменной:

f(x1, . . . , xn, xn+1) = xn+1f
0
xn+1

⊕ xn+1f
1
xn+1

(5)

Из этого представления следует:

L(n) ≤ 2L(n− 1).

Для n = 7 получаем L(7) ≤ 2L(6) = 2 · 15 = 30.
I. Пусть L(7) = 30. Заметим, что это возможно только в случае (с точно-

стью до N-эквивалентности), когда функция f имеет вид:

f(x1, . . . , x7) = x7sk(x1, . . . x6)⊕ x7sl(xα1
1 , . . . xα6

6 ); k, l ∈ {1, 2}.
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Очевидно, что в наборе (α1, . . . , α6) найдутся две одинаковые компоненты.
Пусть α1 = α2. Поскольку функция sl — симметрическая, то функция sl(xα1

1 ,
. . . , xα6

6 ) — симметрична по переменным x1 и x2. Откуда следует, что функ-
ция f(x1, . . . , x7) также симметрична по x1, x2. Тогда для функции f имеется
представление

f(x1, . . . , x7) = x1x2(f00
x1x2

⊕ f01
x1x2

)⊕ x1x2(f10
x1x2

⊕ f11
x1x2

)⊕ f01
x1x2

.

Из этого разложения следует, что

L(f) ≤ 3 · L(5) = 27.

II. Пусть L(7) = 29. В этом случае для разложения (5) можно считать,
что L(f0

x7
) = 14 и L(f1

x7
) = 15.

Рассмотрим f ′x7
(x1, . . . , x7). Возможны два случая:

1. L(f ′x7
) = 15. Построим функцию g(x1, . . . , x7) = x7f

′
x7
⊕ x7f

1
x7
, Для этой

функции верно предыдущее рассуждение из п. I, согласно которому L(g) ≤ 27.
Функции f и g — OP-эквивалентны, так как:

f = x7f
0
x7
⊕ x7f

1
x7

, g = x7f
′
x7
⊕ x7f

1
x7

= x7f
0
x7
⊕ 1 · f1

x7
;

ϕ(f) = g, ϕ = ϕ1 . . . ϕ7

ϕi =
(dep
dep

)
, i = 1, 6;ϕ7 =

(dep
edp

)
.

По теореме 1 получаем:

L(f) = L(g) ≤ 27.

2. L(f ′x7
) ≤ 14. В этом случае функция g(x1, . . . , x7) = x7f

0
x7
⊕x7f

′
x7
, также

OP-эквивалентна f . Сложность функции g удовлетворяет неравенству:

L(g) ≤ L(f0
x7

)⊕ L(f ′x7
) ≤ 14 + 14 = 28.

Окончательно получаем L(7) ≤ 28.

2

Следствие. L(n) ≤ 7
322n, n ≥ 7.

Замечание. В [4] получена верхняя оценка на L(n), которая имеет вид:

L(n) ≤ 2
log2n + 1

n
· 2n.

Можно заметить, что неравенство:

2
log2n + 1

n
· 2n <

7
32
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выполняется при n ≥ 65. Тогда следствие можно переформулировать так:
L(n) ≤ 7

322n, 7 ≤ n ≤ 64.

Литература
1. Избранные вопросы теории булевых функций // Под ред. Винокурова

С.Ф. и Перязева Н.А.–М.: ФИЗМАТЛИТ, 2001.–192 с.
2. Gaidukov A. Algorithm to derive minimum ESOP for 6-variable function//

5th International Workshop on Boolean Problems. Freiberg, Germany, 2002. –
P.141–148.

3. Koda N., Sasao T. An Upper Bound on the Number of Products in Minimum
ESOPs // Workshop in Application of the Reed-Muller Expansion Application in
Curcuit Design, Japan, 1995. –P.94–101.

4. Кириченко К.Д. Верхняя оценка функции Шеннона сложности поли-
номиальных форм булевых функций. // Методы оптимизации и их приложе-
ния. Труды XII Байкальской международной конференции. –Иркутск, 2001
–Том 5. Дискретная математика. –С. 66–70.



ОПИСАНИЕ СИЛЬНО
СУБМИНИМАЛЬНЫХ

АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Д. Ю. Власов

Институт математики СО РАН
Россия, 630090,

Новосибирск, пр. Коптюга 4

1 Введение
Данная работа является продолжением работ [3] и [4]. В статье [3] опи-

сываются алгебраические системы конечной предикатной сигнатуры с един-
ственной полной теорией бесконечных подсистем. Было доказано, что все пре-
дикаты в таких системы выражаются бескванторными формулами либо через
равенство, либо через линейный порядок по типу ω на носителе системы (яс-
но, что в этом случае система должна быть счётной). В [4], кроме основного
результата данной работы, также анонсирован результат о строении алгебра-
ических систем с конечным множеством теорий бесконечных подсистем. В со-
ответствии с этим результатом, все алгебраические системы конечной преди-
кативной сигнатуры с конечным множеством теорий бесконечных подсистем
также описываются в терминах бескванторной выразимости через равенство
или некоторый линейный порядок некоторого простого типа и конечное мно-
жество констант.

В данной работе получены результаты, позволяющие описать класс си-
стем, очень близкий к классу систем с конечным множеством типов бесконеч-
ных подсистем в терминах субранга и субстепени - ординалов, характеризую-
щих сложность предложений в алгебраической системе по их выполнимости
на некоторых подсистемах в данной системе. Оказалось, что класс сильно суб-
минимальных алгебраических систем конечной предикатной сигнатуры (то
есть минимально возможного субранга и субстепени для данного класса) сов-
падает с классом мономорфных систем с конечным множеством теорий бес-
конечных подсистем. Таким образом, открывается возможность продолжить
описание подобных систем для некоторых фиксированых значений субранга
и субстепени.
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2 Определение субранга и субстепени
Определение. Пусть A - некоторая алгебраическая система сигнатуры Σ,
φ ∈ S(Σ) - некоторое предложение сигнатуры Σ. Обозначим через A(φ) мно-
жество всех подсистем A, на которых истинно предложение φ: A(φ) ­ {B ⊆
A|B |= φ}.

Если для некоторого предложения φ множество A(φ) непусто, то предло-
жение φ называется субвыполнимым (субсовместным) в системе A.

Заметим, что если мы рассмотрим множество {A(φ)|φ ∈ S(Σ(A))}, то
оно очевидно будет замкнуто относительно теоретико-множественных буле-
вых операций, то есть по отношению к ним оно будет образовывать булеву
алгебру:

SB(A) ­ 〈{A(φ)|φ ∈ S(Σ(A))},∪,∩,−,∅, A〉
Для некоторой заданой алгебраической системы A сигнатуры Σ на множе-

стве предложений сигнатуры Σ определим следующую эквивалентность: если
φ, ψ ∈ S(Σ), то φ ≡sub

A ψ тогда и только тогда, когда A(φ) = A(ψ), [φ]sub
A будет

обозначать класс эквивалентности предложения φ.
Очевидно, что тогда
SB(A) ∼= 〈S(Σ)/ ≡sub

A ,∨,∧,¬, 0, 1〉.

Определение. Пусть A - некоторая алгебраическая система сигнатуры Σ,
φ ∈ S(Σ) - некоторое предложение сигнатуры Σ. Определим субранг srA(φ) ∈
On ∪ {∞,−1} этого предложения в системе A следующим образом:

• если предложение φ не субвыполнимо в системе A, то положим srA(φ) =
−1.

• если предложение φ субвыполнимо в системе A, то srA(φ) ≥ 0.

• если α = β + 1 (непредельный ординал), то srA(φ) ≥ α тогда и только
тогда, когда существует счётное множество попарно субнесовместных в
A предложений ψi, i < ω таких, что srA(φ ∧ ψi) ≥ β для всех i < ω.

• если α - предельный ординал, то srA(φ) ≥ α тогда и только тогда, когда
srA(φ) ≥ β для всех ординалов β < α.

Положим srA(φ) = α если srA(φ) ≥ α, но srA(φ) 6≥ α + 1.
Если же srA(φ) ≥ α для всех ординалов, то srA(φ) = ∞ Будем считать,

что ∞ > α для всех ординалов α ∈ On.
В дальнейшем, если понятно, о какой системе идёт речь, индекс A в обо-

значении для ранга будет опускаться.

Лемма 1. Зафиксируем некоторую алгебраическую систему A сигнатуры Σ
и два предложения φ, ψ ∈ S(Σ). Тогда:
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• если A(φ) ⊆ A(ψ), то sr(φ) ≤ sr(ψ). В частности, для любого предложе-
ния χ, sr(φ ∧ χ) ≤ min{sr(φ), sr(χ)}.

• если sr(φ) ≥ α и α ≥ β, то sr(φ) ≥ β.

• sr(φ ∨ ψ) = max{sr(φ), sr(ψ)}

Доказательство. Доказательство ведётся трансфинитной индукцией по опре-
делению субранга.

Докажем первое увтерждение. Для этого достаточно показать, что если
A(φ) ⊆ A(ψ), то для любого ординала α, если sr(φ) ≥ α, то sr(ψ) ≥ α.

• Если α = 0, то sr(φ) ≥ α означает субвыполнимость φ на некоторой
подсистеме B ∈ A(φ) ⊆ A(ψ), то есть ψ тоже субвыполнима, а значит
sr(ψ) ≥ α.

• Пусть α = β + 1 - непредельный ординал. Тогда sr(φ) ≥ α означает,
что существует бесконечное множество попарно субнесовместных пред-
ложений ψi, i < ω таких, что sr(φ ∧ ψi) ≥ β для всех i < ω. Заметим,
что A(φ ∧ ψi) ⊆ A(ψ ∧ ψi) для всех i < ω. Но тогда, по индукционному
предположению, sr(ψ ∧ ψi) ≥ β для всех i < ω, а значит sr(ψ) ≥ α.

• Если α - предельный ординал и sr(φ) ≥ α, то sr(φ) ≥ β для всех β < α,
тогда по индукционной гипотезе сразу sr(ψ) ≥ β для всех β < α, а
значит sr(ψ) ≥ α.

Докажем второе утверждение.

• Для α = 0 утверждение тривиально.

• Если α - предельный ординал, то по определению субранга сразу полу-
чаем, что sr(φ) ≥ β.

• Если же α = γ + 1 (непредельный ординал), то существует бесконечное
множество попарно субнесовместных предложений ψi, i < ω таких, что
sr(φ∧ψi) ≥ γ для всех i < ω. Но тогда, по индукционному предположе-
нию, sr(φ∧ψi) ≥ δ для всех i < ω, и δ ≤ γ. Если ординал γ - предельный,
то по первому пункту δ ≤ sr(φ ∧ ψi) ≤ sr(φ), то есть sr(φ) ≥ γ. Если
же γ = δ + 1, то поскольку sr(ψ ∧ ψi) ≥ δ для всех i < ω, то опять же
sr(φ) ≥ γ.

Поскольку можно считать β < α, то β ≤ γ, и поскольку sr(φ) ≥ γ, γ ≥ β,
то по индукционной гипотезе sr(φ) ≥ β.

Теперь докажем третье утверждение. Из первого пункта ясно, что sr(φ ∨
ψ) ≥ max{sr(φ), sr(ψ)}. Требуется показать обратное неравенство. Предполо-
жим противное, то есть что для некоторого ординала α0 выполнено sr(φ∨ψ) ≥
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α0, но sr(φ) 6≥ α0 и sr(ψ) 6≥ α0. Путь α0 - наименьший такой ординал для всех
пар φ и ψ.

Заметим, что α0 6= 0, поскольку из субвыполнимости φ ∨ ψ очевидно сле-
дует субвыполнимость либо φ либо ψ.

Если α0 - предельный ординал, то по определнию субранга, sr(φ ∨ ψ) ≥ β
для всех β < α0. В силу минимальности α0 для каждого ординала β < α0

одно из предложений θβ ∈ {φ, ψ} будет иметь субранг не менее β: sr(θβ) ≥ β.
Разложим ординал α на две части: α0 = X ∪ Y

X ­ {β < α0|θβ = φ} и
Y ­ {β < α0|θβ = ψ}.
Тогда одно из множеств - X или Y будет конфинально в α0. Для опреде-

лённости пусть X - конфинально в α0. Но тогда для каждого ординала β < α0

найдётся такой α0 > β′ ≥ β, что β′ ∈ X, то есть sr(φ) ≥ β′. Тогда по второму
утверждению sr(φ) ≥ β. По определению субранга на предельных ординалах,
в этом случае sr(φ) ≥ α0 - противоречие с исходным предположением.

Рассмотрим теперь случай, когда ординал α0 = β + 1 - не предельный.
Тогда существует такая счётная последовательность попарно субнесовмест-
ных предложений ψi, i < ω, что sr((φ ∧ ψi) ∨ (ψ ∧ ψi)) ≥ β для всех i < ω. В
силу минимальности α0, тогда для каждого i < ω либо sr(φ ∧ ψi) ≥ β либо
sr(ψ ∧ ψi) ≥ β. Ясно, что тогда одно из множеств

X ­ {i < ω|sr(φ ∧ ψi) ≥ β} и
Y ­ {i < ω|sr(ψ ∧ ψi) ≥ β} - бесконечно.
Пусть, для определённости, бесконечно множество X. Но тогда sr(φ) ≥

β + 1 = α0 - опять противоречие с выбором α0 2

Предложение. Пусть задана некоторая система A сигнатуры Σ и дано пред-
ложение φ ∈ S(Σ). Тогда если sr(φ) = α < ∞, то существует такое число
d ∈ ω, что для любой последовательности попарно субнесовместных предло-
жений ψi, i < ω, существует число i ≤ d + 1, для которого sr(φ ∧ ψi) < α.

Наименьшее такое число назовём субстепенью предложения φ и будем обо-
значать через sdA(φ) (или просто sd(φ), когда ясно, о какой системе идёт
речь).

Доказательство. Предположим, что это не так, и для некоторого предло-
жения φ такого числа не существует, то есть для любого k существует такая
последовательность предложений ψk

j , 0 < i ≤ k, что sr(φ ∧ ψk
j ) ≥ α для всех

k < ω, 0 < j ≤ k.
Во-первых мы можем считать, что ψk

j ∧ φ ≡ ψk
j . Во-вторых, добавив при

необходимости в качестве ψk
0 предложение φ∧¬

(∨
0<j≤k ψk

j

)
, мы для каждого

k получим разбиение исходного предложения φ. Стоит отметить, что на sr(ψk
0 )

налагаемое условие (равенство α) автоматически не распространяется.
Покажем, что для любого m < ω существует такой индекс i∗ ≤ m, что для

предложения ψm
i∗ данное предложение не выполняется. Зафиксируем некото-

рый индекс m.
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Заметим, что для любого индекса k < ω и любого 0 < j ≤ k существует
такое число ikj ≤ m, что sr(ψk

j ∧ ψm
ikj

) ≥ α. Действительно, очевидно, что

ψk
j ≡

∨
i≤m ψk

j ∧ ψm
i . Поскольку sr(ψk

j ) = α то по свойствам субранга (лемма
1) sr(ψk

j ) = max{sr(ψk
j ∧ ψm

i )|i ≤ m}, а значит найдётся такое число ikj ≤ m,
что sr(ψk

j ∧ ψm
ikj

) = α.
Заметим, что для любого k ≥ m существует такой индекс ik ≤ m, что

|{j|ikj = ik}| ≥ [ k
m ]. Тогда для некоторого i∗ ≤ m найдётся бесконечное

множество индексов V ⊆ ω такое, что для всех индексов k ∈ V выполнено
|{j|ikj = i∗}| ≥ [ k

m ]. Предложение ψm
i∗ и будет искомым, для которого не вы-

полняется данное предложние. В частности, при m = 2 (либо m = 1, если
для полноты разбиения при m = 1 добавлялось дополнительное предложе-
ние) получим, что для одной из двух компонент разбиения φ предложение не
выполняется, и её ранг равен α

Далее построим следующую последовательность предложений φi, i < ω,
для которой не выполнено предложение:

• φ0 = φ

• в качестве φi+1 возьмём ту компоненту разбиения φi на две части, для
которой предложение не выполнено.

Тем самым построена последовательность попарно субнесовместных пред-
ложений φi, i < ω ранга α, которые лежат под φ, что противоречит тому, что
sr(φ) = α. 2

Определение. Субранг (субстепень) алгебраической системы A определим
как субранг (субстепень сответственно) предложения ∃x = x, то есть макси-
мальный субранг (субстепень) предложения в этой системе, и будем обозна-
чать как sr(A)(sd(A) соответсвенно).

Алгебраические системы субранга 1 и субстепени 1 будем называть сильно
субминимальными.

Лемма 2. Пусть A и B - две произвольные алгебраические системы. Тогда
если существует эпиморфизм (сюръективный гомоморфизм) булевых алгебр
h : SB(A) → SB(B), то sr(B) ≤ sr(A), и если sr(B) = sr(A), то sd(B) ≤
sd(A).

Доказательство. Докажем, что если h(A(φ)) = B(ψ), то srB(ψ) ≤ srA(φ).
Предположим противное. Пусть φ - предложение с наименьшим субрангом

α такое, что srB(ψ) > srA(φ). В этом случае очевидно, что srB(ψ) ≥ α +
1. По определению субранга, это означает, что найдётся последовательность
предложений ψi, i < ω, таких, что

• srB(ψi) ≥ α
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• ψi ∧ ψ ≡sub
B ψi

• ψi ∧ ψj ≡sub
B 0

Рассмотрим последовательность формул из прообразов, то есть таких пред-
ложений φi, что φi ∈ h−1([ψi]sub

B ), i < ω. Поскольку h - гомоморфизм, для них
будет выполнено:

• φi ∧ φ ≡sub
A φi

• φi ∧ φj ≡sub
A 0

Кроме того, srB(φi) ≥ α для всех i < ω, поскольку иначе, srB(φi) < α ≤
srB(ψi) и h(A(φi)) = B(ψi) - противоречие с минимальностью α.

Это означает, что srA(φ) ≥ α + 1 - противоречие.
Пусть теперь sr(B) = sr(A) = α. Предположим, что sd(B) > sd(A). Тогда

если d = sd(B), то в B существует набор из d попарно субнесовместных в
B предложений ψi, 1 ≤ i ≤ d ранга sr(B) = α. Рассмотрим последователь-
ность предложений φi таких, что φi ∈ h−1([ψi]sub

B ), 1 ≤ i ≤ d. Заметим, что
α = srA(φi) ≥ srB(ψi) = α для всех 1 ≤ i ≤ d, то есть srA(φi) = α. Кроме
того, все ψi, 1 ≤ i ≤ d попарно субнесовместны в A (в силу гомоморфности
отображения h), что противоречит тому, что sd(A) < d. 2

Лемма 3. Пусть A и B - две произвольные алгебраические системы. Тогда
если существует вложение булевых алгебр f : SB(B) → SB(A), то sr(B) ≤
sr(A), и если sr(B) = sr(A), то sd(B) ≤ sd(A).

Доказательство. Докажем, что если f(B(ψ)) = A(φ), то srB(ψ) ≤ srA(φ).
Предположим противное. Пусть φ - предложение с наименьшим субрангом

α такое, что srB(ψ) > srA(φ). В этом случае очевидно, что srB(ψ) ≥ α +
1. По определению субранга, это означает, что найдётся последовательность
предложений ψi, i < ω, таких, что

• srB(ψi) ≥ α

• ψi ∧ ψ ≡sub
B ψi

• ψi ∧ ψj ≡sub
B 0

Рассмотрим последовательность представителей образов формул φi под
действием f : φi ∈ f([ψi]sub

B ), i < ω. Поскольку f - вложение, для них будет
выполнено:

• φi ∧ φ ≡sub
A φi

• φi ∧ φj ≡sub
A 0



164 Д. Ю. Власов

Кроме того, srB(φi) ≥ α для всех i < ω, поскольку иначе, srB(φi) < α ≤
srB(ψi) и f(A(φi)) = B(ψi) - противоречие с минимальностью α.

Это означает, что srA(φ) ≥ α + 1 - противоречие.
Пусть теперь sr(B) = sr(A) = α. Предположим, что sd(B) > sd(A). Тогда

если d = sd(B), то в B существует набор из d попарно субнесовместных в B

предложений ψi, 1 ≤ i ≤ d ранга sr(B) = α. Рассмотрим последовательность
предложений φi таких, что φi ∈ f([ψi]sub

B ), 1 ≤ i ≤ d. Заметим, что α =
srA(φi) ≥ srB(ψi) = α для всех 1 ≤ i ≤ d, то есть srA(φi) = α. Кроме того,
все ψi, 1 ≤ i ≤ d попарно субнесовместны в A, что противоречит тому, что
sd(A) < d. 2

Замечание. Поскольку последовательность предложений ∃=nx попарно несов-
местна и все её члены субвыполнимы в любой алгебраической системе пре-
дикатной сигнатуры, субранг предложения ∃x = x в такой системе не может
быть меньше 1. Таким образом сильно субминимальные алгебраические си-
стемы предикатной сигнатуры - это системы предикатной сигнатуры с мини-
мально возможным субрангом и субстепенью.

Определение. Пусть A, B - две алгебраические системы и Γ - некоторый
класс (свойство) формул.

1. система B интерпретируется в системе A формулами из Γ, если суще-
ствует биекция f : B → A и отображение θ : ΣB → F (ΣA)∩Γ такие , что
для любого предиката P ∈ ΣB выполнено B |= P (b) ⇔ A |= θ(P )(f(b))

2. системы A и B взаимно интерпретируются формулами из Γ, если су-
ществует биекция f : B → A и два отображения θ1 : ΣB → F (ΣA) ∩ Γ
и θ2 : ΣA → F (ΣB) ∩ Γ такие, что для любого предиката P ∈ ΣB вы-
полнено B |= P (b) ⇔ A |= θ1(P )(f(b)) и для любого предиката Q ∈ ΣA

выполнено A |= Q(b) ⇔ B |= θ2(Q)(f−1(b))

Обозначение. Символьно интерпретируемость B в A формулами Γ записы-
вается следующим образом: A VΓ B. Взаимная интерпретируемость B в A

формулами Γ записывается следующим образом: A WVΓ B.
Если носитель у систем A и B один, а различаются они только множества-

ми предикатов (сигнатурами) Σ1 и Σ2 соответственно, то записи Σ1 VΓ Σ2 и
Σ1 WVΓ Σ2 обозначают то же, что A VΓ B и A WVΓ B соответственно.

Определение. Определим для каждой формулы φ глубину её кванторной
приставки qd(φ) по индукции следующим образом:

• если φ - бескванторная формула, то qd(φ) = 0

• если φ = (φ1 ∧ φ2) либо (φ1 ∨ φ2) то qd(φ) = max{qd(φ1), qd(φ2)}
• если φ = ¬(φ1) то qd(φ) = qd(φ1)
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• если φ = ∀x(φ1) либо ∃x(φ1) то qd(φ) = qd(φ1) + 1

Обозначение. Введём следующие обозначения отношения интерпретируе-
мости для классов формул с глубиной кванторной приставки не превосходя-
щей некоторого числа: (взаимную) интерпретируемость B в A формулами с
глубиной кванторной приставки не превышающей n будем обозначать через
A(WVn) Vn B.

Интерпретируемость произвольными формулами (без ограничений) будем
обозначать тройной стрелкой без индекса: A(WV) V B означает, что B (вза-
имно) интерпретируется в A произвольными формулами первого порядка.

Замечание. Если система B интерпретируется в системе A, то соответствую-
щее отображение θ : Σ(B) → F (Σ(A)) индуцирует отображение θ∗ : F (Σ(B)) →
F (Σ(A)).

При этом для любой формулы φ(x) ∈ F (Σ(B)) и любого кортежа a ∈ B
соответствующей длины, B |= φ(a) выполнено тогда и только тогда, когда
A |= θ∗(ψ)(f(a)).

Кроме того, если φ ∈ S(Σ(B)) - некоторое предложение и B0 ⊆ B - под-
система в B, то B0 |= φ тогда и только тогда, когда f(B) |= θ∗(φ).

Здесь f - это биекция носителей систем A и B из определения интерпре-
тируемости.

Доказательство. Отображение θ∗ строится очевидным образом индукцией
по построению формулы:

• для P ∈ Σ(B) определим θ∗(P ) как: θ∗(P ) ­ θ(P ).

• θ∗(¬φ) ­ ¬θ∗(φ)

• θ∗(φ1 ∨ φ2) ­ θ∗(φ1) ∨ θ∗(φ2)

• θ∗(φ1 ∧ φ2) ­ θ∗(φ1) ∧ θ∗(φ2)

• θ∗(∃xφ) ­ ∃xθ∗(φ)

• θ∗(∀xφ) ­ ∀xθ∗(φ)

Проверка первого утверждения проводится индукцией по построению форму-
лы. Проверка второго утверждения также тривиальна. 2

Лемма 4. Пусть A и B - две алгебраические системы, и выполнено одно из
двух условий:

• B ⊆ A

• A V B

Тогда sr(A) ≥ sr(B), и если sr(A) = sr(B), то sd(A) ≥ sd(B).
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Доказательство. В первом случае, в силу леммы 2, достаточно построить
гомоморфизм h : SB(A) → SB(B). Искомый гомоморфизм будет индуциро-
ваться тождественным отображением на факторе S(Σ(A))/ ≡sub

A :
h([φ]sub

A ) ­ [φ]sub
B .

Во втором случае, в силу леммы 3, достаточно построить вложение f :
SB(B) → SB(A). Это вложение строится на основе отображения θ∗:

f([φ]sub
B ) ­ [θ∗(φ)]sub

A . 2

3 Строение шкалы интерпретируемости для
систем, бескванторно выражающихся че-
рез заданный линейный порядок

Определение. Пусть A - некоторое множество. Обозначим через Str(A) мно-
жество всех конечных множеств отношений на множестве A:

Str(A) ­ Pω(
⋃

n<ω P (An)) (здесь Pκ(M) ­ {N ⊆ M | |N | < κ}).
Если Σ0 ∈ Str(A) - некоторое конечное множество отношений на множет-

све A, то введём следующее обозначение для множества структур, интерпре-
тирующихся в Σ0 формулами с глубиной кванторной приставки не превосхо-
дящей n:

Strn
Σ0

(A) ­ {Σ ∈ Str(A)|Σ0 Vn Σ}.
Кроме того, для любого конечного множества отношений Σ0 ∈ Str(A)

определим класс взаимно интерпретирующихся с ним формулами с глубиной
кванторной приставки не превосходящей n конечных множеств отношений
[Σ0]n ­ {Σ ∈ Str(A)|Σ0 WVn Σ}

Поскольку отношения V0 и Vω транзитивны, то на классах [Σ]0 и [Σ]ω

определён частичный порядок, индуцированный отношением интерпретируе-
мости. Этот частичный порядок будем называть шкалой интерпретируемости.

В дальнейшем будет установлено строение шкалы интерпретируемости на
множестве структур выражающихся бескванторно через некоторый фиксиро-
ванный линейный порядок.

В этом параграфе будет использоваться терминология и некоторые фак-
ты из [3]. В частности, будут использоваться специальные обозначения для
индикативных групп, критерий интерпретируемости бескванторными форму-
лами для мономорфных систем через группы автоморфизмов и следующее
из него отождествление сторого m - местных предикатов с их группами ав-
томорфизмов. Ознакомиться с индикативными группами можно в главе 11 в
[1].

Лемма 5. Пусть P - некоторый строго n-местный индикативный предикат
на бесконечном линейно упорядоченном множестве 〈A,<〉 типа In,Jn,Tn,Dn

или Sn. Тогда формула
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φ(x1, . . . , xn−1) ­ ∃y(
∨

i<n P (x1, . . . , xi, y, xi+1, . . . , xn−1))
определяет n − 1 местный индикативный предикат того же типа, что и

исходный предикат P .

Доказательство. Переберём все типы предиката P .

P = In

Если A |= φ(a1, . . . , an−1), то для некоторого b выполнено a1 < . . . <
ai < b < ai+1 < . . . < an−1, но тогда очевидно, что a1 < . . . < ai <
ai+1 < . . . < an−1, то есть A |= In−1(a1, . . . , an−1). Обратно, если A |=
In−1(a1, . . . , an−1), то поскольку носитель системы бесконечен, то найдт-
ся элемент b отличный от a1, . . . , an−1. Поскольку порядок < линейный,
то для некоторого i < n будет выполнено a1 < . . . < ai < b < ai+1 <
. . . < an−1, то есть A |= φ(a1, . . . , an−1).

P = Jn

Если A |= φ(a1, . . . , an−1), то для некоторого b выполнено либо a1 < . . . <
ai < b < ai+1 < . . . < an−1, либо a1 > . . . > ai > b > ai+1 > . . . > an−1, но
тогда выполнено либо a1 < . . . < ai < ai+1 < . . . < an−1, либо a1 > . . . >
ai > ai+1 > . . . > an−1, то есть A |= Jn−1(a1, . . . , an−1). Обратно, если
A |= Jn−1(a1, . . . , an−1), то найдтся элемент b отличный от a1, . . . , an−1.
Поскольку порядок < линейный, то для некоторого i < n будет выпол-
нено либо a1 < . . . < ai < b < ai+1 < . . . < an−1, либо a1 > . . . >
ai > b > ai+1 > . . . > an−1, то есть A |= Jn(a1, . . . , ai, b, ai+1, . . . , an−1) и
соответственно A |= φ(a1, . . . , an−1).

P = Tn

Если A |= φ(a1, . . . , an−1), то для некоторого b выполнено

Tn(a1, . . . , ai, b, ai+1, . . . , an−1).

Из строения предиката Tn ясно, что A |= Tn−1(a1, . . . , an−1).

Обратно, пусть A |= Tn−1(a1, . . . , an−1). Это означает, что для некото-
рого j < n выполнено aj < . . . < an−1 < a1 < . . . < aj−1. Как уже
замечалось, всегда существует элемент b отличный от a1, . . . , an−1, и
для некоторого i < n будет выполнено aj < . . . < ai < b < ai+1 < . . . <
an−1 < a1 < . . . < aj−1 либо aj < . . . < an−1 < a1 < . . . < ai < b <
ai+1 < . . . < aj−1, то есть A |= Tn(a1, . . . , ai, b, ai+1, . . . , an−1), а значит и
A |= φ(a1, . . . , an−1).

P = Dn

Если A |= φ(a1, . . . , an−1), то для некоторого b выполнено

Dn(a1, . . . , ai, b, ai+1, . . . , an−1).

Из строения предиката Dn ясно, что A |= Dn−1(a1, . . . , an−1).
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Обратно, пусть A |= Dn−1(a1, . . . , an−1). Это означает, что для некоторо-
го σ ∈ Sn−1 выполнено aσ(1) < . . . < aσ(n−1). Если σ ∈ Tn−1 или σ ∈ Jn−1,
то A |= φ(a1, . . . , an−1) по двум предыдущим случаям. Иначе для неко-
торого j < n возможны два случая: a1 < a2 < . . . < aj < an−1 < an−2 <
. . . < aj+1 либо aj < aj−1 < . . . < a1 < aj+1 < aj+2 < . . . < an−1. Как
уже замечалось, всегда существует элемент b отличный от a1, . . . , an−1.
Разберём случай, когда a1 < a2 < . . . < aj < an−1 < an−2 < . . . < aj+1

(второй разбирается аналогично). В этом случае возможно два подслу-
чая: b < an−1 и b > an−1. Если b < an−1, то для некоторого i < j + 1
будет выполнено a1 < a2 < . . . < ai < b < ai+1 < . . . < aj < an−1 <
an−2 < . . . < aj+1, то есть A |= D(a1, . . . , ai, b, ai+1, . . . , an−1). Если же
b > an−1, то для некоторого j < i < n выполнено a1 < a2 < . . . <
aj < an−1 < an−2 < . . . < ai+1 < b < ai < . . . < aj+1, то есть опять
A |= D(a1, . . . , ai, b, ai+1, . . . , an−1), а значит и A |= φ(a1, . . . , an−1).

P = Sn Тривиальный случай.

2

Лемма 6. Рассмотрим формулу
φ(x1, . . . , xn−1) ­ ∃y[∨

i<p Ip,q
n (y, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xi, xp, xp+1, . . . , xn−1)

]
∨[∨

p≤i<n−q Ip,q
n (x1, . . . , xi, y, xi+1, . . . , xn−1)

]
∨[∨

i≥n−q Ip,q
n (x1, . . . , xn−q−1, xi, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn−1, y)

]

на бесконечном линейно упорядоченном множестве 〈A,<〉.
Если p + q ≥ n− 1, то верна следующая эквивалентность формул:
Ip,q
n−1(x1, . . . , xn−1) ≡ φ(x1, . . . , xn−1)

Доказательство. Пусть A |= φ(a1, . . . , an−1). В этом случае для некоторо-
го b ∈ A истинен один из трёх членов дизънкции в формуле φ. Пусть ис-
тинен первый член дизъюнкции. Тогда для некоторого i < p имеет место
A |= Ip,q

n (b, a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ai, ap, ap+1, . . . , an−1), то есть

• b, a1, . . . , ap−1 < ap

• ap < ap+1 < . . . < an−q−1

• an−q−1 < an−q, . . . , an−1

Но тогда в частности

• a1, . . . , ap < ap+1

• ap+1 < . . . < an−q−1

• an−q−1 < an−q, . . . , an−1
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то есть A |= Ip,q
n−1(a1, . . . , an−1).

Если истинен второй член дизъюнкции, то для некоторого p ≤ i < n − q
A |= Ip,q

n (a1, . . . , ai, b, ai+1, . . . , an−1), то есть ap+1 < . . . < ai < b < ai+1 < . . . <
an−q−1, а значит A |= Ip,q

n−1(a1, . . . , an−1).
Третий вариант - когда истинен третий член дизъюнкзии - рассматрива-

ется аналогично первому.
Обратно, пусть теперь A |= Ip,q

n−1(a1, . . . , an−1). Выберем любой элемент
b 6∈ {a1, . . . , an−1}.

Рассмотрим три варианта расположения элемента b по отношению к эле-
ментам a1, . . . , an−1.

Вариант 1 Если a1, . . . , ap < b < an−q, . . . , an−1, то в этом случае суще-
ствует такое p < i < n− q − 1 что A |= Ip,q

n (a1, . . . , ai, b, ai+1, . . . , an−1), то есть
A |= φ(a1, . . . , an−1).

Вариант 2 Существует такой индекс i ≤ p что b < ai. Выберем из множе-
ства a1, . . . , ap максимальный элемент aj . Тогда ясно, что

• b, a1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , ap < aj

• aj < ap+1 < . . . < an−q−1

• an−q−1 < an−q, . . . , an−1

то есть A |= Ip,q
n (b, a1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , ap, aj , ap+1, . . . , an−1), а значит A |=

φ(a1, . . . , an−1).
Вариант 3 Существует такой индекс i ≥ n−q что b > ai. Рассматривается

аналогично второму варианту. 2

Лемма 7. Рассмотрим формулу
ψ(x1, . . . , xn−1) ­ ∃y[∨

i<r Jr
n(y, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xi, xr, xr+1, . . . , xn−1)

] ∨[∨
r≤i<n−r Jr

n(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn−1)
]
∨[∨

i≥n−r Jr
n(x1, . . . , xn−r−1, xi, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn−1, y)

]

на бесконечном линейно упорядоченном множестве 〈A,<〉.
Если p + q ≥ n− 1, то верна следующая эквивалентность формул:
Jr

n−1(x1, . . . , xn−1) ≡ ψ(x1, . . . , xn−1)

Доказательство. Пусть A |= ψ(a1, . . . , an−1). В этом случае для некоторо-
го b ∈ A истинен один из трёх членов дизънкции в формуле φ. Пусть ис-
тинен первый член дизъюнкции. Тогда для некоторого i < r имеет место
A |= Jr

n(b, a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ai, ap, ap+1, . . . , an−1). В силу строения группы
Jr

n возможны два варианта.
Вариант 1

• b, a1, . . . , ap−1 < ap
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Рис. 1: Диаграмма включения индикативных групп

• ap < ap+1 < . . . < an−q−1

• an−q−1 < an−q, . . . , an−1

Этот вариант в точности соответствует раpзобранному в лемме 6.
Вариант 2

• b, a1, . . . , ap−1 > ap

• ap > ap+1 > . . . > an−q−1

• an−q−1 > an−q, . . . , an−1

Этот вариант аналогичен преыдущему с точностью до замены порядка на об-
ратный. В обоих случаях получаем, что A |= Jr

n−1(a1, . . . , an−1). Случаи, когда
истинны остальные члены дизъюнкции тоже распадаются на два подслучая
и рассмариваются аналогично.

Обратно, пусть теперь A |= Jr
n−1(a1, . . . , an−1). Опять возможны два ва-

рианта упорядочения кортежа a1, . . . , an−1 - прямой (как в лемме 6) и об-
ратный. В случае прямого упорядочения рассуждения в точности повторя-
ют рассуждения из леммы 6, а в случае обратного - проводятся аналогично,
но с учётом замены порядка на обратный, и в результате получается, что
A |= ψ(a1, . . . , an−1). 2

Лемма 8. Пусть p, q - n-арные индикативные группы, n < m и выполнено
pm ≤ qm (здесь через pm обозначается m-арное расширение группы p. Опре-
деление можно найти в [1], глава 11). Тогда p ≤ q.

Доказательство. Для каждой арности m индикативных предикатов, диа-
грамму их включения друг в друга как подгрупп (а значит и бескванторной
интерпретируемости) можно изобразить диаграммой 1.

При малых m некоторые вершины могут склеиваться (например D3 = S3),
но эта диаграмма обладает следующей монотонностью: если вершины a и b
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несмежны в диаграмме для некоторого m, то они будут несмежны и во всех
диаграммах при больших m′ > m. Это легко устанавливается из строения
индикативных групп.

Кроме того, k-арное расширение индикативной группы одного из типов
будет такого же типа, то есть k-арные расширения сохраняют тип индикатив-
ной группы.

По условию pm ≤ qm, то есть группы pm и qm представляют собой смеж-
ные вершины на диаграмме. Поскольку k-арные расширения для индикатив-
ных групп не выводят за тип индикативности, несмежность p и q влекла бы
несмежность pm и qm. 2

Теорема 1. Пусть 〈A,<〉 - бесконечный линейный порядок. Тогда шкала ин-
терпретируемости для множества систем Str0

<(A) определимых через этот
порядок бескванторными формулами полностью покрывается следующими
классами:

Str0
<(A) = [<2] ∪ [T3] ∪ [J3] ∪ [D4] ∪ {[Ip,q

p+q]|p, q > 0} ∪ {[Jr
2r]|r > 0} ∪ [=]

среди корорых 5 дискретных классов и две бесконечные серии.

Доказательство. Пусть <V0 Σ - некоторое конечное множество предикатов,
выражающихся бескванторными формулами через порядок <, Σ = {p1, . . . , pn}.
Без ограничения общности можно считать, что все предикаты pi - строго ki-
местные, причём являются группами. Пусть также qi ≤ pi - максимальные
индикативные подгруппы в исходных предикатах.

Заметим, что AutΣ(m) =
⋂

i≤n Autpi(m). Кроме того, по теореме 4.6 из
главы 11 в [1], для каждого i ≤ n существует достаточно большое число
mi такое, что Autpi(mi) = Autqi(mi). Пусть m0 = max{mi|i ≤ n}. Тогда
AutΣ(m0) =

⋂
i≤n Autpi(m0) =

⋂
i≤n Autqi(m0) = q0 - некоторая индикатив-

ная группа. Ясно, что Σ V0 q0.
Из лемм 5, 6 и 7 следует, что q0 V p0, где p0 ∈ {<,T3, J3, D4, =}∪{Ip,q

p+q|p, q >
0}∪{Jr

2r|r > 0} - индикативный предикат того же типа, что и q0. В силу тран-
зитивности определимости Σ V p0.

Остаётся заметить, что p0 V pi для всех 0 < i ≤ n. Для этого достаточно
показать, что pmi

0 ≤ qi, поскольку qi ≤ pi. Заметим, что pm0
0 = q0 ≤ qm0

i , но
тогда по лемме 8 получаем искомое: pmi

0 ≤ qi. 2

4 Строение сильно субминимальных систем
Лемма 9. Любые два конечных линейных порядка, мощности не меньшей
2n, неразличимы предложениями сигнатуры < не более чем c n кванторами,
то есть n-эквивалентны.

Доказательство. Доказательство проводится индукцией по n. Для n = 1
утверждение тривиально. Пусть утверждение леммы верно для n − 1. Для
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доказательства утверждения для n достаточно показать, что если x, y - два
конечных линейных порядка, |x| ≥ 2n и |y| = |x|+1, то y ≡n x. Чтобы показать
это, докажем существование беспроигрышной стратегии в игре Эренфойхта
за n шагов между x и y.

Разметим два частично предопределённых сценария ведения игры:

Заметим, что:

• эти сценарии пересекаются в единственной выделенной точке A

• любая точка каждого из обоих исходных множеств попадает в один из
сценариев

Соответственно если в игре Эренфойхта выберается некоторая точка на
одном из этих множеств, то возможны два варианта:

• если эта точка отлична от точки A, то она попадает ровно в один из
сценариев, и её образ выбирается в соответствии с этим сценарием.

• если требуется найти образ точки A, то выбирается любой из сценариев,
и по нему определяется образ.

Выбранный сценарий фиксируется. В дальнейшем в игре Эренфойхта образы
точек, которые покрываются этим сценарием, будут выбираться в соответ-
ствии с ним. Заметим, что поскольку оба сценария определяют изоморфизм
линейных порядков, непродолжаемость строимого частичного изоморфизма
может возникнуть только при определении образа точки, не покрываемой вы-
бранным сценарием. Но если мы рассмотрим множества точек, не покрывае-
мых одним из сценариев, то это будут два линейно упорядоченных множества,
мощность которых различается на единицу и не меньше, чем 2n−1. По индук-
ционной гипотезе, между этими множествами существует беспроигрышная
стратегия для игры Эренфойхта за n − 1 шагов. Применив эту стратегию к
тем точкам, которые не покрываются фиксированным сценарием построения
частичного изоморфизма, мы получим полную беспроигрышную стратегию
на всех точках. 2

Обозначение. Если фиксирован некотороый линейный порядок 〈A,<〉, и a ∈
A - некоторый элемент основного множества, то через a+ мы будем обозначать
непосредственного последователя a в порядке < (если он существует), а через
a− - непосредственного предшественника этого элемента.

Также введём следующее индуктивное определение:

• a+/−0 ­ a
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• a+/−n ­ (a+/−(n−1))+/−, если этот последователь существует

Таким образом, запись a+n (a−n) обозначает элемент, отстоящий ровно на
n элементов дальше (соответственно ближе) в порядке <, чем элемент a. Этот
элемент будем называть n-последователем (n-предшественником) элемента a.

∃a+n (∃a−n) будет обозначать сокращённую запись утверждения того, что
у элемента a существует n-последователь (n-предшественник соответственно)
в исходном порядке.

Лемма 10. Пусть 〈A, <〉 - некоторый дискретный линейный порядок. Опре-
делим формулу φmin,max

D (x, t) ­ ∀y∀z(D4(x, y, z, t) ∨D4(x, z, y, t)).
Если в порядке 〈A,<〉 есть наибольший и наименьший элементы, то фор-

мула φmin,max
D (x, t) выделяет в этом порядке в точности два кортежа: (amin, amax)

и (amax, amin). Если же в исходном порядке нет наибольшего или наименьшего
элемента, то формула φmin,max

D (x, t) не удовлетворяется ни одним кортежом.

Доказательство. Если в порядке 〈A,<〉 есть наибольший и наименьший эле-
менты amax и amin, то нетрудно проверить, что

〈A, <〉 |= φmin,max
D (amin, amax) ∧ φmin,max

D (amax, amin).
Для сокращения записей в дальнейшем будем отождествлять символы пе-

ременных x, y, z, t с соответствующими им значениями.
Обратно, пусть 〈A, <〉 |= φmin,max

D (x, t). Покажем, что тогда либо x = amin и
t = amax, либо x = amax и t = amin. Предположим противное, например что x 6=
amin и x 6= amax. Возьмём в качестве y и z в формуле φmin,max

D (x, t) элементы
a− и a+ соответственно. Тогда для упорядочения элемента t относительно
элементов x, y, z останется два варианта: t < y < x < z и y < x < z < t.
Остаётся убедиться, что 〈A,<〉 6|= D4(t, y, x, z) и 〈A,<〉 6|= D4(y, x, z, t). Для
этого достаточно расписать дизъюнкцию D4(x, y, z, t) ∨ D4(x, z, y, t) в явном
виде:

D4(x, y, z, t) ∨D4(x, z, y, t) =
(x < y < z < t) ∨ (y < z < t < x) ∨ (z < t < x < y) ∨ (t < x < y < z) ∨
(y < x < t < z) ∨ (x < t < z < y) ∨ (z < y < x < t) ∨ (t < z < y < x) ∨

(x < z < y < t) ∨ (z < y < t < x) ∨ (y < t < x < z) ∨ (t < x < z < y) ∨
(z < x < t < y) ∨ (x < t < y < z) ∨ (y < z < x < t) ∨ (t < y < z < x) 2

Лемма 11. Определим следующую формулу:
φD(x) ­ ∃y(x 6= y) ∧ ∀z((y 6= z) ∧ (z 6= x) → ∃tD4(x, y, z, t))
Тогда для любого линейного порядка A = 〈A,<〉, определяющего D4, вер-

но следующее:

I Если в порядке < есть наименьший элемент amin и наибольший элемент
amax, то φD(A) = {x ∈ A|¬∃x+ ∨ ¬∃x−, x /∈ {amin, amax}}

II Если в порядке < нет наибольшего или наименьшего элемента, то φD(A) =
{x ∈ A|¬∃x+ ∨ ¬∃x−}
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Доказательство. Вначале запишем определение предиката D4 в исходном
порядке < в явном виде:

D4(x, y, z, t) =
(x < y < z < t) ∨ (y < z < t < x) ∨ (z < t < x < y) ∨ (t < x < y < z) ∨
(y < x < t < z) ∨ (x < t < z < y) ∨ (z < y < x < t) ∨ (t < z < y < x)

Пусть A |= φD(x). Предположим, что ∃x+ и ∃x− в порядке <. Рассмотрим
два возможных случая:

Случай 1
y - не предшественник x, то есть в наших обозначениях y 6= x−. Возь-

мём в качестве z предшественника x: z = x−. Рассмотрим два возможных
подслучая:

1. y < z. Тогда для выбора t остаётся три варианта: t < y < z < x,
y < t < z < x и y < z < x < t. Ни на одном из этих вариантов предикат
D4 не может быть истинен.

2. y > z. Для выбора t опять остаётся три варианта: t < z < x < y,
z < x < t < y и z < x < y < t. Как и в предыдущем случае ни на одном
из этих наборов предикат D4 не может быть истинен.

Случай 2
y - предшественник x, то есть y = x−. В качестве z возьмём последователя

x: z = x+. В этом случае для выбора t остаётся всего два варианта: t < y <
x < z и y < x < z < t. На обоих из этих вариантов предикат D4 не может
быть истинен.

Значит действительно ¬∃x+ ∨ ¬∃x−.
Пусть в порядке < есть наибольший и наименьший элементы amax и amin.

Покажем, что тогда x 6= amax и x 6= amin. Предположим, что x = amin. Рас-
смотрим два возможных случая:

Случай 1
y - последователь x (y = x+). Тогда в качестве z возьмём наибольший

элемент amax. Для расположения t в порядке < относительно x, y и z остаётся
единственая возможность: x < y < t < z. Но предикат D4 не истинен на такой
перестановке переменных.

Случай 2
y - не последователь x. Тогда в качестве z возьмём последователя x: z =

x+. Для выбора t остаётся два варианта: x < z < t < y и x < z < y < t, на
которых предикат D4 не истинен.

Случай, когда x = amax рассматривается аналогично.
Покажем теперь включение в обратную сторону. Пусть у элемента x нет

предшественника справа или слева, и если в исходном порядке есть наиболь-
ший и наименьший элементы amax и amin, то x /∈ {amin, amax}.

Вначале рассмотрим случай, когда x - не наибольший и не наименьший
элемент. Тогда x - предельный элемент. Для определённости будем считать,
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что x - предельный слева элемент. Случай, когда x - предельный справа (то
есть у x нет последователя) рассматривается аналогично.

Разберём два возможных варианта:

Вариант 1 у элемента x есть последователь. Возьмём его в качестве y. Тогда
для любого z 6= x, y есть всего два варианта расположения по отноше-
нию к x и y:

1. z < x < y. Поскольку x - предельный слева элемент, то найдётся
элемент z < t < x. Остаётся заметить, что A |= D4(z, t, x, y).

2. x < y < z. Поскольку x - не наименьший элемент по условию, то
найдётся элемент t < x. Тогда A |= D4(t, x, y, z).

Вариант 2 у элемента x нет ни предшественика, ни последователя. Этот
вариант распадается на два возможных случая:

Случай 1 в порядке < есть наименьший элемент amin. Возьмём его в
качестве y. Тогда для любого z 6= x, y есть два варианта располо-
жения по отношению к x и y:

1. y < z < x. Поскольку x - предельный слева элемент в порядке
<, то найдётся элемент z < t < x. Тогда A |= D4(y < z < t <
x).

2. y < x < z. Поскольку x - предельный справа элемент в порядке
<, то найдётся элемент x < t < z и A |= D4(y < x < t < z).

Случай 2 в порядке < нет наименьшего элемента. Возьмём в качестве
y любой элемент меньший x. Тогда для любого z 6= x, y есть три
варианта расположения по отношению к x и y:

1. z < y < x. Поскольку в исходном порядке нет наименьшего
элемента, то найдётся элемент t < z. Тогда A |= D4(t < z <
y < x).

2. y < z < x. Поскольку x - предельный слева элемент, то най-
дётся элемент z < t < x и A |= D4(y < z < t < x).

3. y < x < z. Поскольку x - предельный справа элемент, то най-
дётся элемент x < t < z и A |= D4(y < x < t < z).

Теперь рассмотрим случай, когда x - наименьший элемент (случай, когда x
- наибольший элемент рассматривается аналогично). Заметим, что по условию
тогда наибольшего элемента в порядке < нет. Рассмотрим два возможных
варианта:

Вариант 1 у элемента x есть последователь. Тогда возьмём его в качестве
y. Тогда для расположения z по отношению к x, y в порядке < остаётся
единственная возможность: x < y < z. Поскольку наибольшего элемен-
та не существует, то найдётся элемент z < t. Ясно, что A |= D4(x, y, z, t).
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Вариант 2 у элемента x нет последователя. Тогда в качестве y возьмём лю-
бой элемент y > x. Тогда есть два варианта расположения z по отноше-
нию к x и y:

1. x < y < z. В этом случае поскольку в исходном порядке не суще-
ствует наибольшего элемента, то найдётся элемент z < t и тогда
A |= D4(x, y, z, t).

2. x < z < y. Поскольку x - предельный справа элемент, то найдётся
элемент x < t < z. Но в этом случае A |= D4(x, t, z, y).

2

Обозначение. Зафиксируем некоторый линейный порядок 〈A, <〉. Введём
следующие обозначения:

• если a ∈ A - некоторый элемент, то

Op(a) ­ {b ∈ A|между b и a в порядке < менее p элементов}

• Mp
−(A) ­

{
Op(amin), если в 〈A,<〉 есть наименьший элемент amin

∅, иначе

• M q
+(A) ­

{
Oq(amax), если в 〈A,<〉 есть наибольший элемент amax

∅, иначе

• Mp,q(A) ­ Mp
+(A) ∪M q

−(A)

Определение. Определим несколько предикатов следующими формулами:

• I ′2(x1, x2) ­ ∃y1 . . .∃yp∃z1 . . . ∃zqI
p,q
p+q+2(y1, . . . , yp, x1, x2, z1, . . . , zq)

Нетрудно заметить, что A |= I ′2(a, b) тогда и только тогда, когда A |=
a < b и a, b /∈ Mp,q(A).

• J ′4(x1, x2, x3, x4) ­ ∃y1 . . .∃yr∃z1 . . .∃zrJ
r
2r+4(y1, . . . , yr, x1, x2, x3, x4,

z1, . . . , zr)

Отметим, что A |= J ′4(a, b, c, d) тогда и только тогда, когда A |= J4(a, b, c,
d) (то есть либо a < b < c < d, либо d < c < b < a) и a, b, c, d /∈ M r,r(A).

• D′
4(x1, x2, x3, x4) ­

∨
σ∈D4

J ′4(xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4))

Для этого формульного предиката также заметим, что A |= D′
4(a, b, c, d)

тогда и только тогда, когда A |= D4(a, b, c, d) и a, b, c, d /∈ M r,r(A).

Замечание. Множество A\M r,r(A) определимо через предикат Jr
2r+4 следу-

ющей формулой:
χ(x1) ­ ∃x2∃x3∃x4

∨
σ∈S4

J ′4(xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4), )
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Лемма 12. Последовательно определим несколько формул через предикат
Ip,q
p+q+2:

• φ+
I (x) ­ ∀y(I ′2(y, x) → ∃z(I ′2(y, z) ∧ I ′2(z, x))) ∧ ∃yI ′2(y, x)

• φ−I (x) ­ ∀y(I ′2(x, y) → ∃z(I ′2(x, z) ∧ I ′2(z, y))) ∧ ∃yI ′2(x, y)

• φI(x) ­ φ+
I (x) ∨ φ−I (x)

Тогда для любого линейного порядка A = 〈A,<〉, определяющего Ip,q
p+q+2

формула φI(x) выделяет в точности все предельные элементы исходного ли-
нейного порядка, не лежащие в множестве Mp,q(A).

Доказательство. Очевидно в силу определения предиката I ′2(x, y). 2

Лемма 13. Определим следующую формулу через предикат Jr
2r+4:

φJ(x) ­
χ(x) ∧ ∃y(χ(y) ∧ (x 6= y) ∧ ∀z(χ(z) ∧ (y 6= z) ∧ (z 6= x) →
∃tχ(t) ∧D′

4(x, y, z, t)))
Тогда для любого линейного порядка A = 〈A,<〉, определяющего Jr

2r+4,
верно следующее:

I Если в порядке < существует элемент a+r
min (то есть элемент, отстоящий

ровно на r элементов вправо от наименьшего элемента amin) и элемент
a−r

max, то

φD(A) = {x ∈ A|¬∃x+ ∨ ¬∃x−, x /∈ {a+r
min, a

−r
max}} \M r,r(A)

II Если в порядке < не существует элемента a+r
min или a−r

max, то

φD(A) = {x ∈ A|¬∃x+ ∨ ¬∃x−} ∪ {a+r
min, a

−r
max} \M r,r(A)

Доказательство. Поскольку предикат D′
4 совпадает с предикатом D4 на мно-

жестве A \M r,r(A), то доказательство аналогично доказательству леммы 11.
2

Лемма 14. Определим следующую формулу через предикат Jr
2r + 4:

φmin,max
J (x, t) ­ ∀y∀z(χ(y) ∧ χ(z) → D′

4(x, y, z, t) ∨D′
4(x, z, y, t)).

Пуcть 〈A,<〉 - линейный порядок, причём все элементы из множества
A \ M r,r(A) непредельные. Если в этом порядке существуют элементы a+r

min

и a−r
max, то формула φmin,max

J (x, t) выделяет в этом порядке в точности два
кортежа: (a+r

min, a
−r
max) и (a−r

max, a
+r
min). Если же в исходном порядке нет одного

из элементов a+r
min и a−r

max, то формула φmin,max
J (x, t) не выделяет ни одного

кортежа.

Доказательство. Поскольку предикат D′
4 совпадает с предикатом D4 на мно-

жестве A \M r,r(A), то доказательство аналогично доказательству леммы 10.
2
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Обозначение. Если A - некоторая алгебраическая система, то через STA(∞)
будем обозначать множество всех элементарных теорий бесконечных подси-
стем в A:

STA(∞) ­ {Th(B)|B ⊆ A, |B| ≥ ω}

Теорема 2. Пусть A - алгебраическая система конечной предикатной сигна-
туры Σ. Тогда следующие условия эквивалентны:

1. A - сильно субминимальна

2. |STA(∞)| < ω и A - мономорфна.

Доказательство. Покажем, что из 1 следует 2.
Предположим, что A не мономорфна. В любом случае в A существует бес-

конечная мономорфная подсистема A0 ⊂ A. Пусть x0 - некоторая конечная
подсистема, которая неизоморфна равномощной ей подсистеме в A0. Ясно,
что можно записать предложением φ утверждение о существовании конечной
подсистемы, изоморфной x0. Заметим, что существуют сколь угодно большие
конечные подсистемы, содержащие x0 (а значит удовлетворяющие φ), причём
все они выделяются предложениями, фиксирующими мощность подсистемы.
Значит sr(φ) ≥ 1. С другой стороны под ¬φ лежат все предложения, фик-
сирующие типы изоморфизма конечных подсистем из A0, этих предложений
бесконечно много, и поэтому sr(¬φ) ≥ 1, что противоречит сильной субмини-
мальности A.

Таким образом A мономорфна, а значит все предикаты из Σ выражают-
ся бескванторными формулами через некоторый линейный порядок < на A.
Остаётся показать, что |STA(∞)| < ω.

По теореме 1 о строении шкалы интерпретируемости мономорфных си-
стем конечной сигнатуры, A взаимно интерпретируется с системой 〈A,P 〉, где
P ∈ {<,=, T3, J3, D4} ∪ {Ip,q

p+q|p, q > 0} ∪ {Jr
2r|r > 0}. Поэтому можно сразу

считать, что система A такого типа. Случай, когда все предикаты исходной
сигнатуры взаимно интерпретируются с равенством тривиален. Рассмотрим
четыре оставшихся варианта в соответствии с тем, какой индикативый преди-
кат взаимно интерпретируется с исходной системой, и в каждом из этих ва-
риантов определим такое предложение φ, что оно выделяет из всех линейных
порядков в точности дискретные линейные порядки с наибольшм и наимень-
шим элементами.

P =< В этом случае последовательно определим несколько формул:

• φ+
<(x) ­ ∀y((y < x) → ∃z(y < z < x)) ∧ ∃y(y < x)

Эта формула выделяет предельные слева элементы.

• φ−<(x) ­ ∀y((x < y) → ∃z(x < z < y)) ∧ ∃y(x < y)
Эта формула выделяет предельные справа элементы.
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• φ<(x) ­ φ+
<(x) ∨ φ−<(x)

Эта формула все предельные элементы.

Окончательно положим

φ ≡ ∀x¬φ<(x) ∧ ∃x∀y¬(x < y) ∧ ∃x∀y¬(y < x),

то есть предложению φ удовлетворяют в точности все дискретные ли-
нейные порядки с наибольшим и наимненьшим элементами, в частности
все конечные линейные порядки.

P ∈ {J3, T3, D4} Поскольку предикат D4 выражается бескванторыми форму-
лами через предикаты J3 и T3, то можно считать, что P - это предикат
D4.

В этом случае положим

φ ≡ ∀x¬φD(x) ∧ ∃y∃zφmin,max
D (y, z).

Заметим, что по лемме 11, если 〈A,<〉 |= φ, то порядок 〈A,<〉 являет-
ся дискретным. Но тогда применима лемма 10, и поскольку 〈A, <〉 |=
∃y∃zφmin,max

D (y, z), то в исходном порядке есть наибольший и наимень-
ший элементы. Это значит, что формуле φ удовлетворяют в точности
все конечные линейные порядки и порядки типа ω + (ω∗+ ω)α + ω∗, где
α - произвольный линейный порядок (то есть все дискретные линейные
порядки с наибольшим и наименьшим элементами).

P = Ip,q
p+q В этом случае положим

φ ≡ ∀x¬φI(x) ∧ ∃x(∀y¬I ′2(x, y) ∧ ∃zI ′2(z, x)) ∧
∃x(∀y¬I ′2(y, x) ∧ ∃zI ′2(x, z))

Тогда по лемме 12, формуле φ удовлетворяют в точности все конечные
линейные порядки, а также порядки типа ω+(ω∗+ω)α+ω∗, где α - про-
извольный линейный порядок (то есть φ удовлетворяют все дискретные
линейные порядки с наибольшим и наименьшим элементом).

Действительно, формула ∀¬φI(x) утверждает, что не существует пре-
дельных элементов далее, чем на расстоянии p элементов от наимень-
шего элемента и на расстоянии q элементов от наибольшего элемен-
та. Но на самом деле, если истинна формула φ, то в исходном порядке
нет предельных элементов вообще. Предположим, что это не так, и a -
предельный справа элемент, расположенный на расстоянии не более p
элементов от наименьшего элемента amin, а элемент b - это такой эле-
мент, что ∀y¬I ′2(y, b) ∧ ∃zI ′2(b, z). Поскольку выполнено ∃zI ′2(b, z), эле-
мент b не лежит в множестве Mp,q(A), то есть a < b. Поскольку a -
предельный справа элемент, то выберем между a и b p + 1 элемент:
a < cp < cp−1 < . . . < c0 < b. Тогда элемент c0 не лежит в множестве
Mp,q(A) и, кроме того, c0 < b. Значит верно I ′2(c0, b), что противоречит
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∀y¬I ′2(y, b). Случай, когда a - предельный слева элемент из множества
Mp,q(A) рассматривается аналогично.

P = Jr
2r В этом случае положим

φ ≡ ∀x¬φJ(x) ∧ ∃y∃zφmin,max
J (y, z)

Заметим, что по лемме 13, если 〈A, <〉 |= φ, то все элементы из множе-
ства A\M r,r(A) непредельные, то есть удовлетворяются условия леммы
14. В таком случае, поскольку 〈A,<〉 |= ∃y∃zφmin,max

J (y, z), то в исход-
ном порядке существуют элементы a+r

min и a−r
max, а значит в множестве

M r,r(A) нет предельных элементов, то есть линейный порядок 〈A,<〉 -
это дискретный линейный порядок с наибольшим и наименьшим эле-
ментами.

Таким образом формуле φ удовлетворяют в точности все конечные ли-
нейные порядки и порядки типа ω + (ω∗ + ω)α + ω∗. Здесь α - произ-
вольный линейный порядок.

Заметим, что поскольку все бесконечные дискретные линейные порядки с наи-
большим и наименьшим элементами элементарно эквивалентны в сигнатуре
< (см. [2]), то они элементарно эквивалентны и в исходной сигнатуре системы
A. Таким образом, φ - это полная формула в теории бесконечного линейного
порядка.

Поскольку все попарно неизоморфные конечные линейные порядки отде-
ляются друг от друга попарно несовместными предложениями φn ­ ∃=nx, и
все φn лежат под предложением φ, то sr(φ) ≥ 1.

Предположим, что |STA(∞)| ≥ ω. Но поскольку формула φ полна в тео-
рии бесконечного линейного порядка, то она может лежать только в одной
теории из STA(∞). Поэтому множество теорий X ­ {T ∈ STA(∞)|¬φ ∈ T}
бесконечно. Выделим счётную последовательность различных теорий из X:
{Ti|i < ω} ⊆ X и счётное множество индексированных формул: {φj,k ∈
Ti \ Tj |i, j < ω}.

По условию A сильно субминимальна, то есть поскольку sr(φ) ≥ 1, то
sr(¬φ) = 0. Пусть d = sd(¬φ) - субстепень предложения ¬φ. Рассмотрим d+1
предложение ψj ­

(∧
k≤d+1 φj,k

)
∧

(∧
k≤d+1 ¬φk,j

)
, j ≤ d + 1.

Заметим, что тогда

• все формулы ψj ∧ ¬φ, j ≤ d + 1 субвыполнимы (ψj ,¬φ ∈ Tj)

• все формулы ψj , j ≤ d + 1 попарно несовместны по построению

то есть sd(¬φ) ≥ d + 1. Противоречие.
Теперь докажем обратную импликацию из 2 в 1.
Пусть |STA(∞)| < ω и система A - мономорфна. По теореме о строении

систем с конечным множеством элементарых типов бесконечных подсистем,
анонсированной в [4], A интерпретируется либо в некотором линейном порядке
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простого типа, либо в системе 〈A, T3〉, где трансляция T3 опять же определена
через некоторый простой линейный порядок на A, либо через равенство. В
силу леммы 4 достаточно доказать сильную субминимальность системы, в
которой интерпретируется исходная система.

Заметим, что поскольку A - мономорфна, то атомарными предложениями
на конечных подсистемах во всех случаях будут предложения φn ­ ∃=nx,
n ∈ ω. Кроме того, по лемме 9, для каждого предложения φ существует такое
число k, что для любых двух конечных подсистем B1, B2 ⊂ A мощности не
менее k, B1 |= φ ⇔ B2 |= φ.

〈A, =〉 V0 A В этом случае любое предложение ψ эквивалентно:

• если ψ не имеет бесконечных моделей, то ψ ≡ ∨
i≤m φni , где {n1, . . . ,

nm} = {n|∃B ⊂ A,B |= ψ, n = |B|} - некоторый набор натураль-
ных чисел. Ясно, что в этом случае sr(ψ) = 0, sd(ψ) = m.

• если ψ имеет бесконечные модели, то ψ ≡
(∨

i≤m φni

)
∨(∃≥kx

)
, где

{n1, . . . , nm} = {n|∃B ⊂ A, B |= ψ, n = |B|} и k - такое натуральное
число, что для всех k′ ≥ k, если B ⊂ A и |B| = k′, то B |= ψ. Тогда
sr(ψ) = 1, но и sd(ψ) = 1, поскольку коньюнкция любых двух
таких предложений субсовместна.

Поскольку ∃x = x ≡ ∃≥1x, то система субминимальна.

〈ωN, T3〉 V0 A Рассмотрим формулу φT
− lim(x) ­ ∀y∃zT3(x, y, z). Пусть 〈A, <〉

- некоторый произвольный линейный порядок. Тогда:

• В случае, если в этом порядке есть наибольший элемент, то фор-
мула φT

− lim(x) выделяет в точности предельные элементы.

• Если же в порядке 〈A,<〉 нет наибольшего элемента, то формула
φT
− lim(x) выделяет в точности элементы не имеющие предшествен-

ника (то есть предельные и эелемент и наименьший, если он есть).

Для установления этого запишем предикат T3(x,
y, z) в явном виде: T3(x, y, z) = (x < y < z) ∨ (y < z < x) ∨ (z < x < y).

Действительно, если 〈A,<〉 |= φT
− lim(x) для некоторого линейного по-

рядка 〈A,<〉, и у элемента x есть предшественник, который мы возьмём
в качестве y, то для выброра элемента z остаётся две возможности: ли-
бо z < y < x, либо y < x < z. Но по определению T3, в обоих случаях
〈A,<〉 6|= T3(x, y, z), что противоречит условию 〈A,<〉 |= φT

− lim(x). Та-
ким образом формула φT

− lim(x) выделяет элементы, не имеющие пред-
шественника.

Для проверки в обратную сторону требуется рассмотреть два варианта:
исходный порядок имеет наибольший элемент или нет.



182 Д. Ю. Власов

• Пусть исходный порядок 〈A,<〉 имеет наибольший элемент, и x -
элемент, не имеющий предшественника, но не наименьший. Пока-
жем, что тогда 〈A,<〉 |= φT

− lim(x). Выберем произвольный элемент
y в исходном порядке. Возможны два случая:

– y < x. Тогда элемент x не является наименьшим, а значит
он является предельным слева. В качестве z возьмём любой
элемент y < z < x.

– x < y, в этом случае найдётся некоторый элемент z < x, по-
скольку x - не наименьший элемент.

ясно, что в обоих случаях выполнено T3(x, y, z).

• Пусть исходный порядок 〈A,<〉 не имеет наибольшего элемента, и
x - элемент, не имеющий предшественника (в том числе и наимень-
ший). Покажем, что тогда 〈A,<〉 |= φT

− lim(x). Выберем произволь-
ный элемент y в исходном порядке. Возможны два случая:

– y < x. Этот случай полностью аналогичен рассмотреному вы-
ше случаю порядка с наибольшим элментом.

– x < y, в этом случае найдётся некоторый элемент y < z, по-
скольку в исходном порядке нет наибольшего элемента. Полу-
чаем, что x < y < z, а значит выполнено T3(x, y, z).

Заметим, что тогда предложения φωn ­ ∃=nxφT
− lim(x) будут атомарны-

ми предложениями, выделяющими бесконечные подсистемы, поскольку
эти предложения выделяют подсистемы изоморфные 〈ωn, T3〉 (только
внутри исходной системы!), а значит и её полный элементарный тип
(опять же только внутри исходной системы!).

Пусть φ - произвольное предложение. Возможны два случая:

• существует такое число k, что φ не истинно на всех конечных под-
системах мощности больше k. В этом случае

φ ≡
(∨

i≤r φni

)
∨

(∨
j≤s φωmj

)
, где

{n1, . . . , nr} = {n|∃B ⊂ A, B |= φ, n = |B|} и
{m1, . . . , ms} = {n|∃B ⊂ A,B |= φ,B ∼= 〈ωn, T3〉}.
Ясно, что поскольку под таким предложением лежит конечное чис-
ло атомов, то sr(φ) = 0 и sd(φ) = r + s.

• существуют сколь угодно большие конечные подсистемы в исход-
ной системе, удовлетворяющие φ. В этом случае

φ ≡
(∨

i≤r φni

)
∨

(∨
j≤s φωmj

)
∨ (∀x¬φT

lim(x) ∧ ∃≥kx
)
, где

{n1, . . . , nr} = {n|∃B ⊂ A, B |= φ, n = |B|},
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{m1, . . . , ms} = {n|∃B ⊂ A,B |= φ, B ∼= 〈ωn, T3〉} и k - такое на-
туральное число, что для всех k′ ≥ k, если B ⊂ A и |B| = k′, то
B |= φ.
Ясно, что поскольку под таким предложением лежит бесконечно
много атомов, то sr(φ) = 1 но так как конъюнкция любых двух
таких предложений субсовместна, то sd(φ) = 1.

В частности и для предложения ∃x = x его субранг и субстепень равны
1, то есть система сильно субминимальна.

〈ω + N, <〉 V0 A Поскольку система 〈ω + N,<〉 антиизоморфна подсистеме
системы 〈N + ω∗ + ω, <〉, по лемме 4 достаточно доказать сильную суб-
минимальность второй системы.

〈N + ω∗ + ω,<〉 V0 A Определим следующие формулы:

• α ­ ∀x∃y(x < y)

• β ­ ∀x∃y(y < x)

• γn+ω∗ ­ ∃x1 . . . ∃xn∀y ((x1 < y) → ∃z(x1 < z < y))∧
(∧

1<i≤n(xi < x1)
)

• φ<
+ lim(x) ­ ∀y(x < y) → ∃z(x < z < y)

Заметим, что атомами в этом случае будут следующие предложения:

• φn ­ ∃=nx - атомы, выделяющие конечные подсистемы

• φω ­ α ∧ ¬β - системы типа ω

• φω∗ ­ ¬α ∧ β - системы типа ω∗

• φω∗+ω ­ α ∧ β - системы типа ω∗ + ω

• φm+ω∗ ­ γm+ω∗ ∧ ¬α - системы типа m + ω∗

• φm+ω∗+ω ­ γm+ω∗ ∧ α - системы типа m + ω∗ + ω

Обозначим через At множество атомов, которые выделяют бесконечные
подсистемы:

At ­ {φω, φω∗ , φω∗+ω} ∪ {φm+ω∗ , φm+ω∗+ω|1 ≤ m ≤ N}.
Заметим, что атомы из множества At выделяют все типы изоморфизма
бесконечных подсистем в исходной системе (их конечное множество).

Пусть φ - произвольное предложение. Как и при рассмотрении преды-
дущих случаев, возможны следующие два варианта:
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• существует такое число k, что φ не истинно на всех конечных под-
системах мощности больше k. В этом случае

φ ≡
(∨

i≤r φni

)
∨

(∨
t∈T (φ) φt

)
, где

{n1, . . . , nr} = {n|∃B ⊂ A, B |= φ, n = |B|} и
T (φ) ­ {t ∈ At|t |= φ} (здесь истинность на индексе формулы по-
нимается как истинность на линейном порядке соответствующего
типа). Ясно, что поскольку под таким предложением лежит конеч-
ное число атомов, то sr(φ) = 0 и sd(φ) = r + s.

• существуют сколь угодно большие конечные подсистемы в исход-
ной системе, удовлетворяющие φ. В этом случае

φ ≡
(∨

i≤r φni

)
∨

(∨
t∈T (φ) φt

)
∨ (¬α ∧ ∀x¬φ<

+ lim(x) ∧ ∃≥kx
)
, где

{n1, . . . , nr} = {n|∃B ⊂ A, B |= φ, n = |B|},
T (φ) ­ {t ∈ At|t |= φ} и k - такое натуральное число, что для
всех k′ ≥ k, если B ⊂ A и |B| = k′, то B |= φ. Ясно, что посколь-
ку под таким предложением лежит бесконечно много атомов, то
sr(φ) = 1 но, так как конъюнкция любых двух таких предложений
субсовместна, то sd(φ) = 1.

В частности и для предложения ∃x = x его субранг и субстепень равны
1, то есть система сильно субминимальна.

2
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B. Baizhanov, V. Verbovskiy, G. Turekhanova. Non-Orthogonality Of
1-Types In Weakly O-Minimal Structures Of A Finite Depth.

In this paper authors generalize and simplify Theorem 33 of Baizhanov’s paper
“Expansion of a model of a weakly o-minimal theory by a family of unary pedicates”
(JSL, 66, Number 3 (2001), 1382–1414) on existence of monotonic formula, which
acts between two non-orthogonal 1-types over a subset of a model of weakly o-
minimal theory.

In the new theorem the condition of weak o-minimality of a theory is replaced
by weak o-minimality of a structure, which has a finite depth.

O.V. Bryuhanov. Matrix Representability And Structure Of Groups.
Matrix representability of nilpotent products A(n)B, n ≥ 2 for linear groups

A, B and structure of abstract infinite groups that has matrix representations
over fields of arbitrary characteristics are studied.

In theorem 1.1 the criteria of matrix representability of nilpotent products
A(n)B, n ≥ 2 for finitely generated linear groups A, B is presented.

In theorem 1.2 the problem on matrix representability of nilpotent product
A(n)B is reduced to the question of matrix representability of nilpotent factor
group Ā(n)B̄. Theorem 1.2 implies that if F (X), F (Y ) are free groups then
nilpotent products F (X)(n)F (Y ), n ≥ 2 are matrix representable over fields of
null characteristic and not represented by matrix over fields of prime characteristics.

In theorem 2.4 is it proved that group G without free subgroups F2 has matrix
representations over fields of different characteristics p and q if and only if G is
virtual abelean and τp(A), τq(A), rank(τA) are finite for some abelean subgroup
A of finite index in the group G.

A.V. Chekhonadskih, A.A. Voevoda. On Correctness Of Optimization
Problems On Sets Of Characteristic Roots.

In the paper we investigate the conditions for a set of characteristic polynomial
roots, that will be sufficient for a corresponding polynomial coefficients set to be
convex. In more general form, let ϕ : G → H be a diffeomorphism of the 2nd order
of smoothness, where G is a convex set with minimal linear flexion κ of the border
surface D(G), Π — minimal flow of ϕ on D(G), and Λ — a module of a spectral
maximums vector of quadratic forms d2ϕκ. If condition κΠ < 2Λ holds on D(G),
then the image set H will be convex.

O.V. Isaeva. Covers In The Lattice Of Varieties Of m-Groups.
In this article an infinity series of varieties of m-groups, wich covers the

varieties of all abelian m-groups Am in the lattice of varieties of m-groups has
been constructed.
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S.G. Kolesnikov. About Rationality Of Complex Character Of Sylov 2−Sub-
groups Of Symmetric Groups S2n ..

Let χ be a complex charecter of sylov 2-subgruop of symmetric group S2n .
Then any value is rational.

B. Sh. Kulpeshov. On Behavior Of Unary Functions In Weakly O-Minimal
Theories.

Here we classify a behaviour of a unary function in the set of realizations of
a non-algebraic 1-type of a weakly o-minimal theory in terms of function depth,
and also we prove some properties of non-orthogonality of non-algebraic 1-types
in a weakly o-minimal theory of convexity rank 1.

A.G. Likharev. On Weakly Factorizable Groups Of Lie Type Little Ranks
And Sporadic Groups.

We call a group to be weakly factorizable one, if each its proper subgroup is
complementable in some larger subgroup. V. M. Levchuk advanced the following
hypothesis : all simply finite not abelian groups is not weakly factorizable, except
PSL2(7). The Theorem 1 and Theorem 2 establishes right of this hypothesis for
groups of Lie type little ranks and some sporadic groups.

O.V. Listova. Parameters Of Embedding Involutions Of Alternating Groups.
In this paper the parameters of embeding involutions of alternating groups is

calculated.

S.I. Mardaev. Sambin’s Construction And Negative Operators.
We investigate definability of fixed points of negative operators in modal

logic. There is the well-known Fixed Point Theorem for modalized operators.
Very elegant Sambin’s construction gives defining formula. We have found new
application of this consruction. We have proved that Sambin’s construction gives
defining formula for fixed point of negative operator in some class of models.

N.Ya. Medvedev. Ideals In Vector Lattice Of Piecewise Polynomial Functions.
In this article a classification of the ideals of the additive group of all continious

piecewise polinomial functions with pointwise ordering has been done.
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A.G. Pinus. Generation Of Finite Algebras, Baseness Of Their Conditionally
Equational Theories And Scale Of Potentials Of Computability Of n-Element Algeb-
ras.

A connection of relation of order between potentials of computability of n-
element algebras with the question on the number of generators of these algebras
and with the question on their conditionally equational theories are investigated.

A.G. Pinus. Assertions Of Type Of Lovash Theorem.
For relation that are not equal to isomorphism relation (relations of rational

equivalence, of conditional rational equivalence and others) it is considered an
analogue of Lovash theorem (two finite universal algebras with isimorphic cartesian
squares are isomorphic).

A.M. Popova, E.N. Poroshenko. Group Of Units In Integral Group Rings
Of Finite Groups.

In present work, we continue the investigation of algorithm described in details
in [1] for concrete finite groups, namely we apply this algorithm for S3, A4. Doing
that we specify the result for S3, which was got and published in [2].

E.N. Poroshenko. On Basis Of Leibnitz Algebra.
In this work we construct a linear basis for the free Leibnitz algebra.

O.A. Starikova. Enumeration Of Quadrics Of Projective Planes And Spaces
Over Local Principal Ideal Ring.

In this report the normal diagonal view of symmetric matrix over local
principal ideal ring is established. It is obtained number of classes of projective
congruous quadrics of space RPn−1 and number of classes of projective equivalent
quadrics of plane RP2.

A.I. Stukachev. Intrinsic Σ-Definability In Hereditary Finite Superstructures.
We introduce the notion of n-decidability of a structure in hereditary finite

superstructure and prove that if M is 1-decidable in HF(M) then there exists
universal Σ-function in HF(M).

S. Sudoplatov. Fuzzy Polygonometries.
We present an interpretation of generalized polygonometries as fuzzy po-

lygonometries i.e. polygonometries with probabilistic many-valued functions of
parameters of polygons. Some historical aspects of polygonometries are considered.

A.A. Vikent’ev, R.A. Vikentiev. About Measure Of Proximity And Refutable
Of The Logical Formulas With Probabilities On Finite Class Of Metric Models.

The paper discusses a logical expert statements represented as the formulas
of the first order language with probabilities. Methods for setting metrics on
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such formulas in the finite class models, measures of refutation and probabilities
of formulas are offered. Entered metric’s properties and corresponding to it’s
measures are investigated. A number of natural metric on probabilistic knowledge
of experts is offered with use of suitable class of models and modification symmetric
difference. The research can be applied to solving the problems of the reconciliation
of expert statements, to constructing the decision functions in pattern recognition
and development of expert systems.

S.F. Vinokurov, L.V. Ryabets. Algorithm Of Exact Minimization Of Boolean
Functions In The Class Of Kronecker Forms.

This paper presents an algorithm to derive minimal special ESOP called
Kronecker forms. The algorithm is based on the properties of special operator
form, which is a generalization of special normal form first introduced in [1].

S.F. Vinokurov, A.S. Kazimirov. An Upper Bound On The Complexity Of
Minimum ESOPs.

This paper considers the complexity L(n) of exclusive-or sum-of-products
expessions of Boolean functions. It is showed, that an arbitrary 7-variable functions
can be realized by minimum ESOP with at most 28 products. By this result, we
showed that L(n) ≤ 7

322n for n ≥ 7.

D. Yu. Vlasov. The Description Of Strongly Subminimal Structures.
Notions of subrank and subdegree of a sentence in a structure are defined as

well as a notion of subrank and subdegree of the whole structure.
Strongly subminimal in this sence (of subrank 1 and subdegree 1) structures

of finite predicate language are described.
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