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В классической комбинаторной и геометрической теории групп одной из фун-
даментальных задач является изучение структуры циклических расширений сво-
бодных групп

Mϕ = Fn oϕ Z,
также известных как mapping tori.

Эти группы естественно возникают в топологии многообразий малых раз-
мерностей и играют ключевую роль в изучении гиперболичности и CAT (0)-
пространств.

Если, например, для свободных групп конечного ранга Fn свойства группы
внешних автоморфизмовOut(Fn) изучены достаточно глубоко, то описаниеOut(Mϕ)
представляет собой крайне нетривиальную алгоритмическую и алгебраическую
задачу. Первые шаги в этом направлении были сделаны в фундаментальной рабо-
те О. Богопольского, А. Мартино и Э. Вентуры [1], полностью описавших случай
ранга n = 2.

Представленная работа подводит проежуточный итог серии исследований, на-
правленных на решение проблемы вычисления Out(Mϕ) для групп более высоко-
го ранга, а также на разработку принципиально новых геометрических подходов
к конструированию таких расширений. Мы рассмотрим переход от прямого ал-
гебраического описания к подходам, связывающим исследуемые группы с груп-
пами узлов и графами групп.

Первый этап работы опирается на развитие комбинаторных методов для групп
ранга три. В частности, получено полное описание группы внешних автоморфиз-
мов для группы Герстена

H = F3 o Z = 〈a, b, c, t | at = a, bt = ba, ct = ca2〉.

Группа, действующая на CAT (0) пространстве собственно и кокомпактно, не
может содержать группуH в качестве подгруппы. В частности, группыAut(Fn), n >
3 и Out(Fn), n > 4 не являются CAT (0) группами. В контексте леммы Шварца-
Милнора это дает дополнительную мотивацию к представленному выбору обьек-
та исследования. В ходе работы [3] было доказано, что

Out(H) ∼= (F3 × Z3) o (Z2 × Z2).

Далее разработанный инструментарий был успешно обобщен [4] на бесконеч-
ную параметрическую серию циклических расширений

Gk = F3 o Z = 〈a, b, c, t | at = a, bt = bak, ct = c〉,

где k ∈ Z, k 6= 0.
Установлено, что

Out(Gk) ∼= ((Z2 × Zk)×N) o (Z2 × Z2 × Z2),

где N — прямоугольная артинова группа. Важно отметить, что структура
группы N полностью определена и является инвариантом, не зависящим от па-
раметра k.

1Работа выполнена за счет гранта РНФ 24-11-00119.
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Принципиально новым этапом исследования стал отход от классических ком-
бинаторных вычислений в сторону геометрической теории групп, а именно —
изучение автоморфизмов через обобщенные группы Баумслага-Солитера (GBS-
группы).

Опираясь на работу Ж. Левитта [5] о связи между циклическими расширени-
ями с помощью внешнего автоморфизма MΦ, где

MΦ
∼= Fn oΦ Z ∼= 〈Fn, t | tgt−1 = ξ(g)〉,

ξ ∈ Aut(Fn) определяет Φ ∈ Out(Fn) с GBS-группами с нетривиальным цен-
тром, мы детально исследовали связь с одним из таких примеров - серией групп
торических узлов

Tp,q = 〈a, b | ap = bq〉,
для взаимно простых p > q > 1.

Главным результатом этого этапа стало построение изоморфизма Tp,q ∼= FnoΦ

Z. Мы доказали, что ранг свободной группы данного циклического расширения
равен n = (p−1)(q−1), нашли ее базис в виде системы коммутаторов kij = [ai, bj ].
Более того, было вычислено действие автоморфизма ξ ∈ Aut(Fn), задающего
расширение Φ. Заметим, что вычисления выполнены вне зависимости от пред-
ставителя ξ ∈ Aut(Fn), задающего расширение Φ.

Этот конструктивный результат дает мощный математический инструмент:
он позволяет сводить крайне сложную задачу вычисления группы внешних ав-
томорфизмов циклического расширения к изучению автоморфизмов группы Tp,q.

В качестве итога, опираясь на свойства групп узлов [6], было показано, что

Out(Fn oΦ Z) ∼= Z2.
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