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1 Ââåäåíèå

Ðàçâèòèå âñÿêîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ÷àñòî ïðîõîäèò ÷åðåç òà-
êèå ñòàäèè, êàê: ôîðìóëèðîâàíèå ãèïîòåçû (ýòà ñòàäèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ
âûäâèæåíèå íîâîé èäåè èëè äîãàäêè, êîòîðàÿ òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà);
ïðîâåðêà è âåðèôèêàöèÿ (ó÷¼íûå ïðîâåðÿþò ïðàâèëüíîñòü ãèïîòåçû,
èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû è ïðèìåðû); äîêàçûâàíèå (åñëè ãèïîòåçà
âûäåðæèâàåò ïðîâåðêó, å¼ ïûòàþòñÿ äîêàçàòü ôîðìàëüíî ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ëîãèêè è ìàòåìàòè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ); ðàçðàáîòêà è îáîáùåíèå
(ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçó ðàñøèðÿþò, ðàçâèâàÿ íîâûå òåîðèè è
âûÿâëÿÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåíåíèÿ); ïóáëèêàöèÿ è ïðèçíàíèå (äîêà-
çàííûå ðåçóëüòàòû ïóáëèêóþòñÿ â íàó÷íûõ æóðíàëàõ è îáñóæäàþòñÿ â
íàó÷íîì ñîîáùåñòâå); ïðèìåíåíèå è èíòåãðàöèÿ (íîâàÿ òåîðèÿ íàõîäèò
ïðèìåíåíèå â ðåøåíèè çàäà÷ èëè ñòàíîâèòñÿ îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ
èññëåäîâàíèé). Òåîðèÿ ïîëíîòû, ðåäóöèðîâàííîñòè, ïðèìàðíîñòè è ÷è-
ñòîòû äëÿ àëãåáð [1] íàõîäèòñÿ ñåé÷àñ íà ñòàäèè ïóáëèêàöèè è ïðèçíà-
íèÿ. ×àñòüþ ýòîé ñòàäèè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé, à
îäíèì èç êëþ÷åâûõ ìîìåíòîâ òàêîãî ïîèñêà î÷åâèäíà ÷¼òêàÿ ïåðåäà÷à
çíàíèé. Ìàòåðèàëû äîëæíû áûòü ïîíÿòíû è äîñòóïíû äëÿ ñòóäåíòîâ
ðàçíîãî óðîâíÿ ïîäãîòîâêè, õîðîøèå îáúÿñíåíèÿ è ïðèìåðû âñåãäà èã-
ðàþò áîëüøóþ ðîëü.

Ïîýòîìó íà÷í¼ì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî, ñ àçîâ, ÷òîáû ÷èòàòåëè ñìîãëè
ïîíèìàòü ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå ñâÿçàííîå ñ èçëàãàåìîé òåîðèåé.
Ïðåäñòàâèì ïåðâîíà÷àëüíûå áàçîâûå ïîíÿòèÿ âîïðîñîâ, êîòîðûìè èíòå-
ðåñîâàëñÿ Ëåîíèä Ìàòâååâè÷, è êîòîðûå ïðîäîëæàþò áóäîðàæèòü óìû
ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòèêîâ. Â åãî ïîñëåäíåì îáçîðå ïîñòàâëåíî ìíîãî
âñåâîçìîæíûõ íåðåøåííûõ ïðîáëåì, åùå íèêåì íåðåøåííûõ çàäà÷. Ëåî-

1



íèä Ìàòâååâè÷, ââåë ðÿä íîâûõ ïîíÿòèé â àëãåáðå, îáîáùàÿ èçâåñòíûå
ïîíÿòèÿ èç òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïîéäåò ðå÷ü î
ïîëíûõ ïîëóãðóïïàõ ñ íóëåì. Âêðàòöå îïèøåì, ÷òî òàêîå ïîëóãðóïïà è
çàòåì ïåðåéä¼ì ê îáúÿñíåíèþ ïîíÿòèÿ ïîëíîòû äëÿ ïîëóãðóïï.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Èòàê, ïîëóãðóïïà, ñóòü, íåïóñòîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëü-
íîé ïðèðîäû, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðà-
öèè ¾óìíîæåíèå¿, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè. Îïåðàöèÿ
óìíîæåíèÿ ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé, íàïðèìåð, ìû çíàåì â øêîëå îïåðà-
öèþ óìíîæåíèÿ ÷èñåë. Áåðåì, íàïðèìåð, öåëûå ÷èñëà îò íóëÿ 0 äî 10 è
ðàññìàòðèâàåì çäåñü óìíîæåíèå. Ïîëó÷àåòñÿ, åñëè 3 óìíîæèòü íà 7, òî
áóäåò 21 è ìû óæå íå ïîïàëè â èñõîäíîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî
íå àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ. Íàì íóæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî, ñîñòî-
ÿùåå èç òàêèõ ýëåìåíòîâ, ÷òîáû ðåçóëüòàò èõ óìíîæåíèÿ âíîâü ïðèíàä-
ëåæàë ýòîìó ìíîæåñòâó, òîãäà ìíîæåñòâî áóäåò çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè ìû âîçüìåì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñ íó-
ëåì ïî óìíîæåíèþ, òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ñíîâà íàòóðàëüíîå, íèêàêîãî äðóãîãî ÷èñëà ìû íå ïîëó÷èì. Ýòî áóäåò
àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå. Áèíàðíîé å¼ íàçûâàþò ïîòîìó,
÷òî óìíîæàëèñü äâà ýëåìåíòà. Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ìíîæåñòâî ìîæ-
íî áûëî íàçâàòü ïîëóãðóïïîé, íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü åùå ñâîéñòâî
àññîöèàòèâíîñòè, òàê íàçûâàåìûé ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí óìíîæåíèÿ, òî
åñòü ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî (ab) c = a (bc) äëÿ âñåõ a, b è c èç ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà. Âîò åñëè âûïîëíåíû ýòè äâà òðåáîâàíèÿ: 1)
íåïóñòîå ìíîæåñòâî, 2) íà í¼ì çàäàíà áèíàðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðà-
öèÿ, ìû íàçîâ¼ì å¼ óìíîæåíèåì, íî ìîæåò áûòü ñëîæåíèå, òî åñòü êàêàÿ-
òî îïåðàöèÿ, êîãäà äâóì ýëåìåíòàì ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òðåòèé è
ýòà îïåðàöèÿ çàìêíóòà íà ýòîì ìíîæåñòâå, - ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî çà-
ìêíóòî îòíîñèòåëüíî äàííîé îïåðàöèè. Íî ÷òîáû ýòî ìíîæåñòâî íàçâàòü
ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè, íàäî, ÷òîáû åùå âûïîëíÿëñÿ
ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí, îí íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè. Íàïðè-
ìåð, â âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñëîæåíèå àññîöèàòèâíî, â øêîëå ýòî íà-
çûâàëîñü ñî÷åòàòåëüíûì çàêîíîì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì
äðóãîé ïðèìåð: öåëûå ÷èñëà ïî îïåðàöèè âû÷èòàíèå. Ðàçíîñòü äâóõ öå-
ëûõ ÷èñåë öåëîå ÷èñëî. Êàê áû ìû èç îäíîãî öåëîãî ÷èñëà íå âû÷èòàëè
äðóãîå, âñåãäà áóäåò öåëîå ïîëó÷àòüñÿ. Ýòà îïåðàöèÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ íà
äàííîì ìíîæåñòâå. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âû-
÷èòàíèÿ. Íî, ê ñîæàëåíèþ, äëÿ âû÷èòàíèÿ çàêîí àññîöèàòèâíîñòè íå
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âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê, â ÷àñòíîñòè, (2− 3)− 4 ̸= 2− (3− 4). Ïî-ðàçíîìó
ñêîáêè ðàññòàâèëè, ðåçóëüòàò ïîëó÷èëñÿ ðàçíûì, òî åñòü âû÷èòàíèå íå
îáëàäàåò ñî÷åòàòåëüíûì çàêîíîì èëè ïî-äðóãîìó, ýòà îïåðàöèÿ íå àññî-
öèàòèâíà, çíà÷èò öåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî âû÷èòàíèÿ íåëüçÿ íàçâàòü
ïîëóãðóïïîé.

Ïîëóãðóïïû ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü ìíîæåñòâà, íî èõ ýëåìåíòû íå
îáÿçàòåëüíî ÷èñëà. Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà îïåðàöèÿ óìíîæå-
íèå, äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ê
ëþáûì äâóì ýëåìåíòàì äàííîãî ìíîæåñòâà, ñíîâà áûë ýëåìåíòîì äàí-
íîãî ìíîæåñòâà. À ÷òîáû íàçâàòü ýòî ìíîæåñòâî ïîëóãðóïïîé, åù¼ äîë-
æåí âûïîëíÿòüñÿ çàêîí àññîöèàòèâíîñòè, êîòîðûé îáîáùàåò ñî÷åòàòåëü-
íûé çàêîí àðèôìåòèêè. Ïðè÷åì â ìàòåìàòèêå äëÿ ïîëóãðóïï îáùåïðè-
íÿòà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ òåðìèíîëîãèÿ, â êîòîðîé îïåðàöèÿ íàçûâàåò-
ñÿ óìíîæåíèåì. Õîòÿ â ïðèíöèïå ìîãëè îïåðàöèþ ïëþñèêîì îáîçíà-
÷èòü, ïðèäåðæèâàÿñü àääèòèâíîé òåðìèíîëîãèè, èëè êàêèì-òî êðóæî÷-
êîì îïåðàöèþ íàçâàòü, íî âñåãäà äâóì ýëåìåíòàì, êàê îïåðàíäàì, âçÿ-
òûì â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òðåòèé ýëåìåíò,
ðåçóëüòàò îïåðàöèè.

Ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé ñ íóëåì, åñëè â íåé åñòü òàêîé
ýëåìåíò 0, óìíîæàÿ íà êîòîðûé ñëåâà íàïðàâî, èëè ñïðàâà íàëåâî ëþáîé
äðóãîé ýëåìåíò ïîëóãðóïïû, âñåãäà áóäåò ïîëó÷àòüñÿ 0, ýòîò ýëåìåíò íà-
çûâàåòñÿ íóëåì ïîëóãðóïïû. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè â ïîëóãðóïïå åñòü
íîëü, òî ýòî òàêîé ýëåìåíò, êîòîðûé âåäåò ñåáÿ êàê ïðèâû÷íûé íîëü
ïî óìíîæåíèþ äëÿ ÷èñåë, íàïðèìåð, âçÿâ íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñ íóëåì
ïî óìíîæåíèþ, íîëü óìíîæèâ íà ëþáîå ÷èñëî âñåãäà â ðåçóëüòàòå äàñò
íîëü.

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ ïðèìåðîâ, ÷òîáû ïîëíîñòüþ
îñîçíàòü, ÷òî òàêîå ïîëóãðóïïà. Íàïðèìåð, âîçüìåì ìíîæåñòâî âñåõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïî óìíîæåíèþ îíè áóäóò ïîëóãðóïïîé ñ íóëåì. Öå-
ëûå ÷èñëà ïî ñëîæåíèþ, íàïðèìåð, áóäóò ïîëóãðóïïîé, â êîòîðîé íåò
íóëÿ, òàê êàê îòñóòñòâóåò òàêîå ÷èñëî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëü-
òàòå ïðèáàâëåíèÿ åãî ñàìîãî ê ëþáîìó äðóãîìó öåëîìó ÷èñëó, òî åñòü
íå âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà íóëÿ ∀x ∈ Z:0 ◦ x = x ◦ 0 = 0, åñëè â êà÷å-
ñòâå ïîëóãðóïïîâîé îïåðàöèè ◦ ðàññìàòðèâàòü ñëîæåíèå öåëûõ ÷èñåë.
Áîëåå òî÷íî èçëàãàÿ ÿçûêîì óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, ìíîæåñòâî öåëûõ
÷èñåë ïî ñëîæåíèþ îáëàäàåò ñòðóêòóðîé ãðóïïû, ïîýòîìó òàì íóëåé
íåò. Òàêèì îáðàçîì, íå âñåãäà ïîëóãðóïïà îáëàäàåò íóëåì. Íèæå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïîëóãðóïïû, ó êîòîðûõ åñòü íóëü.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð, óæå íå ñîâñåì ÷èñëîâîé. Áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ìíîæåñòâî

{
0, 1, 2, 3, 4, 5

}
÷èñåë ñ ÷åðòî÷êàìè è óìíîæåíèå
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íà í¼ì áóäåì îïðåäåëèì òàáëèöåé óìíîæåíèÿ íà Ðèñ.1, êîãäà ìíîæå-
ñòâî ñîñòîèò èç íåáîëüøîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, èõ óìíîæåíèå çàïèñûâàþò
êàê òàáëèöó óìíîæåíèÿ â øêîëå â íåêîòîðûõ òåòðàäÿõ ïî ìàòåìàòèêå
íà ïîñëåäíåé ñòðàíè÷êå. Â äàííîì ñëó÷àå çàìåíèì îáû÷íîå óìíîæåíèå
óìíîæåíèåì ïî ìîäóëþ 6, òî åñòü ïîìåíÿåì êàæäîå ïðîèçâåäåíèå íà
îñòàòîê, ïîëó÷àåìûé ïðè åãî äåëåíèè íà 6. Íàïðèìåð, 3 íà 5 óìíîæèëè,
ïîëó÷èëè 15, ðàçäåëèëè íà 6, ïîëó÷èëè îñòàòîê 3, ïîýòîìó 3 óìíîæèòü
íà 5 áóäåò 3.

◦ 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

Ðèñ.1. Òàáëèöà Êýëè äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû Z6 âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ 6.

Åñëè ïî òàáëèöå Êýëè õîòèì óçíàòü ÷åìó áóäåò ðàâíûì 2 íà 4 ïðè
òàêîì óìíîæåíèè, òî èùåì ñòðî÷êó ïîä íîìåðîì 2, ñòîëáåö ïîä íîìå-
ðîì 4, è âèäèì ÷òî íà èõ ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ 2, ñëåäîâàòåëüíî, 2
óìíîæèòü íà 4 áóäåò 2 â òàêîé ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêå.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãóþ ïîëóãðóïïó ñ íóëåì
ïî óìíîæåíèþ, íàïðèìåð, Z4 ñîñòîÿùóþ èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íà
ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë, äàþùèõ îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 4,
òàê íàçûâàåìûõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 4.

Çàìåòèì, ÷òî â îñíîâíîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû åñòü ïîä-
ìíîæåñòâà, êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè, èõ íàçûâàþò ïîäïî-
ëóãðóïïàìè. Íàïðèìåð, â Z6 âîçüìåì ïîäìíîæåñòâî G =

{
1, 5

}
, êàê áû

ìû íå óìíîæàëè1 íà 5, èëè 5 íà 1, èëè 1 íà 1, èëè 5 íà 5, ìû íèêóäà âûé-
äåì èç ýòîãî ìíîæåñòâà, çíà÷èò îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé. Àíàëîãè÷íî
ñ K =

{
2, 4

}
, êàê áû íå óìíîæàëè ýòè äâà ýëåìåíòà ìåæäó ñîáîé, íå

ïåðåìíîæàëè ñàìèõ íà ñåáÿ, ñëåâà íàïðàâî, ñïðàâà íàëåâî, âñåãäà áóäåò
ïîëó÷àòüñÿ 2 èëè 4. Áîëåå òîãî, 3◦3 = 3 è 0◦0 = 0, ïîýòîìó ïîëóãðóïïà-
ìè ÿâëÿþòñÿ îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà P =

{
3
}
è O =

{
0
}
. Ýëåìåíòû,

ñîâïàäàþùèå ñî ñâîèìè êâàäðàòàìè, íàçûâàþòñÿ èäåìïîòåíòàìè. Äëÿ
÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ èçâåñòíûõ ñî øêîëû òàêèìè áûëè 0 è 1. Â òî æå
âðåìÿ, ìíîæåñòâî

{
1, 2

}
, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé, òàê êàê íå çàìêíóòî
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îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, èáî 2 ◦ 2 /∈
{
1, 2

}
. Òàêèì îáðàçîì, íå ëþáîé

ôðàãìåíò ïîëóãðóïïû ìîæåò ñàì áûòü ïîëóãðóïïîé.

Íåêîòîðûå ïîëóãðóïïû ìîæíî ðàçáèòü íà ïîäìíîæåñòâà è ñ÷èòàòü
ýòè ïîäìíîæåñòâà ïîëíîöåííûìè ýëåìåíòàìè íîâîé ïîëóãðóïïû, òàê íà-
çûâàåìûìè êëàññàìè. Íàïðèìåð, â íàøåì ñëó÷àå Z6 = G∪K∪P ∪O ÿâ-
ëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ÷åòûðåõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ.
Ïîëóãðóïïó Z6 ìû ñìîãëè ðàçáèòü íà ïîäìíîæåñòâà è ñ÷èòàòü èõ êàê
åäèíîå öåëîå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìîæíî èíäóöèðîâàòü íà ýòî
ìíîæåñòâî îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ â ñàìîé ïîëóãðóïïå. Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî {G,K, P,O}, ñîñòîÿùåå èç îáîçíà÷åííûõ âûøå ìíîæåñòâ. Îïå-
ðàöèÿ ñ íèìè áóäåò òàêàÿ: áåðåì ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ èç ïåðåìíî-
æàåìûõ ìíîæåñòâ, ïåðåìíîæàåì âûáðàííûå ïðåäñòàâèòåëè ïî ïðàâèëó
óìíîæåíèÿ â ïîëóãðóïïå Z6 è ñìîòðèì â êàêîé êëàññ ïîïàäåì, ýòîò
êëàññ è áóäåò ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ èñõîäíûõ êëàññîâ. Íàïðèìåð, 1
èç G óìíîæèâ íà 2 èç K ïîëó÷èì 2, ñëåäîâàòåëüíî, óìíîæàÿ G íà K
ïîëó÷èòñÿ K. Íî ìîãëî ëè ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïðè âûáîðå äðóãèõ ïðåä-
ñòàâèòåëåé, 5 óìíîæàÿ íà 2, ïîëó÷èëîñü áû ÷òî-òî äðóãîå? Íåò, â ýòîì
ñìûñëå ðàçáèåíèå äîñòàòî÷íî õîðîøåå. Êàêèå áû ïðåäñòàâèòåëè íå âû-
áèðàëèñü èç ðàçíûõ êëàññîâ ïîñëå óìíîæåíèÿ ìû âñåãäà áóäåì ïîïà-
äàòü â îäèí è òîò æå êëàññ, âîçìîæíî â ðàçíûå ýëåìåíòû, íî êëàññ
áóäåò îäèí è òîò æå. Íàïðèìåð, óìíîæàÿ 1 íà 2 ïîëó÷àëè 2, è 5 óìíî-
æàÿ íà 2 ïîëó÷àëè 4, ïðåäñòàâèòåëü èç òîãî æå êëàññà, ÷òî è 2. Òàêèì
îáðàçîì çàäàííàÿ îïåðàöèÿ ñòàáèëüíà, ðåçóëüòàò îïåðàöèè íå çàâèñèò
îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé ïåðåìíîæàåìûõ êëàññîâ. Òàêèì îáðàçîì ìû
ïîëó÷èëè èç øåñòèýëåìåíòíîé ïîëóãðóïïû Z6 íîâóþ ïîëóãðóïïó, ÷åòû-
ðåõýëåìåíòíóþ {G,K, P,O}, ïðè÷åì òàê ðàçáèëè èñõîäíóþ ïîëóãðóïïó,
÷òî â êàæäîé ïàðå êëàññîâ íåò îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, â ïîïàðíûõ ïå-
ðåñå÷åíèÿõ ïóñòîå ìíîæåñòâî, à åñëè èõ âñå îáúåäèíèòü, òî ïîëó÷èòñÿ
Z6. Êðîìå òîãî, åñëè èíäóöèðóåì îïåðàöèþ èç èñõîäíîé ïîëóãðóïïû íà
ýòè êëàññû, òî âñ¼ ñîõðàíèòñÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ïîëó÷èëè
ôàêòîð ïîëóãðóïïó ïî äàííîìó ìíîæåñòâó. Äàëåå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì
ìîæíî îñóùåñòâëÿòü óìíîæåíèå è ðàññìàòðèâàòü åãî ñòåïåíü, ôîðìè-
ðóÿ öèêëè÷åñêèå ïîëóãðóïïû. Ïðè ýòîì, åñëè îñóùåñòâëÿòü óìíîæåíèå
ñàìèõ íà ñåáÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îòëè÷íûõ îò åäèíèöû, âîçâîäÿ â íàòó-
ðàëüíóþ ñòåïåíü, òî íèêîãäà íå áóäåì ïîëó÷àòü îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. À â ïîëóãðóïïå
Z6 ñèòóàöèÿ èíàÿ. Íàïðèìåð, åñëè âîçüìåì 5 èç G =

{
1, 5

}
, òî âîçâî-

äÿ åãî â êâàäðàò ïîëó÷èì 1, äàëüíåéøåå óìíîæåíèå íà 5 íå ïðèâåäåò
ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ ýëåìåíòîâ, âñ¼ çàöèêëèëîñü, êîãäà ïðîèñõîäèò òà-
êîå çàöèêëèâàíèå ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò ïåðèîäè÷åñêèé. Â ïðèâåäåííîì
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ïðèìåðå ýëåìåíò 5 ïåðèîäè÷åñêèé.
Ïðè ïåðâîì çíàêîìñòâå ñ òåîðèåé ïîëóãðóïï êàê ïðàâèëî âîçíèêà-

åò âîïðîñ: ãäå ïðèìåíÿþòñÿ ïîëóãðóïïû? Ïîíÿòèå ýòî íàñòîëüêî îáùåå,
÷òî ïðàêòè÷åñêè âåçäåñóùåå. Êóäà áû âû íè ãëÿíóëè â ìàòåìàòè÷åñêèå
ðàçäåëû, âû ñ ïîëóãðóïïàìè òàê èëè èíà÷å ñòîëêí¼òåñü. Òî åñòü äëÿ
îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, íà ÿçûêå ýòîé àáñòðàêòíîé àëãåá-
ðû, ïîëóãðóïïû ýòî îäíî èç ïðîñòåéøèõ ÿâëåíèé êîòîðîå âåçäå ïðîÿâ-
ëÿåòñÿ. Ïðèâåäåííûé ïðèìåð åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëóãðóïï âû÷åòîâ,
êîòîðûå íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â êðèïòîãðàôèè. Ïîëóãðóïïû åñòü è â äà-
ëåêèõ îò ìàòåìàòèêè îáëàñòÿõ, íàïðèìåð â áèîëîãèè. Íà ñàìîì äåëå
åñòü òåîðèè, êîòîðûå ïîêà íèãäå íå ïðèìåíÿþòñÿ, íî îïûò ïîêàçûâàåò,
÷òî êîãäà-òî çà÷åì-òî ìàòåìàòèêîâ çàèíòåðåñîâàëè ïðîñòûå è ñîñòàâíûå
÷èñëà, ïîçäíåå îáíàðóæèëèñü ÷èñëà Ôåðìà, ÷èñëà Ìåðñåííà, èçó÷àåìûå
â XVII âåêå. À ïîòîì âûÿñíèëîñü, â XXI âåêå, ÷òî áåç ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñåë
íè îäíó áàíêîâñêóþ êàðòî÷êó ìû íå ñìîæåì çàùèòèòü íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü. Òî åñòü èíîãäà áûâàåò òàê, ÷òî àáñòðàêòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáú-
åêòû â íàðîäíîì õîçÿéñòâå ñîâåðøåííî íèêàê íå âñïàøåøü, íå ïîëüåøü
è íå ïîñàäèøü. Íî ïîòîì, ñîòíè ëåò ñïóñòÿ, îíè âäðóã âñòðå÷àþòñÿ ïðàê-
òè÷åñêè âåçäå. Îá îäíîé èç òàêèõ ïåðñïåêòèâíûõ êîíñòðóêöèé - ïîëíûå
ïîëóãðóïïû - ïîéäåò ðå÷ü íèæå.

3 Ïðèìåðû ïîëíûõ ïîëóãðóïï

Áîëåå äåòàëüíî èçó÷èì ïîëíûå ïîëóãðóïïû ñ íóëåì, òî åñòü áóäåì
ðàññìàòðèâàòü íå ïðîñòî ïîëóãðóïïó, à àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó, â êîòî-
ðîé èìååòñÿ âûäåëåííûé íóëü. Ïîëóãðóïïàìè ñ íóëÿìè áóäóò ÿâëÿòüñÿ
òîëüêî òå, â êîòîðûõ åñòü íóëü, îòäåëüíîé âûäåëåííûé ýëåìåíò íóëü. Íå
ïðîñòî ñâîé íóëü, à ïîëóãðóïïû ñ íóëåì êîòîðûå ìû èçó÷àåì, ýòî ïîëó-
ãðóïïû, ðàññìàòðèâàåìûå êàê àëãåáðû ñ îäíîé áèíàðíîé àññîöèàòèâíîé
îïåðàöèåé è îäíîé íóëüàðíîé îïåðàöèåé âûäåëåíèÿ íóëÿ. Ïðè÷åì, íà-
ëè÷èå âûäåëåííîãî íóëÿ íåñêîëüêî óïðîùàåò çàäà÷ó, åñëè ó íàñ ïðîñòî
ïîëóãðóïïà, òî òàì îäíà ñèòóàöèÿ, à åñëè ïîëóãðóïïà ñ íóëåì, òî íåìíî-
ãî äðóãàÿ.

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå êîíãðóýíöèè íà ïîëóãðóïïàõ, íå îáÿçà-
òåëüíî âåðáàëüíûå, òî åñòü ðàññìîòðèì ëèøü îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè âûäåðæèâàþùèå óìíîæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ìîæåì ðàçáèòü èìåþùååñÿ
ìíîæåñòâî íà ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðûì ñïîñîáîì. Íàïðèìåð, åñëè ðàç-
áèòü Z6 =

{
0
}
∪
{
1, 5

}
∪
{
2, 3, 4

}
, òî ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íå

áóäåò êîíêóðåíöèåé, òàê êàê íå âûäåðæèâàåò óìíîæåíèÿ: èç 2 ∼ 3 íå
ñëåäóåò

(
2 ◦ 2

)
∼

(
3 ◦ 2

)
. À íóæíî, ÷òîáû âûäåðæèâàëî, òîãäà áóäåò êàê
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â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ïðè ðàçáèåíèè Z6 =
{
0
}
∪
{
1, 5

}
∪
{
2, 4

}
∪
{
3
}
,

êàê ñ êàæäîé êîíãðóýíöèåé, ÷òî íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè, äëÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè êîòîðîãî îïåðàöèÿ âû-
ïîëíÿåòñÿ êîððåêòíî. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïîëó÷àþòñÿ ôàêòîð ãðóï-
ïû, ýòî íàçûâàåòñÿ ôàêòîð àëãåáðû ïî êîíãðóýíöèè. Êîíãðóýíöèÿ � ýòî
÷àñòíûé ñëó÷àé îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè çàäàåòñÿ îïåðàöèÿ è òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îïåðàöèÿ áûëà ñòàáèëüíàÿ.
Çà ñ÷åò ýòîé ñòàáèëüíîñòè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ êîððåêòíà. Êàêèå
áû äâà ïðåäñòàâèòåëÿ íå âûáðàëè èç ïåðåìíîæàåìûõ êëàññîâ, åñëè ýòè
äâà ïðåäñòàâèòåëÿ ïîñëå óìíîæåíèÿ ïîïàäóò â íåêîòîðûõ êëàññ ýêâè-
âàëåíòíîñòè, òî è ïåðåìíîæàÿ äðóãèå ïðåäñòàâèòåëè èñõîäíûõ êëàññîâ
ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ïîïàäåò òóäà æå. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ôàêòîð
ïîëóãðóïïû ïî äàííîé êîíãðóýíöèè.

Ïðè ðàçáèåíèè ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî îäíè êëàññû áóäóò ÿâ-
ëÿòüñÿ ïîäàëãåáðàìè â äàííîé àëãåáðå, à äðóãèå íåò, òîãäà ïîÿâëÿåò-
ñÿ ïîíÿòèå ðîññûïè, îçíà÷àþùåå ÷òî èç èìåþùèõñÿ êëàññîâ êîíãðóýí-
öèè âûáèðàåì ëèøü òå êëàññû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäàëãåáðàìè àëãåáðû
X. Ïîëó÷àåòñÿ ðîññûïü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîé êîíãðóýíöèè. Êîãäà
ðàññìàòðèâàåì êîíãðóýíöèè íà ïîëóãðóïïàõ ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì
íóëåì, òî òàêèõ êëàññîâ áóäåò íå ìíîãî, ðîâíî îäèí. Ëèøü òàì, ãäå
íàõîäèòñÿ âûäåëåííûé íóëü ñôîðìèðóåòñÿ åäèíñòâåííûé êëàññ, êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé. Äðóãèõ áûòü íå ìîæåò ïîòîìó, ÷òî â ïîëó-
ãðóïïå äîëæåí áûòü âûäåëåííûé ýëåìåíò íóëü. Ïîýòîìó åäèíñòâåííûì
êëàññîì X-âåðáàëüíîé êîíãðóýíöèè íà ïîëóãðóïïå ñ âûäåëåííûì íó-
ëåì ÿâëÿåòñÿ êëàññ ñîäåðæàùèé òîò íîëü. Â îáîçíà÷åíèÿõ èç ïðèìåðà
ñ Z6 = G ∪ K ∪ P ∪ O èìååì ðîññûïü S (Z6) = {O} äëÿ ïîëóãðóïï ñ
ñèãíàòóðíûì íóëåì, ýòî åäèíñòâåííàÿ îäíîýëåìåíòíàÿ ðîññûïü. È èìå-
åì ÷åòûðåõýëåìåíòíóþ ðîññûïü S (Z6) = {G,K, P,O} äëÿ êëàññà ïî-
ëóãðóïï êàê ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî åñòü åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðîñòî ïîëóãðóïïû áåç âûäåëåííîãî ýëåìåíòà, ëèøü ñ îäíîé
áèíàðíîé îïåðàöèåé, òàì äåëî îáñòîèò ÷óòü ñëîæíåå.

Áîëåå ñòðîãî, X-âåðáàëüíàÿ êîíãðóýíöèÿ � ýòî íàèìåíüøàÿ êîíãðó-
ýíöèÿ ôàêòîðàëãåáðû, ôàêòîð-ïîëóãðóïïû ïî êîòîðûì ïðèíàäëåæàò
äàííîìó ìíîãîîáðàçèþ. Íàïðèìåð, ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êîíãðóýíöèè
íà Z6 òàêèå, ÷òîáû ôàêòîðàëãåáðû ïî íèì áûëè ñâÿçêàìè. Ïåðåñå÷åíèÿ
êîíãðóýíöèé ÿâëÿþòñÿ êîíãðóýíöèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøàÿ èç
êîíãðóýíöèé áóäåò ïåðåñå÷åíèåì âñåõ êîíãðóýíöèé, ôàêòîð-ïîëóãðóïïû
ïî êîòîðûì ïðèíàäëåæàò íàøåìó ìíîãîîáðàçèþ. Íàïðèìåð, çàôèêñè-
ðóåì ìíîãîîáðàçèå êîììóòàòèâíûõ ñâÿçîê S = var{xy ≈ yx, x2 ≈ x} è
ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì Z = var{xy ≈ 0}, ÿâëÿ-
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þùèåñÿ àòîìàìè êàê â ìíîãîîáðàçèè ïîëóãðóïï, òàê è â ìíîãîîáðàçèè
ïîëóãðóïï ñ íóëåì. Åñëè çàäàíî òàêîå ìíîãîîáðàçèå S, òî îáîçíà÷åíèå
S (Z6) ýòî êëàññ, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ íóëü, â ìèíèìàëüíîé êîíãðóýí-
öèè ôàêòîðïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû Z6 ïî êîòîðîé áóäåò êîììóòàòèâíîé
ñâÿçêîé. Ýòî è áóäåò íàçûâàòüñÿ X-âåðáàëîì ïîëóãðóïïû Z6. Ðàçîáüåì
ïîëóãðóïïó íà ÷åòûðå ïîäïîëóãðóïïû: Z6 = G∪K∪P ∪O. Òàê êàê êàæ-
äûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé, òî îí ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîì, èáî â
ôàêòîðïîëóãðóïïå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà G2 = G, K2 = K, P 2 = P ,
O2 = O. Â äàííîì ñëó÷àå ðàçáèâ ïîëóãðóïïó òàêèì ñïîñîáîì ïîëó÷è-
ëàñü êîíãðóýíöèÿ, âñå êëàññû ôàêòîðïîëóãðóïïû ïî êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
ïîäïîëóãðóïïàìè ïîëóãðóïïû Z6, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ðîññûïü, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ X-âåðáàëüíîé ðîññûïüþ â òåðìèíîëîãèè Ë.Ì. Ìàðòûíîâà.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â ïîëóãðóïïå ñ âûäåëåííûì íóëåì ïîëó÷èëñÿ ïðîñòî X-
âåðáàë, òàê êàê ýëåìåíò îäèí, ýòî íîëü, ïîòîìó ÷òî îñòàëüíûå õîòü è
ïîëóãðóïïû, íî âûäåëåííîãî íóëÿ òàì íåò, ñëåäîâàòåëüíî, èç ýòèõ êëàñ-
ñîâ ïîëóãðóïïîé ñ íóëåì áóäåò ÿâëÿòüñÿ îäíà òîëüêî O. À ïîëóãðóï-
ïà íàçûâàåòñÿ X-ïîëíîé, åñëè ôàêòîð (X-âåðáàë), òî åñòü îïèñàííàÿ
âûøå ðîññûïü, ñîâïàäàåò ñî âñåé ïîëóãðóïïîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè
X(Z6) =Z6, òî ïîëóãðóïïà Z6 áóäåò X-ïîëíîé. Òî åñòü îíà íå ðàçáèâà-
åòñÿ íà ôðàãìåíòû òàêîé ñ æå ñòðóêòóðîé X, êîòîðóþ èìååò ñàìà, ó íåå
íåò ôàêòîðàëãåáðû, â êîòîðîé áîëüøå, ÷åì îäèí êëàññ è êîòîðàÿ áû ïðè-
íàäëåæàëà èñõîäíîìó ìíîãîîáðàçèþ, òîãäà îíà íàçûâàåòñÿ X-ïîëíûé.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàôèêñèðîâàâ ìíîãîîáðàçèå S àíàëèçèðóåòñÿ
S-ïîëíîòà. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè áû êîììóòàòèâíóþ ñâÿçêó èç ìíîãî-
îáðàçèÿ S ðàçáèëè íà êëàññû òàê, ÷òîáû ýòè êëàññû áóäó÷è ïîëóãðóï-
ïàìè ïðèíàäëåæàëè ìíîãîîáðàçèþ êîììóòàòèâíûõ ñâÿçîê S, ïðè òîì,
÷òî íå ñìîæåì ðàçáèòü èíà÷å êðîìå êàê ñêëåèòü âñå ýëåìåíòû â îäèí
êëàññ, òî îíà íàçûâàëàñü áû S-ïîëíîé ïîòîìó, ÷òî âñÿ ïîëóãðóïïà â ýòîò
åäèíñòâåííûé êëàññ ïîïàäàåò. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî íå òàê, èáî óäàëîñü
ðàçáèòü ïîëóãðóïïó Z6 íà êëàññû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èëè ñâÿçêó ïî
íåêîòîðîé âåðáàëüíîé êîíãðóýíöèè. À èìåííî, ÷åòûðåõýëåìåíòíàÿ ïîëó-
ãðóïïà {G,K, P,O} áóäåò ñâÿçêîé, òî åñòü ïîëóãðóïïîé êîììóòàòèâíûõ
èäåìïîòåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, Z6 íå ÿâëÿåòñÿ S-ïîëíîé. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ìîæíî ðàññóæäàòü î ïîëóãðóïïàõ â ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ìíî-
ãîîáðàçèè. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëíàÿ ïîëóãðóïïà � ýòî òàêàÿ ïîëóãðóïïà â
íåêîòîðîì ìíîãîîáðàçèè, êîòîðóþ íåëüçÿ êàê-ëèáî ðàçáèòü íà ìåíüøèå
ïîäïîëóãðóïïû èç òîãî æå ìíîãîîáðàçèÿ. Íåëüçÿ íàéòè òàêóþ êîíãðó-
ýíöèþ, ÷òîáû ïî íåé ñôîðìèðîâàëîñü áîëåå îäíîãî êëàññà. Î÷åâèäíûé
ïðèìåð ïîëíîé ïîëóãðóïïû äîñòàâëÿåò òðèâèàëüíûé ñëó÷àé Z1. Íèæå
áóäåò ïðèâåäåí ïðèìåð íåòðèâèàëüíîé ïîëíîé ïîëóãðóïïû. Ñðåäè êîì-
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ìóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï òàêèõ ïðèìåðîâ íåò. Â ïðèìåðå ñ Z6 ìû ðàçáèëè
ïîëóãðóïïó íà ñâÿçêó, ìåíüøå ÷åì â {G,K, P,O} ýëåìåíòû ïîëó÷èòü
íåëüçÿ, òàê êàê åñëè ìû áóäåì ðàñ÷ëåíÿòü äâóõýëåìåíòíûå êëàññû íà
îäíîýëåìåíòíûå, òî íå áóäåò ïîëó÷àòüñÿ èäåìïîòåíòíîñòü. Òàêèì îáðà-
çîì, {G,K, P,O} ýòî íàèìåíüøàÿ êîíãðóýíöèÿ, ôàêòîð ïî êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ñâÿçêîé. Ïðè ýòîì, Z-âåðáàë ñîñòîèò îò îäíîãî
ëèøü íóëÿ. Èòàê, ïîëóãðóïïà Z6 íå ÿâëÿåòñÿ S-ïîëíîé, òàê êàê ïîëó-
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ïî êàæäîìó àòîìó îíà áóäåò ïîëíîé, â
ñëó÷àå ñ Z6 ýòà ïîëóãðóïïà ïîëíîé íå ÿâëÿåòñÿ. ×òîáû îíà áûëà ïîëíîé,
îíà äîëæíà ïî èìåþùèìñÿ äâóì àòîìàì ìíîãîîáðàçèÿ, èç êîòîðîãî ýòà
ïîëóãðóïïà, è ïî ïåðâîìó, è ïî âòîðîìó áûòü ïîëíîé. Â ðåøåòêå ìíî-
ãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñ íóëåì â äàííîì ñëó÷àå âñåãî òîëüêî äâà àòîìà:
S (ìíîãîîáðàçèå âñåõ êîììóòàòèâíûõ èäåìïîòåíòíûõ ïîëóãðóïï ñ íó-
ëåì) è Z (ïîëóãðóïïû ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì). Åñëè æå áðàòü àòîìû â
ðåøåòêå âñåõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï, â ïîëóãðóïïîâîé ñèãíàòóðå, òî
äîáàâëÿþòñÿ ñâÿçêè ëåâûõ íóëåé L = var{xy ≈ x}, ñâÿçêè ïðàâûõ íóëåé
R = var{xy ≈ y} è àáåëåâû ãðóïïû Ap = var{xp ≈ 1} ïðîñòîé ýêñïî-
íåíòû p, òîãäà ÷óòü ñëîæíåå ïîëó÷àåòñÿ òåîðèÿ, ñíà÷àëà ðàçáåðåìñÿ ñî
ñëó÷àåì ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì. Ïîëóãðóïïà Z6 íå ÿâëÿåòñÿ S-ïîëíîé,
âûÿñíèì, áóäåò ëè îíà Z-ïîëíîé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçáèòü ïîëó-
ãðóïïó Z6 òàê, ÷òîáû ôàêòîðïîëóãðóïïà áûëà ïîëóãðóïïîé ñ íóëåâûì
óìíîæåíèåì, íî òàì ãäå åñòü åäèíèöà î÷åâèäíî âñ¼ áóäåò ñêëåèâàòüñÿ.
À èìåííî, åñëè íàì íóæíî ÷òîáû äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ â âèäå êëàññîâ
x óìíîæåííûõ íà y ðåçóëüòàò áûë ðàâíûì íóëþ, òî 1 óìíîæàÿ íà 1
äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ 0, íî 1 íà 1 ýòî 1, ïî îïðåäåëåíèþ åäèíèöû, ñëå-
äîâàòåëüíî, 1 ñêëåèëàñü ñ 0 ïîïàâ â îäèí êëàññ. Íî åñëè 1 ñêëåèëàñü ñ
0, òîãäà è 5 óìíîæàÿ íà 1 ÷òîáû âûïîëíÿëàñü ñòàáèëüíîñòü ñîâïàä¼ò ñ
5 óìíîæåííûì íà 0. Òàêèì îáðàçîì, â êëàññ ñ íóëåì ïîïàäóò âñå ýëå-
ìåíòû ïîëóãðóïïû ñ åäèíèöåé. È ýòî áóäåò íàèìåíüøàÿ êîíãðóýíöèÿ,
ôàêòîð ïî êîòîðîé ôîðìèðóåò ïîëóãðóïïó ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì, â
äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ âñÿ ïîëóãðóïïà Z6 â îäíîì êëàññå, ïîòîìó
÷òî ìåëü÷å å¼ ðàçáèòü íå ñìîæåì, êóäà åäèíèöà ïîïàëà òóäà ïîïàëî âñå.
Ê òîìó æå âûâîäó ìîæíî ïðèéòè è äðóãèì ïóò¼ì. Ôîðìàëüíî õîðîøî
èçâåñòíûé ôàêò ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëóãðóïïû S å¼ Z-
âåðáàë Z(S) ðàâåí S •S, òî åñòü âñåãäà â ïîëóãðóïïå S ýòîò Z-âåðáàë ïî
ïîëóãðóïïàì ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì íàõîäèòñÿ êàê ðåçóëüòàò óìíîæå-
íèÿ S íà S. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî S íà S ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, òàê
êàê âûäåðæèâàåò óìíîæåíèå íà ëþáîé ýëåìåíò èç S. Åñëè ïðîôàêòîðè-
çóåì ïîëóãðóïïó S ïî ýòîìó èäåàëó, òî íóëåì áóäåò ñ÷èòàòüñÿ âñ¼. Òîãäà
ïîëó÷àåòñÿ ïîëóãðóïïà ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì, èáî S • S ÿâëÿþùèéñÿ

9



èäåàëîì áóäåò íóëåì â ôàêòîðïîëóãðóïïå è ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ
ýëåìåíòîâ èç S ïîïàäàåò â S, òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò ýòîé ïîëóãðóïïû
ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ. Ïîëó÷èëîñü, ÷òî Z6 êàê
ïîëóãðóïïà ñ âûäåëåííûì íóëåì ÿâëÿåòñÿ Z-ïîëíîé. Â îáùåì ñëó÷àå Ë.
Ì. Ìàðòûíîâ íàçûâàë ïîëóãðóïïó ïîëíîé, ïîëíàÿ èëè àòîìíà ïîëíàÿ,
êîãäà îíà ïîëíàÿ ïî êàæäîìó àòîìó. ×òîáû âîò Z6 áûëà ïîëíàÿ, íóæíî,
÷òîáû îíà åùå è ïî S áûëà ïîëíàÿ, íî âûøå ïîêàçàíî, ÷òî îíà íå ÿâëÿåò-
ñÿ S-ïîëíîé. Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì âìåñòî íóëÿ ìîæíî áðàòü åäèíèöó
âûäåëåííûì ýëåìåíòîì, â ãðóïïàõ êàê ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëóãðóïï âñ¼
òàêæå.

Ïðèâåä¼ì òåïåðü ïðèìåðû ïîëíûõ ïîëóãðóïï. Èçâåñòíûå ïÿòèýëå-
ìåíòíûå ïîëóãðóïïû Áðàíäòà, äëÿ êîòîðûõ ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå
âî âñåõ ïîëóãðóïïîâûõ ñòàòüÿõ A2 è B2, ìîãóò áûòü çàäàíû ñâîèìè
êîïðåäñòàâëåíèÿìè A2 = ⟨a, b | aba = a, bab = b, a2 = a, b2 = 0⟩ è B2 =
= ⟨a, b | aba = a, bab = b, a2 = 0, b2 = 0⟩ ñîîòâåòñòâåííî. Íà Ðèñ.2 äëÿ íà-
ãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëåíû ãðàôû Êýëè ýòèõ ïîëóãðóïï.

Ðèñ.2. Ãðàôû Êýëè ïîëóãðóïï A2 (ñëåâà) è B2 (ñïðàâà).

Ïîêàæåì, ÷òî A2 ïîëíàÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî îíà
ïîëíàÿ ïî âñåì àòîìàì, òî åñòü ïîëíàÿ ïî S è ïîëíàÿ ïî Z. Ïîëóãðóïïà
A2 ïîëíàÿ ïî S, òàê êàê å¼ íåëüçÿ ðàçáèòü íà êîììóòàòèâíóþ ñâÿçêó,
íåëüçÿ ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôàêòîðïîëóãðóïïó, òî åñòü íåëü-
çÿ ðàçáèòü òàê, íà ìíîæåñòâî êëàññîâ, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ïàðû êëàñ-
ñîâ x è y áûëî xy = yx è x2 = x. Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâåäåíèå a íà b
êîììóòàòèâíî, ñëåäîâàòåëüíî, ab äîëæíî ñêëåèòüñÿ ñ ba. Òåïåðü óìíî-
æèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ab = ba íà b ñëåâà ïîëó÷èòñÿ bab = bba, íî
bba = 0 è bab = b. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî b ñêëåèëîñü ñ 0. Çíàÿ ýòî ïîëó÷èì
a = aba = 0, îáðàçóþùèå a è b ñêëåèëèñü ñ íóëåì, ñëåäîâàòåëüíî âñÿ
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ïîëóãðóïïà A2 ñêëåèëàñü â îäèí íóëåâîé êëàññ, òî åñòü â êîììóòàòèâ-
íóþ ñâÿçêó å¼ íèêàê íå ðàçëîæèòü, è A2 ïîëíàÿ ïî S. Äîêàæåì òåïåðü
ïîëíîòó ïî Z. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì Z-âåðáàë ïî ïîëóãðóïïàì ñ íóëåâûì
óìíîæåíèåì, èì ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò ðàññìàòðèâàåìîé ïîëóãðóïïû A2. Íî
âèäèì, ÷òî ëþáîé îáðàçóþùèé ýëåìåíò ïîëóãðóïïû A2, ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû A2. Ñëåäîâàòåëüíî,
÷òî A2 •A2 = A2 = Z(A2). Òàêèì îáðàçîì, A2 îêàçàëàñü Z-ïîëíîé. Ïðè-
õîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî A2 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïîëíîé ïîëóãðóïïû
â êëàññå ïîëóãðóïï ñ íóëåì. Íî íà ñàìîì äåëå îíà ïîëíàÿ è âî âñåõ
ïîëóãðóïïàõ. Èçâåñòåí îáùèé ðåçóëüòàò Ò.Þ. Ôèíê [2], êîòîðûé ìîæíî
óòî÷íÿòü â äàëüíåéøåì:

Ïðåäëîæåíèå [2, Ñëåäñòâèå 2]. Êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà S ñ íóëåì
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî ïîëíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ
èäåàëüíûì ðàñøèðåíèåì íèëüïîëóãðóïïû N ñ ïîìîùüþ ëèáî ïîëóãðóï-
ïû A2, ëèáî ïîëóãðóïïû B2 è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç N ìíîæåñòâî
S\Jx, ãäå Jx ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ ãëàâíîãî èäåàëà S1xS1, íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé.

Êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà ñ íóëåì íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíî ïîëíîé, åñ-
ëè ñðåäè ïîäïîëóãðóïï ýòîé ïîëóãðóïïû íåò ïîëíûõ ïîëóãðóïï. Âíóò-
ðè òàêîé ïîëóãðóïïû ëþáàÿ ïîäïîëóãðóïïà íå áóäåò ïîëíîé. Ñàìà îíà
ïîëíàÿ, à âíóòðè íåò, òîãäà ýòî ìèíèìàëüíî ïîëíàÿ. Òàê, íàïðèìåð, A2

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî ïîëíîé.

4 Çàêëþ÷åíèå

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Î.Â. Êíÿçåâà, óòî÷íÿþùàÿ ïðåäëîæåíèå Ò.Þ
Ôèíê, ãëàñèò:

Òåîðåìà 1 (Î.Â. Êíÿçåâ). Êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà S ñ íóëåì ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíî ïîëíîé â êëàññå ïîëóãðóïï ñ íóëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíà ëèáî ñîâïàäàåò ñ ïîëóãðóïïîé Ak, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðô-

íûì îáðàçîì ïîëóãðóïïû Bn.k, ÿâëÿþùèìñÿ èäåàëüíûì ðàñøèðåíèåì êî-

íå÷íîé íèëüïîëóãðóïïû ñ ïîìîùüþ ïîëóãðóïïû B2.

Ïîëóãðóïïà Ak=
〈
a, b

∣∣ aba = a, bab = b, a2 = a, bk = 0
〉
, ãäå k ≥ 2, áó-

äó÷è îáîáùåíèåì ïîëóãðóïïû A2, èçîìîðôíà A2 ïðè k = 2. À óïî-
ìÿíóòàÿ ïîëóãðóïïà Bn,k=

〈
a, b

∣∣aba=a, bab=b, an=bk= 0
〉
, îïðåäåëÿåòñÿ

äëÿ n, k ≥ 2. Ëþáîé ãîìîìîðôíûé îáðàç ïîëóãðóïïû Bn,k ïðè ýòîì òî-
æå áóäåò ïîëíîé ïîëóãðóïïîé. Òàê êàê áûëî äîêàçàíî Î.Â. Êíÿçåâûì,
÷òî ãîìîìîðôíûé îáðàç ïîëíîé ïîëóãðóïïû ñíîâà ïîëíûé. Â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï ãîìîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì íàñëåäóåòñÿ
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íå òîëüêî ïîëíîòà, íî è ìèíèìàëüíàÿ ïîëíîòà, à ïðè n=k= 2 èç Bn,k

ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íàÿ ïÿòèýëåìåíòíàÿ ïîëóãðóïïà Áðàíäòà B2. Ñëó÷àé
êîãäà n è k ðàçíûå, îñòàåòñÿ îòêðûòûì, òàê êàê íå íàéäåíî óñëîâèÿ
êîíå÷íîñòè, â âèäå îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû n, k è äîáàâëÿåìûå îïðå-
äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, âìåñòî ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ îáùåå îãðàíè÷åíèå â
òîì, ÷òî ïîëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì Bn,k, ÿâëÿþùèì-
ñÿ èäåàëüíûì ðàñøèðåíèåì êîíå÷íîé íèëüïîëóãðóïïû ñ ïîìîùüþ B2.
ßñíî, ÷òî òàêàÿ ïîëóãðóïïà êîíå÷íà íå âñåãäà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áåñêîíå÷-
íîé ïîëóãðóïïû äîñòàòî÷íî âûáðàòü n ≥ 3 è k ≥ 3, ÷òîáû â ïîëóãðóïïå
Bn,k ñôîðìèðîâàëèñü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñëîâà âèäà (a2b2)

n
äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n. Îñòà¼òñÿ ïîíÿòü, êàê îïðåäåëèòü ãîìîìîðôíûé îáðàç
ïîëóãðóïïû Bn,k, ïðåäñòàâëåííîé â ÿâíîì âèäå, òàêèì ñïîñîáîì, ÷òîáû
îí áûë èäåàëüíûì ðàñøèðåíèåì êîíå÷íîé íèëüïîëóãðóïïû ñ ïîìîùüþ
ïîëóãðóïïû B2.
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