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Àðòèíîâîñòü è í¼òåðîâîñòü â ïîëèãîíàõ íàä ïîëóãðóïïàìè è èõ

îáîáùåíèÿ

Ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé S � ýòî ìíîæåñòâî X âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì X×S → X, (x, s) 7→ xs, óäîâëåòâîðÿ-
þùèì óñëîâèþ x(st) = (xs)t ïðè x ∈ X, s, t ∈ S (ñì. [1, 2]). Ïîëèãîí X íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè ïîëóãðóïïà
S èìååò åäèíèöó e è xe = x äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïîëèãîí X íàçîâ¼ì êâàçèóíèòàðíûì, åñëè XS = X. Â ñëó÷àå
ïîëóãðóïïû ñ åäèíèöåé ýòè ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò.

Ðèñîâñêàÿ ìàòðè÷íàÿ ïîëóãðóïïà S = M0(G, I,Λ, P ), ãäå G � ãðóïïà, I è Λ � ìíîæåñòâà, P = ‖pλi‖ �
Λ× I-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè pλi ∈ G∪ {0}, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà (g)iλ, à òàêæå ýëåìåíòà
0, ãäå g ∈ G, i ∈ I, λ ∈ Λ, ñ óìíîæåíèåì (g)iλ · (h)jµ = (gpλjh)iµ ïðè pλi 6= 0 è 0 ïðè pλi = 0 (ñì. [3, ãëàâà
3]). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðèñîâñêàÿ ìàòðè÷íàÿ ïîëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè êàæäàÿ ñòðîêà è êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû P èìåþò íåíóëåâûå ýëåìåíòû. ×åðåç M(G, I,Λ, P ) ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ðèñîâñêóþ ìàòðè÷íóþ ïîëóãðóïïó áåç íóëÿ.

Óñëîâèåì êîíå÷íîñòè íàçûâàåòñÿ ëþáîå óñëîâèå, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ àëãåáðàõ çàäàííîé ñèãíàòóðû.
Õîðîøî èçâåñòíû òàêèå óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè, êàê ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü, êîíå÷íàÿ ïîðîæä¼ííîñòü, ôèíèòíàÿ
àïïðîêñèìèðóåìîñòü. Âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ àëãåáðû ðàññìàòðèâàëèñü àðòèíîâîñòü � óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè è
í¼òåðîâîñòü � óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè. Èõ ìîæíî îïðåäåëÿòü äâóìÿ ïðèíööèïèàëüíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
À èìåííî, àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ

àðòèíîâîé â ñìûñëå êîíãðóýíöèé, åñëè ëþáàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρ1 ⊃ ρ2 ⊃ . . . å¼ êîíãðóýíöèé
îáðûâàåòñÿ;

àðòèíîâîé â ñìûñëå ïîäàëãåáð, åñëè ëþáàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A1 ⊃ A2 ⊃ . . . å¼ ïîäàëãåáð
îáðûâàåòñÿ;

í¼òåðîâîé â ñìûñëå êîíãðóýíöèé, åñëè ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρ1 ⊂ ρ2 ⊂ . . . å¼ êîíãðóýíöèé
îáðûâàåòñÿ;

í¼òåðîâîé â ñìûñëå ïîäàëãåáð, åñëè ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A1 ⊂ A2 ⊂ . . . å¼ ïîäàëãåáð
îáðûâàåòñÿ.

Ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèÿ áîëåå ñëàáûõ óñëîâèé êîíå÷íîñòè. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ
õîïôîâîé, åñëè ëþáîé ñþðúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì A→ A ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì;
êîõîïôîâîé, åñëè ëþáîé èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì A→ A ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì;
ñòðîãî õîïôîâîé, åñëè äëÿ ëþáîãî α ∈ EndA ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kerα ⊂ kerα2 ⊂ kerα3 ⊂ . . . îáðûâàåòñÿ;
ñòðîãî êîõîïôîâîé, åñëè äëÿ ëþáîãî α ∈ EndA ïîñëåäîâàòåëüíîñòü imα ⊃ imα2 ⊃ imα3 ⊃ . . . îáðûâàåòñÿ.
Õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Êàíòîðà � Øð¼äåðà � Áåðíøòåéíà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B,

åñëè ñóùåñòâóþò èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ A → B è B → A, òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå A → B. Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, áóäåò ëè ýòî óòâåðæäåíèå âåðíûì äëÿ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð, åñëè âìåñòî
ïðîèçâîëüíûõ îòîáðàæåíèé ðàññìàòðèâàòü ãîìîìîðôèçìû, ò.å. âåðíî ëè, ÷òî åñëè àëãåáðû A è B èçîìîðôíî
âêëàäûâàþòñÿ äðóã â äðóãà, òî îíè èçîìîðôíû? Â îáùåì ñëó÷àå îòâåò îòðèöàòåëüíûé: ñêàæåì, ñâîáîäíûå ãðóï-
ïû ðàíãîâ 2 è 3 èçîìîðôíî âêëàäûâàþòñÿ äðóã â äðóãà, íî íå èçîìîðôíû. Îäíàêî, ñóùåñòâóþò êëàññû àëãåáð,
äëÿ êîòîðûõ îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé: íàïðèìåð, êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå àáåëåâû ãðóïïû
è ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä òåëîì.

Íàçîâ¼ì àëãåáðó A êàíòîðîâîé, åñëè äëÿ ëþáîé àëãåáðû B òîé æå ñèãíàòóðû íàëè÷èå èçîìîðôíûõ âëîæåíèé
A→ B è B → A âëå÷¼ò èçîìîðôèçì àëãåáð A è B.

Äâîéñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ êîêàíòîðîâû àëãåáðû, ò.å. òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé àëãåáðû B òîé æå
ñèãíàòóðû íàëè÷èå ñþðúåêòèâíûõ ãîìîìîðôèçìîâ A→ B è B → A âëå÷¼ò èçîìîðôèçì àëãåáð A è B.

Èç îïðåäåëåíèé ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè óñëîâèÿìè:
Í¼òåðîâîñòü (êîíãð.) ⇒ ñòðîã. õîïô. ⇒ õîïôîâîñòü ⇒ êîêàíòîðîâîñòü
Àðòèíîâîñòü (ïîäàëã.) ⇒ ñòðîã. êîõîïô. ⇒ êîõîïôîâîñòü ⇒ êàíòîðîâîñòü
Àðòèíîâû è í¼òåðîâû ïîëèãîíû íàä ðèñîâñêîé ìàòðè÷íîé ïîëóãðóïïîé M(G, I,Λ, P ) è ïîëèãîíû ñ íóë¼ì

íàä ðåãóëÿðíîé ðèñîâñêîé ìàòðè÷íîé ïîëóãðóïïîé ñ íóë¼ì M0(G, I,Λ, P ) áûëè îõàðàêòåðèçîâàíû â [4]. Â [5]
áûëî äîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé êîììóòàòèâãíûé ïîëèãîí (â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íî ïîðîëæä¼ííûé ïîëè-
ãîí íàä êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïîé) ÿâëÿåòñÿ õîïôîâûì. Õàðàêòåðèçàöèÿ õîïôîâûõ è êîõîïôîâûõ óíèòàðíûõ
ïîëèãîíîâ íàä ãðóïïîé áûëà ïîëó÷åíà â [6], ñòðîãî õîïôîâûõ â [7]. Â [8] áûëî äîêàçàíî, ÷òî óíèòàðíûé ïîëèãîí
íàä ãðóïïîé êàíòîðîâ. Âïîñëåäñòâèè ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáù¼í, à èìåííî, áûëî äîêàçàíî [9], ÷òî êâàçèóíè-
òàðíûå ïîëèãîíû íàä ðåãóëÿðíûìè ðèñîâñêèìè ìàòðè÷íûìè ïîëóãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ êàíòîðîâûìè. Êàíòîðîâû
è êîêàíòîðîâû ïîëèãîíû íàä òðèâèàëüíîé ïîëóãðóïïîé (ò.å. ïîëóãðóïïîé èç îäíîãî ýëåìåíòà) áûëè îïèñàíû â
[10].
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