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Ïðîáëåìà Áèðêãîôà-Ìàëüöåâà

Ïðîâîäèìûå èññëåäîâàíèÿ ñâÿçàíû ñ ôóíäàìåíòàëüíîé
ïðîáëåìîé Áèðêãîôà-Ìàëüöåâà.

Ïîñòàâëåíà â 1945 ãîäó Ã. Áèðêãîôîì, è, íåçàâèñèìî, â 1966
ãîäó À.È. Ìàëüöåâûì. Àêòóàëüíà â íàøè äíè.

ÊÀÊÈÅ ÐÅØÅÒÊÈ ÈÇÎÌÎÐÔÍÛ ÐÅØÅÒÊÀÌ
ÊÂÀÇÈÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ?

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðîáëåìà áûëà ïîñòàâëåíà äàâíî è
èçó÷åíèå ðåøåòîê êâàçèìíîãîîáðàçèé èíòåíñèâíî
ïðîèçâîäèëîñü â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé â ðÿäå ñòðàí
(Êûðãûçñòàí, Ïîëüøà, Ðîññèÿ, ÑØÀ), ýôôåêòèâíûõ ïîäõîäîâ
ê åå ðåøåíèþ äî ñèõ ïîð ðàçðàáîòàíî íå áûëî.
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Ïðîáëåìà Áèðêãîôà-Ìàëüöåâà

Áîëåå òîãî, ïîëó÷åííûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðåçóëüòàòû
äåìîíñòðèðóþò èñêëþ÷èòåëüíóþ ñòðóêòóðíóþ è
àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü ðåøåòîê
êâàçèìíîãîîáðàçèé. Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû Áèðêãîôà-Ìàëüöåâà â ñàìîé îáùåé åå ïîñòàíîâêå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé.

Èçó÷åíèå ïðîáëåìû Áèðêãîôà-Ìàëüöåâà â êîíêðåòíûõ êëàññàõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ñèñòåì) ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé
èíòåðåñ è çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ.
Ïðîäâèæåíèå â âîïðîñå èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ òàêèõ ðåøåòîê
ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûì.
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Êëàññû

Âñå êëàññû ìû ñ÷èòàåì àáñòðàêòíûìè, òî åñòü çàìêíóòûìè
îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìîâ.
Ïóñòü K(σ) � êëàññ âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ñèñòåì)
ñèãíàòóðû σ.
Ñëåäóÿ [1], äëÿ êëàññà K ⊆ K(σ) ÷åðåç Q(K) îáîçíà÷èì
íàèìåíüøåå êâàçèìíîãîîáðàçèå, ñîäåðæàùåå êëàññ K.

Q(K) = SPPu(K),

ãäå S, P è Pu � îïåðàòîðû âçÿòèÿ ïîäñòðóêòóð (ïîäñèòåì),
ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé è óëüòðàïðîèçâåäåíèé
ñîîòâåòñòâåííî.
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Îïðåäåëåíèå ðåøåòêè K-êâàçèìíîãîîáðàçèé

Ïóñòü K′ ⊆ K ⊆ K(σ) � ïîäêëàññû êëàññà K(σ).

Îïðåäåëåíèå

K′ íàçûâàåòñÿ K-êâàçèìíîãîîáðàçèåì, åñëè K′ = Q(K′) ∩K,
ãäå Q(K′) � íàèìåíüøåå êâàçèìíîãîîáðàçèå, ñîäåðæàùåå
êëàññ K′ ⊆ K(σ).

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî âñåõ K-êâàçèìíîãîîáðàçèé, óïîðÿäî÷åííîå ïî
âêëþ÷åíèþ, îáðàçóåò ïîëíóþ ðåøåòêó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ðåøåòêîé K-êâàçèìíîãîîáðàçèé èëè ðåøåòêîé
êâàçèìíîãîîáðàçèé äëÿ êëàññà K (èëè ïðîñòî ðåøåòêîé
îòíîñèòåëüíûõ êâàçèìíîãîîáðàçèé) è îáîçíà÷àåòñÿ Lq(K).
Åñëè K � êâàçèìíîãîîáðàçèå, òî ðåøåòêà Lq(K) íàçûâàåòñÿ
ðåøåòêîé êâàçèìíîãîîáðàçèé.
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Ìåðû ñëîæíîñòè ñòðîåíèÿ ðåøåòîê êâàçèìíîãîîáðàçèé

1 Q-óíèâåðñàëüíîñòü.

2 Câîéñòâî (N).

3 Íàëè÷èå â ðåøåòêàõ êâàçèìíîãîîáðàçèé êîíòèíóóìà
ýëåìåíòîâ, íå èìåþùèõ ïîêðûòèé.
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Q-óíèâåðñàëüíîñòü

Îïðåäåëåíèå (Ì.Â. Ñàïèð)

Êâàçèìíîãîîáðàçèå K íàçûâàåòñÿ Q-óíèâåðñàëüíûì, åñëè
äëÿ ëþáîãî êâàçèìíîãîîáðàçèÿ K′ êîíå÷íîé ñèãíàòóðû ðåøåòêà
Lq(K′) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì íåêîòîðîé ïîäðåøåòêè
ðåøåòêè Lq(K). Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåòêà êâàçèìíîãîîáðàçèé
Lq(K) òàêæå íàçûâàåòñÿ Q-óíèâåðñàëüíîé.

Ôàêò (Ì. Àäàìñ, Â. Äçåáÿê). Q-óíèâåðñàëüíûå ðåøåòêè
êâàçèìíîãîîáðàçèé íå óäîâëåòâîðÿþò íèêàêîìó
íåòðèâèàëüíîìó ðåøåòî÷íîìó òîæäåñòâó.

Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó èçâåñòíî öåëîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ
Q-óíèâåðñàëüíûõ êëàññîâ è ÷èñëî òàêèõ ïðèìåðîâ ïîñòîÿííî
ðàñòåò. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [4] À.Ì. Íóðàêóíîâ äîêàçàë
Q-óíèâåðñàëüíîñòü êâàçèìíîãîîáðàçèÿ òî÷å÷íûõ àáåëåâûõ
ãðóïï (àáåëåâûõ ãðóïï ñ îäíîé êîíñòàíòîé).
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Câîéñòâî (N)

Ïåðâûå ïðèìåðû êëàññîâ ñî ñâîéñòâîì (N) áûëè ïîñòðîåíû
À.Ì. Íóðàêóíîâûì [5].

Òåîðåìà (À.Ì. Íóðàêóíîâ)

Ïóñòü ñèãíàòóðà σ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ïî êðàéíåé ìåðå
óíàðíóþ îïåðàöèþ. Òîãäà ñóùåñòâóåò êâàçèìíîãîîáðàçèå
K ⊆ K(σ), êîòîðîå èìååò ñâîéñòâî (N).

Â ðàáîòå [4] À.Ì. Íóðàêóíîâ äîêàçàë àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò
äëÿ êâàçèìíîãîîáðàçèÿ òî÷å÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï (àáåëåâûõ
ãðóïï ñ îäíîé êîíñòàíòîé).
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Ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâîì (N) è Q-óíèâåðñàëüíîñòüþ

Òåîðåìà (Ì.Â. Øâèäåôñêè, À. Çàìîéñêà-Äæåíèî)

Êëàññ K âñåõ ñèñòåì ñèãíàòóðû σ ÿâëÿåòñÿ Q-óíèâåðñàëüíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò ïîäêëàññ, îáëàäàþùèé
ñâîéñòâîì (N).

Ïðîáëåìà (Ì.Â. Øâèäåôñêè, À. Çàìîéñêà-Äæåíèî)
1 Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé Q-óíèâåðñàëüíûé êëàññ ñèñòåì K

ôèêñèðîâàííîé ñèãíàòóðû ñîäåðæèò ïîäêëàññ,
îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì (N)?

2 Ñóùåñòâóåò ëè êëàññ K, íå ÿâëÿþùèéñÿ Q-óíèâåðñàëüíûì,
íî îáëàäàþùèé ñâîéñâîì (N)?
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Ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâîì (N) è Q-óíèâåðñàëüíîñòüþ

Ì.Â. Øâèäåôñêè áûë äàí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ïåðâûé
âîïðîñ ïî÷òè äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
Q-óíèâåðñàëüíûõ êâàçèìíîãîîáðàçèé [7].

Ñ.Ì. Ëóöàê óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèãíàòóð
ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì êëàññîâ K, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì (N),
íî íå ÿâëÿþùèõñÿ Q-óíèâåðñàëüíûìè [8].
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Ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâîì (N) è Q-óíèâåðñàëüíîñòüþ

� Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ Q-óíèâåðñàëüíîñòè
êâàçèìíîãîîáðàçèé áûëè íàéäåíû â ðàáîòå Ì. Àäàìñà è
Â. Äçåáÿêà [9].

� Ýòè óñëîâèÿ ïîëó÷èëè íåêîòîðîå îáîáùåíèå â ðàáîòå
Ì.Â. Øâèäåôñêè (AD-êëàññ) [7], ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî
èõ âûïîëíåíèå âëå÷åò íàëè÷èå â òàêîì êâàçèìíîãîîáðàçèè
K êîíòèíóóìà ïîäêëàññîâ K′ ⊆ K ñî ñâîéñòâîì (N).

Òåîðåìà (Ì.Â. Øâèäåôñêè)

Ïóñòü êâàçèìíîãîîáðàçèå K êîíå÷íîé ñèãíàòðóðû ñîäåðæèò
AD-êëàññ, òîãäà K � Q-óíèâåðñàëüíî è ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì
ïîäêëàññîâ K′ ⊆ K, èìåþùèõ ñâîéñòâî (N).
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Ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâîì (N) è Q-óíèâåðñàëüíîñòüþ

Òåîðåìà (Ñ.Ì. Ëóöàê)

Ïóñòü êëàññ K àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð êîíå÷íîé ñèãíàòóðû
ñîäåðæèò AD-êëàññ. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ïîäêëàññîâ
K′ ⊆ K, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì (N), è íå ÿâëÿþùèõñÿ
Q-óíèâåðñàëüíûìè.

Òåîðåìà èìååò øèðîêèé ñïåêòð ïðèìåíèìîñòè. Îíà ìîæåò
áûòü ïðèìåíèìà ïî÷òè êî âñåì èçâåñòíûì ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè Q-óíèâåðñàëüíûì êâàçèìíîãîîáðàçèÿì, ïîñêîëüêó â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîòàõ äîêàçàíî, ÷òî îíè ñîäåðæàò
AD-êëàññ.
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â
êâàçèìíîãîîáðàçèè K êîíòèíóóìà ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé,

íå èìåþùèõ ïîêðûòèé â ðåøåòêå Lq(K)

Â ðàáîòå À.Â. Êðàâ÷åíêî, À.Ì. Íóðàêóíîâà, Ì.Â. Øâèäåôñêè
2019 ãîäà [10] áûëè íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (íàëè÷èå
B-êëàññà) äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â êâàçèìíîãîîáðàçèè K
êîíòèíóóìà ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé, íå èìåþùèõ ïîêðûòèé â
ðåøåòêå Lq(K).

Òåîðåìà (À.Â. Êðàâ÷åíêî, À.Ì. Íóðàêóíîâ, Ì.Â. Øâèäåôñêè)

Ïóñòü êâàçèìíîãîîáðàçèå K êîíå÷íîé ñèãíàòóðû ñîäåðæèò
B-êëàññ, òîãäà ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé
K′ ⊆ K, êîòîðûå íå èìåþò ïîêðûòèé â ðåøåòêå Lq(K).
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â
êâàçèìíîãîîáðàçèè K êîíòèíóóìà ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé,

íå èìåþùèõ ïîêðûòèé â ðåøåòêå Lq(K)

Ýòè óñëîâèÿ îêàçàëèñü ñèëüíåå óñëîâèé èç [9]: äîêàçàíî, ÷òî
ëþáîé B-êëàññ îòíîñèòåëüíî K ÿâëÿåòñÿ AD-êëàññîì, èç ÷åãî
ñëåäóåò Q-óíèâåðñàëüíîñòü êâàçèìíîãîîáðàçèÿ K.

Òåîðåìà (À.Â. Êðàâ÷åíêî, À.Ì. Íóðàêóíîâ, Ì.Â. Øâèäåôñêè)

Ïóñòü êâàçèìíîãîîáðàçèå K êîíå÷íîé ñèãíàòóðû ñîäåðæèò
B-êëàññ, òîãäà K � Q-óíèâåðñàëüíî è ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì
ïîäêëàññîâ K′ ⊆ K, èìåþùèõ ñâîéñòâî (N).
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â
êâàçèìíîãîîáðàçèè K êîíòèíóóìà ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé,

íå èìåþùèõ ïîêðûòèé â ðåøåòêå Lq(K)

Òåîðåìà (À.Â. Êðàâ÷åíêî, À.Ì. Íóðàêóíîâ, Ì.Â. Øâèäåôñêè)

Ïóñòü êâàçèìíîãîîáðàçèå K êîíå÷íîé ñèãíàòóðû ñîäåðæèò
B-êëàññ (AD-êëàññ), òîãäà ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì
ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé K′ ⊆ K, êîòîðûå ñîäåðæàò B-êëàññ
(AD-êëàññ).

Òàêèì îáðàçîì, Q-óíèâåðñàëüíîå êâàçèìíîãîîáðàçèå K
ñîäåðæèò êîíòèíóóì Q-óíèâåðñàëüíûõ ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé
K′ ⊆ K.
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Îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî B-êëàññà

Ïóñòü Pfin(ω) � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà ω íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå (À.Â. Êðàâ÷åíêî, À.Ì. Íóðàêóíîâ, Ì.Â.
Øâèäåôñêè)

Ïóñòü K ⊆ K(σ) � êâàçèìíîãîîáðàçèå êîíå÷íîé ñèãíàòóðû σ.
Êëàññ A = {AX | X ∈ Pfin(ω)} ⊆ K êîíå÷íûõ ñòðóêòóð (ñèñòåì)
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì B-êëàññîì îòíîñèòåëüíî K, åñëè A
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(B0) A∅ � òðèâèàëüíàÿ ñòðóêòóðà;

(B1) åñëè X = Y ∪ Z â Pfin(ω), òî AX ∈ Q(AY ,AZ );

(B2) åñëè ∅ 6= X ∈ Pfin(ω) è AX ∈ Q(AY ), òî X = Y ;

(B3) äëÿ êàæäîãî F ∈ Pfin(ω) è äëÿ êàæäîãî i ∈ ω, åñëè
f ∈ Hom(AF ,A{i}) òîãäà f (AF ) ∼= A∅ èëè i ∈ F ;

(B4) äëÿ êàæäîãî F ∈ Pfin(ω), H(AF ) ∩K ⊆ A.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü Lp = 〈{0, 1p , . . . ,
p−1

p , 1};→,¬〉, p ≥ 1 � àëãåáðà
Ëóêàñåâè÷à (îïåðàöèè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ âñåõ x ,y x → y = min {1, 1− x + y} è ¬x = 1− x).

Òåîðåìà

Ìíîãîîáðàçèå M âñåõ àëãåáð Ëóêàñåâè÷à ñîäåðæèò êîíå÷íûé
B-êëàññ.

Ïðèìå÷àíèå. Ìíîãîîáðàçèå � êâàçèìíîãîîáðàçèå, çàìêíóòîå
îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ.
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Ñëåäñòâèÿ

Ñëåäñòâèå (1)

Ìíîãîîáðàçèå M âñåõ àëãåáð Ëóêàñåâè÷à ñîäåðæèò AD-êëàññ.

Ñëåäñòâèå (2)

Ìíîãîîáðàçèå M âñåõ àëãåáð Ëóêàñåâè÷à Q-óíèâåðñàëüíî.

Ñëåäñòâèå (3)

Ìíîãîîáðàçèå M âñåõ àëãåáð Ëóêàñåâè÷à ñîäåðæèò êîíòèíóóì
Q-óíèâåðñàëüíûõ ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé M′ ⊆M.
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Ñëåäñòâèÿ

Ñëåäñòâèå (4)

Ìíîãîîáðàçèå M âñåõ àëãåáð Ëóêàñåâè÷à ñîäåðæèò êîíòèíóóì
ïîäêâàçèìíîãîîáðàçèé M′ ⊆M, íå èìåþùèõ ïîêðûòèé â
ðåøåòêå Lq(M).

Ñëåäñòâèå (5)

Ìíîãîîáðàçèå M âñåõ àëãåáð Ëóêàñåâè÷à ñîäåðæèò êîíòèíóóì
ïîäêëàññîâ K ⊆M, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì (N).

Ñëåäñòâèå (6)

Ìíîãîîáðàçèå M âñåõ àëãåáð Ëóêàñåâè÷à ñîäåðæèò êîíòèíóóì
ïîäêëàññîâ K ⊆M, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì (N), íî íå
ÿâëÿþùèõñÿ Q-óíèâåðñàëüíûìè.
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