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Ââåäåíèå

Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ è

ïîëóèçîëèðóþùèõ ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè

ñòðóêòóðàìè äëÿ äàííîé ýëåìåíòàðíîé òåîðèè. Ýòè àëãåáðû

îòðàæàþò áèíàðíûå ñâÿçè ìåæäó ðåàëèçàöèÿìè 1-òèïîâ,

îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè èñõîäíîé òåîðèè. Àëãåáðû áèíàðíûõ

ôîðìóë âîçíèêëè èç ïîòðåáíîñòåé òåîðèè ìîäåëåé è ñâÿçàíû ñ

ïîñòðîåíèåì êëàññèôèêàöèè ñ÷åòíûõ ìîäåëåé ïîëíûõ òåîðèé.
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Ââåäåíèå

Ïðè ïîñòðîåíèè ñ÷åòíûõ ìîäåëåé ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé

êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò áèíàðíûå ôîðìóëüíî îïðåäåëèìûå

ñâÿçè ìåæäó ðåàëèçàöèÿìè ïîëíûõ òèïîâ. Ïðè îïèñàíèè

ïîëó÷àåìûõ áèíàðíûõ ñòðóêòóð åñòåñòâåííî âîçíèêàþò

ïîäõîäÿùèå àëãåáðû.
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Ââåäåíèå

Îïèñàíèå òàêèõ àëãåáð èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè

îïðåäåëåíèè ðàñïðåäåëåíèé ñ÷åòíûõ ìîäåëåé äàííîé òåîðèè è

ïîäñ÷åòå ÷èñëà òàêèõ ìîäåëåé, à èìåííî, ïî÷òè ïðîñòûõ è

ïðåäåëüíûõ ìîäåëåé.

Èçîìîðôèçì ïî÷òè ïðîñòûõ ìîäåëåé íàä òèïàìè äîñòèãàåòñÿ

íàëè÷èåì ñèììåòðè÷íûõ ñâÿçåé èçîëèðóþùèìè ôîðìóëàìè, à

èçîìîðôèçì ïðåäåëüíûõ ìîäåëåé � îòîæäåñòâëåíèÿìè öåïåé

ïî÷òè ïðîñòûõ ìîäåëåé ïîñðåäñòâîì ñèììåòðè÷íûõ

èçîëèðóþùèõ ôîðìóëüíûõ ñâÿçåé.1

Àëãåáðû áèíàðíûõ ôîðìóë òåñíî ñâÿçàíû ñ ðàçäåëàìè

àëãåáðàè÷åñêîé ëîãèêè, ñ ðåëÿöèîííûìè àëãåáðàìè, ñ

ìóëüòèàëãåáðàìè, ñ ïîëóãðóïïàìè è ìîíîèäàìè.

1Ñóäîïëàòîâ Ñ.Â. Êëàññèôèêàöèÿ ñ÷åòíûõ ìîäåëåé ïîëíûõ òåîðèé.
×àñòü 1. � Íîâîñèáèðñê: Èçäàòåëüñòâî ÍÃÒÓ, 2018. � 376 ñ.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãåáðû áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë,
ò.å. àëãåáðû, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâàõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
èçîëèðóþùèõ ôîðìóë îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè.

Îïèñàíû àëãåáðû áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë äëÿ ðÿäà
åñòåñòâåííûõ êëàññîâ òåîðèé è îïåðàöèé íàä òåîðèÿìè:

òåîðèè îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè,

òåîðèè óíàðîâ,

ñ÷åòíî êàòåãîðè÷íûå ñëàáî o-ìèíèìàëüíûå òåîðèè,

âïîëíå o-ìèíèìàëüíûå òåîðèè ñ íåìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì
ñ÷åòíûõ ìîäåëåé,

òåîðèè ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ñèìïëåêñîâ è àðõèìåäîâûõ
òåë,

íåêîòîðûå ïîëèãîíîìåòðè÷åñêèå òåîðèè,

êîìïîçèöèè òåîðèé,

ïðîèçâåäåíèÿ òåîðèé.
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Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîæåñòâà 1-òèïîâ R ñ ìåòî÷íîé ôóíêöèåé

ν, çàäàþùåé ìåòêè äëÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë,

àëãåáðà áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

Pν(R). Åñëè R = {p}, òî ýòà àëãåáðà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Pν(p).
2

2I.V. Shulepov, S.V. Sudoplatov, Algebras of distributions for isolating
formulas of a complete theory // Siberian Electronic Mathematical Reports.
2014. Vol. 11. P. 380�407.
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Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ

ôîðìóë òåîðèè îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ ñ óíàðíîé

ôóíêöèåé

Òåîðåìà 1

Åñëè T � òåîðèÿ óíàðà f ñ îäíîìåñòíûìè ïðåäèêàòàìè,

Pν(p) � àëãåáðà ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ

ôîðìóë äëÿ òèïà p ∈ S1(∅), òî àëãåáðà Pν(p) çàäàåòñÿ ðîâíî

îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð: ãðóïïîé Z, ãðóïïîé Zn, àëãåáðîé

An,λ, àëãåáðîé Afr,λ, àëãåáðîé 〈ω∗; +〉, Bn,λ1,λ2,...,λn , Bω,(λi )i∈ω .
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Ñëàáî î-ìèíèìàëüíûå ñòðóêòóðû3

Îïðåäåëåíèå

Ñëàáî î-ìèíèìàëüíîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî

óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðàM = 〈M; =, <, . . .〉 òàêàÿ, ÷òî ëþáîå
îïðåäåëèìîå (ñ ïàðàìåòðàìè) ïîäìíîæåñòâî ñòðóêòóðûM
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ

âM.

Íàïîìíèì, ÷òî òàêàÿ ñòðóêòóðàM íàçûâàåòñÿ î-ìèíèìàëüíîé,

åñëè êàæäîå îïðåäåëèìîå (ñ ïàðàìåòðàìè) ïîäìíîæåñòâî

ñòðóêòóðûM ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà

èíòåðâàëîâ è òî÷åê âM.

3H.D. Macpherson, D. Marker, and C. Steinhorn, Weakly o-minimal
structures and real closed �elds // Transactions of The American
Mathematical Society, 352 (2000), pp. 5435�5483.
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Àëãåáðû ôîðìóë äëÿ íåàëãåáðàè÷åñêèõ 1-òèïîâ4

Òåîðåìà 2

Ïóñòü T � ñ÷åòíî êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî òèïà r ∈ S1(∅) è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) àëãåáðà Pν(r) ÿâëÿåòñÿ (P,ℵ0, n)-wom-ìîíîèäîì;
(2) RCbin(r) = n.

4Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ, Á.Ø. Êóëïåøîâ, Ñ.Â. Ñóäîïëàòîâ, Àëãåáðû
ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë â ñ÷åòíî êàòåãîðè÷íûõ ñëàáî
î-ìèíèìàëüíûõ ñòðóêòóðàõ // Àëãåáðà è ëîãèêà, 2017. Ò. 56, N 1. C. 20-54.
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Ìîíîèäû äëÿ âïîëíå o-ìèíèìàëüíûõ òåîðèé ñ ìàëûì

÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé

Òåîðåìà 3 (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Ïóñòü T � âïîëíå o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ ìàëûì ÷èñëîì

ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, p ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèé òèï. Òîãäà

ñóùåñòâóåò n < ω òàêîé, ÷òî

(1) åñëè p � èçîëèðîâàííûé òèï, òî àëãåáðà Pν(p) ÿâëÿåòñÿ

(P,ℵ0, n)-wom-ìîíîèäîì, ñîñòîÿùèì èç 2n + 1 ìåòêè;

(2) åñëè p êâàçèðàöèîíàëüíûé âïðàâî (âëåâî), òî àëãåáðà Pν(p)

ÿâëÿåòñÿ (P,QR, n)-wom-ìîíîèäîì
((P,QL, n)-wom-ìîíîèäîì), ñîñòîÿùèì èç 2n ìåòîê;

(3) åñëè p èððàöèîíàëüíûé, òî àëãåáðà Pν(p) ÿâëÿåòñÿ

(P, I , n)-wom-ìîíîèäîì, ñîñòîÿùèì èç 2n − 1 ìåòêè.

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Êâàçèðàöèîíàëüíîìó âïðàâî òèïó p ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà AQR
n

èçîëèðóþùèõ ôîðìóë, ñîñòîÿùàÿ èç 2n ìåòîê, ïåðåìíîæåíèå

êîòîðûõ çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

· 0 1 2 3 4 . . . 2n − 3 2n − 2 −1
0 {0} {1} {2} {3} {4} . . . {2n − 3} {2n − 2} {−1}
1 {1} {1} {0, 1, 2} {3} {4} . . . {2n − 3} {2n − 2} {−1}
2 {2} {0, 1, 2} {2} {3} {4} . . . {2n − 3} {2n − 2} {−1}
3 {3} {3} {3} {3} {0, 1, . . . {2n − 3} {2n − 2} {−1}

, 2, 3, 4}
4 {4} {4} {4} {0, 1, {4} . . . {2n − 3} {2n − 2} {−1}

, 2, 3, 4}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . {−1}

2n − 3 {2n − 3} {2n − 3} {2n − 3} {2n − 3} {2n − 3} . . . {2n − 3} {0, 1, . . . {−1}
2n − 2}

2n − 2 {2n − 2} {2n − 2} {2n − 2} {2n − 2} {2n − 2} . . . {0, 1, . . . , {2n − 2} {−1}
2n − 2}

−1 {−1} {−1} {−1} {−1} {−1} . . . {−1} {−1} {−1}
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Çàìåíèâ â ñòðóêòóðå M ′ è â ôîðìóëàõ θ çíàê < íà >, ïîëó÷àåì
çàäàâàåìóþ òîé æå ñàìîé òàáëèöåé àëãåáðó AQL

n äëÿ

êâàçèðàöèîíàëüíîãî âëåâî òèïà

p(x) := {x < dk ∧ ¬En−1(dk , x) | k ∈ ω}.
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Åñëè p � èððàöèîíàëüíûé òèï, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà

AI
n èçîëèðóþùèõ ôîðìóë, ñîñòîÿùàÿ èç 2n − 1 ìåòîê,

ïåðåìíîæåíèå êîòîðûõ çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

· 0 1 2 3 4 . . . 2n − 3 2n − 2

0 {0} {1} {2} {3} {4} . . . {2n − 3} {2n − 2}
1 {1} {1} {0, 1, 2} {3} {4} . . . {2n − 3} {2n − 2}
2 {2} {0, 1, 2} {2} {3} {4} . . . {2n − 3} {2n − 2}
3 {3} {3} {3} {3} {0, 1, 2, 3, 4} . . . {2n − 3} {2n − 2}
4 {4} {4} {4} {0, 1, 2, 3, 4} {4} . . . {2n − 3} {2n − 2}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2n − 3 {2n − 3} {2n − 3} {2n − 3} {2n − 3} {2n − 3} . . . {2n − 3} {0, 1, . . . ,
2n − 2}

2n − 2 {2n − 2} {2n − 2} {2n − 2} {2n − 2} {2n − 2} . . . {0, 1, . . . , {2n − 2}
2n − 2}
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Èçîìîðôèçì àëãåáð

Ñëåäñòâèå (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Ïóñòü T � âïîëíå o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ ìàëûì ÷èñëîì

ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, p, q ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû. Òîãäà

àëãåáðû Pν(p) è Pν(q) èçîìîðôíû, åñëè è òîëüêî åñëè

RC (p) = RC (q) è òèïû p è q îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ

èçîëèðîâàííûìè, ëèáî êâàçèðàöèîíàëüíûìè, ëèáî

èððàöèîíàëüíûìè.
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Àëãåáðû ôîðìóë äëÿ ñåìåéñòâ 1-òèïîâ

Îïðåäåëåíèå

Ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðà Pν({p,q}) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî

êîììóòàòèâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå π : ρν(p) → ρν(q), ñâèäåòåëüñòâóþùåå î òîì, ÷òî
àëãåáðû Pν(p) è Pν(q) èçîìîðôíû (ò.å. êîãäà èõ çàäàþùèå

òàáëèöû ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî π), è äëÿ ëþáûõ l ∈ ρν(p,q),
m ∈ ρν(q,p) èìååò ìåñòî π(l ·m) = m · l .
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Àëãåáðû ôîðìóë äëÿ ñåìåéñòâ 1-òèïîâ ñ÷åòíî

êàòåãîðè÷íûõ ñëàáî î-ìèíèìàëüíûõ òåîðèé

Òåîðåìà 4 (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Ïóñòü T � ñ÷åòíî êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,

p, q ∈ S1(∅). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) àëãåáðà Pν({p,q}) � îáîáùåííî êîììóòàòèâíûé ìîíîèä;

(2) RCbin(p) = RCbin(q).
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Àëãåáðû ôîðìóë äëÿ ñåìåéñòâ 1-òèïîâ âïîëíå

î-ìèíèìàëüíûõ òåîðèé ñ ìàëûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ

ìîäåëåé

Òåîðåìà 5 (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Ïóñòü T � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ ìàëûì ÷èñëîì

ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, p, q ∈ S1(∅), p 6⊥w q. Òîãäà àëãåáðà Pν({p,q})
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî êîììóòàòèâíûì ìîíîèäîì.
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Ïî÷òè äåòåðìèíèðîâàííûå àëãåáðû áèíàðíûõ ôîðìóë

ïîëèãîíîìåòðè÷åñêèõ òåîðèé

Òåîðåìà 6 (ñ Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Àëãåáðà Pν(p) áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë ïîëèãîíîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè T (pm), ãäå pm = pm(G1,G2,P), äåòåðìèíèðîâàíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ êàêîå-ëèáî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(1) |G1| = 1 è c(pm) ≤ 2;
(2) 1 < |G1| < ω, |G2| = 1 è c(pm) = 1;
(3) |G1| ≥ ω è |G2| = 1.
Ïðè ýòîì â ñëó÷àå (1) àëãåáðà P′

ν(p) èçîìîðôíà åäèíè÷íîé ãðóïïå

èëè ãðóïïå Z2, à â ñëó÷àÿõ (2) è (3) ýòà àëãåáðà èçîìîðôíà
ãðóïïå G1.

Òåîðåìà 7 (ñ Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Àëãåáðà áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë ïîëèãîíîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè T (pm) ïî÷òè äåòåðìèíèðîâàíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ãðóïïà G1 îäíîýëåìåíòíà èëè ãðóïïà G2 êîíå÷íà.

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Ïîãëîùàþùèå àëãåáðû áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë

ïîëèãîíîìåòðè÷åñêèõ òåîðèé

Òåîðåìà 8 (ñ Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G1 ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðèÿ

trm = trm(G1,G2,P) òàêàÿ, ÷òî òåîðèÿ T (trm) îáëàäàåò
2-ïîãëîùàþùåé àëãåáðîé áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë.

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Àëãåáðû áèíàðíûõ ôîðìóë äëÿ êîìïîçèöèé òåîðèé

Íàïîìíèì5, ÷òî êîìïîçèöèåé Γ1[Γ2] ãðàôîâ Γ1 = 〈X1;R1〉 è
Γ2 = 〈X2;R2〉 íàçûâàåòñÿ ãðàô 〈X1 × X2;R〉, â êîòîðîì
((a1, b1), (a2, b2)) ∈ R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) (a1, a2) ∈ R1;

2) a1 = a2 è (b1, b2) ∈ R2.

5F. Harary, Graph Theory. � Reading, Massachusetts : Addison-Wesley,
1969.

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Àëãåáðû áèíàðíûõ ôîðìóë äëÿ êîìïîçèöèé òåîðèé

Ïîäîáíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ ìîíîèäîâ:

Ïóñòü S1 è S2 � ìîíîèäû, äëÿ êîòîðûõ 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì

ýëåìåíòîì, S1 ∩ S2 = {0}. Êîìïîçèöèåé èëè ïîñëåäîâàòåëüíî

àííóëèðóþùåé ñâÿçêîé S1[S2] ìîíîèäîâ S1 è S2 íàçûâàåòñÿ
àëãåáðà 〈S1 ∪ S2; �〉, ãäå 〈S1 ∪ S2; �〉 � Si = Si äëÿ i = 1, 2, è
u � v = v � u = u ïðè u ∈ S1 \ {0} è v ∈ S2.

Ïðåäëîæåíèå (Ëÿïèí Å.Ñ. Ïîëóãðóïïû. � Ì. : Ãîñ. èçä-âî

ôèç.-ìàò.ëèò., 1962.)

Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî àííóëèðóþùàÿ ñâÿçêà S1[S2] ÿâëÿåòñÿ
ìîíîèäîì.

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



E -îïðåäåëèìûå êîìïîçèöèè

Îïðåäåëåíèå

ÊîìïîçèöèÿM[N ] ñòðóêòóðM è N íàçûâàåòñÿ

E -îïðåäåëèìîé, åñëèM[N ] èìååò ∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè E , ó êîòîðîãî E -êëàññû ÿâëÿþòñÿ íîñèòåëÿìè

êîïèé ñòðóêòóðû N , îáðàçóþùèõM[N ].

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Àëãåáðû áèíàðíûõ ôîðìóë äëÿ E -îïðåäåëèìûõ
êîìïîçèöèé

Òåîðåìà 9 (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Åñëè êîìïîçèöèÿM[N ] ÿâëÿåòñÿ E -îïðåäåëèìîé, òî àëãåáðà
PT áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë òåîðèè T = Th(M[N ])
èçîìîðôíà êîìïîçèöèè PT1 [PT2 ] àëãåáð PT1 è PT2 áèíàðíûõ

èçîëèðóþùèõ ôîðìóë òåîðèé T1 = Th(M) è T2 = Th(N ).

Ñëåäñòâèå (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Åñëè êîìïîçèöèÿM[N ] ÿâëÿåòñÿ E -îïðåäåëèìîé,
T1 = Th(M), T2 = Th(N ), è T1, T2 � òðàíçèòèâíûå òåîðèè ñ

àëãåáðàìè Pν(p) è Pν′(p′) ñîîòâåòñòâåííî, òî òåîðèÿ T1[T2]
èìååò àëãåáðó Pν′′(p′′) ñ åäèíñòâåííûì 1-òèïîì p′′,
èçîìîðôíóþ êîìïîçèöèè Pν(p)[Pν′(p′)].

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Àëãåáðû áèíàðíûõ ôîðìóë äëÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ

ïðåäïîðÿäêîâ

Òåîðåìà 10 (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Äëÿ ëþáîãî I -ãðóïïîèäà P, ñîñòîÿùåãî èç íåîòðèöàòåëüíûõ

ìåòîê, ñóùåñòâóåò òåîðèÿ T ñ òèïîì p ∈ S(T ) è ïðàâèëüíîé

ìåòî÷íîé ôóíêöèåé ν(p) òàê, ÷òî Pν(p) = P0[P], ãäå P0 �

àëãåáðà áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë òåîðèè ïëîòíîãî

ëèíåéíîãî ïîðÿäêà áåç êîíöåâûõ ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 11 (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Äëÿ ëþáîãî I -ãðóïïîèäà P, ñîñòîÿùåãî èç íåîòðèöàòåëüíûõ

ìåòîê, ñóùåñòâóåò òåîðèÿ T ñ òèïîì p ∈ S(T ) è ïðàâèëüíîé

ìåòî÷íîé ôóíêöèåé ν(p) òàê, ÷òî Pν(p) = P̂0[P], ãäå P̂0 �

àëãåáðà áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë íåãëàâíîãî 1-òèïà

òåîðèè Ýðåíôîéõòà.

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Àëãåáðû áèíàðíûõ ôîðìóë äëÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ

ïðåäïîðÿäêîâ

Òåîðåìà 12 (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Äëÿ ëþáîãî I -ãðóïïîèäà P, ñîñòîÿùåãî èç íåîòðèöàòåëüíûõ

ìåòîê, ñóùåñòâóåò òåîðèÿ T ñ òèïîì p ∈ S(T ) è ïðàâèëüíîé

ìåòî÷íîé ôóíêöèåé ν(p) òàê, ÷òî Pν(p) = PZ[P].

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Àëãåáðû áèíàðíûõ ôîðìóë äëÿ öèêëè÷åñêè

óïîðÿäî÷åííûõ ïðåäïîðÿäêîâ

Òåîðåìà 13 (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóåò ℵ0-êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî
öèêëè÷åñêè ìèíèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà Qn ñ ïðèìèòèâíîé ãðóïïîé
àâòîìîðôèçìîâ è òàêàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà PQn áèíàðíûõ
èçîëèðóþùèõ ôîðìóë èìååò ðîâíî n + 1 ìåòêó.

Òåîðåìà 14 (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Àëãåáðà PQn áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ïðàâèëàìè óìíîæåíèÿ:
(1) äëÿ ëþáîé ìåòêè k ñ óñëîâèåì 0 ≤ k ≤ n âûïîëíÿåòñÿ
0 · k = k · 0 = {k};
(2) äëÿ ëþáûõ ìåòîê k1, k2 ñ óñëîâèÿìè 1 ≤ k1, k2 ≤ n ñïðàâåäëèâî:
(2a) åñëè k1 + k2 ≤ n, òî k1 · k2 = k2 · k1 = {k1 + k2 − 1, k1 + k2};
(2b) åñëè k1 + k2 − n = 1, òî k1 · k2 = k2 · k1 = {0, 1, n};
(2c) åñëè k1 + k2 − n = m äëÿ íåêîòîðîãî m ≥ 2, òî
k1 · k2 = k2 · k1 = {m − 1,m}.

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Àëãåáðû áèíàðíûõ ôîðìóë äëÿ öèêëè÷åñêè

óïîðÿäî÷åííûõ ïðåäïîðÿäêîâ

Òåîðåìà 15 (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Äëÿ ëþáîãî I -ãðóïïîèäà P, ñîñòîÿùåãî èç íåîòðèöàòåëüíûõ

ìåòîê, ñóùåñòâóåò òåîðèÿ T ñ òèïîì p ∈ S(T ) è ïðàâèëüíîé

ìåòî÷íîé ôóíêöèåé ν(p) òàê, ÷òî Pν(p) = Pdco[P], ãäå Pdco �

àëãåáðà áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë äëÿ ïëîòíîãî

öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 16 (ñ Á.Ø.Êóëïåøîâûì è Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì)

Äëÿ ëþáîãî I -ãðóïïîèäà P, ñîñòîÿùåãî èç íåîòðèöàòåëüíûõ

ìåòîê, ñóùåñòâóåò òåîðèÿ T ñ òèïîì p ∈ S(T ) è ïðàâèëüíîé

ìåòî÷íîé ôóíêöèåé ν(p) òàê, ÷òî Pν(p) = PZn [P].

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Î àëãåáðàõ áèíàðíûõ èçîëèðóþùèé ôîðìóë äëÿ

êîðíåâûõ ïðîèçâåäåíèé ãðàôîâ

Îïðåäåëåíèå

Â òåîðèè ãðàôîâ êîðíåâîå ïðîèçâåäåíèå ãðàôà G è êîðíåâîãî

ãðàôà H îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçüì¼ì |V (G )|
êîïèé ãðàôà H è äëÿ êàæäîé âåðøèíû vi ãðàôà G,
îòîæäåñòâëÿåì vi ñ êîðíåâîé âåðøèíîé i-îé êîïèè H. Äèàìåòð
ãðàôà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ G ◦ H ñ÷èòàåòñÿ êàê m + 2l , ãäå m �

äèàìåòð ãðàôà G , l � äèàìåòð ãðàôà H. Ïðè
H1 = H2 = . . . = Hk = H êîðíåâîå ïðîèçâåäåíèå H ◦ H ◦ . . . ◦ H
íàçûâàåòñÿ k-é êîðíåâîé ñòåïåíüþ ãðàôà H è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç Hk .

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Î àëãåáðàõ áèíàðíûõ èçîëèðóþùèé ôîðìóë äëÿ

êîðíåâûõ ïðîèçâåäåíèé ãðàôîâ

Òåîðåìà 17

Åñëè â ðåçóëüòàòå êîðíåâîãî óìíîæåíèÿ àëãåáð áèíàðíûõ

èçîëèðóþùèõ ôîðìóë äëÿ n-óãîëüíèêîâ ïîëó÷àåòñÿ õîòÿ áû

îäèí ñèìïëåêñ, òî àëãåáðà äëÿ ðåçóëüòàòà áóäåò èçîìîðôíà

àëãåáðå ñèìïëåêñîâ.

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Î àëãåáðàõ áèíàðíûõ èçîëèðóþùèé ôîðìóë äëÿ

êîðíåâûõ ïðîèçâåäåíèé ãðàôîâ

Òåîðåìà 18

Åñëè T � òåîðèÿ êîðíåâîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðàôîâ íà ðåáðî,

B � àëãåáðà áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë òåîðèè T , òî

àëãåáðà B çàäàåòñÿ ðîâíî îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð:

àëãåáðîé Hk è àëãåáðîé AHk .

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Î àëãåáðàõ áèíàðíûõ èçîëèðóþùèé ôîðìóë äëÿ

òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ãðàôîâ

Îïðåäåëåíèå

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå G × H ãðàôîâ G è H ýòî ãðàô,

ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî åñòü äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

V (G )× V (H), ïðè÷åì ðàçëè÷íûå âåðøèíû (u, u′) è (v , v ′)
ñìåæíûõ â G ×H òîãäà, êîãäà u ñìåæíà ñ v è u′ ñìåæíà ñ v ′. a

aGena Hahn, Gert Sabidussi. Graph symmetry: algebraic methods and
applications. � Springer, 1997. � vol. 497. � p. 116.

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë



Î àëãåáðàõ áèíàðíûõ èçîëèðóþùèé ôîðìóë äëÿ

òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ãðàôîâ

Òåîðåìà 19

Åñëè T � òåîðèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðàôà íà ðåáðî,

B � àëãåáðà áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë òåîðèè T , òî

àëãåáðà B çàäàåòñÿ ðîâíî îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð: Tpe ,
Tpo .

Ä.Þ. Åìåëüÿíîâ Àëãåáðû ðàñïðåäåëåíèé áèíàðíûõ ôîðìóë
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